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第四版编者序 


在准备《统计物理学》第四版付印之际，已经纠正了明显的印刷错误，并加 
了某些详细说明。这些订正的大部分在本书最新的英文版中已有。我还认为 
有必要在§133和§145的末尾补充关于无公度相的简短说明。这种相的发 
现，从本质上阐明了 E . M . 栗弗席兹关于二级相变可能性判据的意义。与此相 
应，在§ 150增加了一个研究无公度相相变的习题。最后，关于晶体表面张力问 
题的讨论有所扩展。我衷心地感谢安德列耶夫 （ A . 0). AnapeeB )、 加洛辛斯基 
( H. E . 只 3 只；10111拙€：1«1*)、柳巴尔斯基（1\只. /Iio6apcKHft) 、 马克西莫夫 （ 71. A . 
MaKCHMOB) 、梅希科夫 （ C. B . MeuiKOB) 、波克罗夫斯基 （ B . JI. IIokpobckhh) , 
我曾与他们讨论本书有关的一系列问题。 


n. u. 皮塔耶夫斯基 
1989年11月 



第三版序言 


本书已大幅增补并修订，所有这些工作由我和皮塔耶夫斯基共同完成。 

新增章节包括气体磁性、简并等离子体热力学、液晶、二级相变涨落理论和 
临界现象。关于固体和晶体对称的两章已大大扩充，特别是详尽地论述了晶态 
物理学所用的空间不可约群表示理论。关于涨落耗散定理的各节也已增订。 

处理量子液体理论及相关的近理想简并气体理论的几节已从本书删去。 
量子液体物蝗学，由卡皮查的开创性实验及朗道本人的理论工作而奠定基础并 
大为发展，目前已形成一大学科，其意义已远超出它的原先对象——液氦同位 
素。量子液体理论的论述，现在即便在理论物理普通教程中也拥有其合理的位 
置，而本书旧版只有几节论及是不够的。 

这些章节将以大大扩充的方式形成本教程的另一卷，目前正由皮塔耶夫斯 
基和我撰写。该卷也将详细论述格林函数方法和图技术，它们在很大程度上决 
定了近20年来统计物理学的发展。将这些（及另外一些）论题另辟一卷的原 
因，不仅在于将它们收入本卷会使篇幅过大并显著地改变其整体特点。问题还 
在于，这些论题实质上与流体力学和宏观电动力学关系 密切； 再如，在论述超导 
电性微观理论时引用这种现象的已知宏观理论也较为方便。根据这个理由，新 
卷作为本教程的一卷将列于《力学》和《连续介质电动力学》卷之后。 

本书的第一版（只含经典统计学）于1938年问世。将吉布斯普遍方法用于 
统计物理学，即便到了 20世纪30年代仍须如该版前言摘录（已重印附后）中所 
列的那些论证，在如今的读者看来可能觉得不可思议。也许正是在展现统计物 
理学一般原理和各种应用的过程之中，朗道最能显露出他把握全局的异常广博 
以及他洞悉有效捷径获取大大小小理论结果的惊人能力。 

最后，谨以皮塔耶夫斯基和我个人的名义，衷心感谢 M . E . 加洛辛斯基， M . 
M . 栗弗席兹和 B _ ；!. 波克罗夫斯基，与他们曾就本书修订进行过许多讨论。 


E . M . 栗弗席兹 
1975年5月莫斯科 


旧版序言摘录 


在物理学家中有一种相当普遍的 误解： 统计物理学是理论物理中基础最不 
牢靠的一个分支。这种误解，通常是因为他们看到某些统计物理学的结论缺乏 
严格的数学证明，而他们没有看到，理论物理的所有其它分支也有同样的不严 
格论证，却并没有当成那些学科基础不足的证据。 

由克劳修斯、麦克斯韦和玻尔兹曼奠基的统计物理学，已通过吉布斯的工 
作变成逻辑连贯且条理清晰的体系。吉布斯给出了一般方法，原则上可以应用 
于统计物理学面对的所有问题。可惜吉布斯方法没有被充分采纳。现有的大 
量统计物理学书籍的主要缺点恰好就 在于： 它们的作者不以这种一般方法作为 
基础，而只是顺便一带而过。 

统计物理学和热力学一起形成一个整体。热力学的全部概念和物理量，可最 
自然、最简单、也最严格地从统计物理学的概念中得出。即使说热力学的一般理 
论没有统计物理学也能够表述，热力学对具体问题的应用却总离不开统计物理。 

在本书中，我们力图把统计物理与热力学放在一起系统地论述。吉布斯方 
法是基础。统计物理学的所有具体问题都借助于这个一般方法研究。在证明 
时，我们不追求数学严密性，这在理论物理中通常也做不到，我们主要强调各个 
物理结论间的相互联系。 

在讨论经典统计物理的基础时，我们从一开始就考虑系统小部分（子系）的 
统计分布，而不是整个闭合系统的统计分布。这种方法恰好对应于统计物理的 
主要问题与目的，这就完全能够避开各态经历或其它类似假说的问题，实际上 
这些假说对于这里的目的并不重要。 

理想气体，从一般方法的观点看是个例，所以我们不叙述破尔兹曼方法本 
身。这种方法无法证实自己的合 理性； 尤其是，很难对引入先验概率给出理由。 
然而，理想气体熵的玻尔兹曼表达式可以从吉布斯方法的普遍公式导出。 


Jl . A- 朗道， E . M . 栗弗席兹 
1937——1939 年 



记号 


字母上加~表示算符. 

字母上加横线或用角括号 〈…〉 （参见 （1.5) 后的脚注）表示物理童的平均值 • 


相空间 

p ， q 分别是广义动量和广义坐标 

dpdq = 是相空间的体积元 （ s 是自由度数) 


dr 


dpdq 


• dr 对所有物理上不同状态的积分 

_ 


热 力学置 
T 温度 
V 体积 
P 压强 
E 能 M 
S 熵 

W = E + PV 焓 

F = E-TS 自由能 

少： E - TS+PV 热力学势 

-PV 热力学势 

C P , C V 热容 （\， c # 分子比热) 
N 粒子数 
/x 化学势 
a .表面张力系数 





§ 界面面积 

在所有公式中温度以能童为单位表示（换算成以开尔文为单位的方法参看 
§9, §42的脚注） 

在引用《理论物理学教程》其它各卷的章节和公式时，给出的卷号对应的书 
名是： 

第 一卷： 《力学》，俄文第五版，中文第一版， 

第 二卷： 《场论》，俄文第八版，中文第一版， 

第 三卷： 《量子力学（非相对论理论）》，俄文第六版，中文第一版， 

第 四卷： 《量子电动力学》，俄文第四版，中文第一版， 

第 七卷： 《弹性理论》，俄文第五版，中文第一版， 

第 八卷： 《连续介质电动力学》，俄文第四版，中文第一版， 

第 九卷： 《统计物理学 n ( 凝聚态理论）》，俄文第四版，中文第二版， 

第 十卷： 《物理动理学》，俄文第二版，中文第一版. 
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始 jade 

第一早 

统计物理学的基本原理 


§1统计分布 

统计物理学 （ 或简称统计学）的目的是研究宏观物体的行为和性质所遵循 
的特殊一类规律性，所谓宏观物体是指由大 童的单 个粒子（原子、分子）构成的 
物体.这些规律性的共同特点，在很大程度上与物体中各个粒子的运动用什么 
力学——经典力学还是董子力学——来描述是无 关的； 然而，在这两种情形下, 
这些规律性的论证所要求的方式不同.为叙述方便起见，我们首先在经典力学 
适用的假设下进行所有的讨论. 

写出力学系统的运动方程（其数目等于该系统的自由度的数目），并将其积 
分，在原则上我们能够得到关于该系统运动的详尽无遗的知识.但是，如果我们 
必须处理这样的系统——虽然它遵循经典力学的规律，但其自由度的数目却非 
常巨大，那么在实际应用力学的方法时，我们就必然要写出并求解同样多的微 
分方程式，以至于实际上是实现不了的.应该着重指 出：即 使能够把这些微分方 
程以普遍的形式积分出来，想把所有粒子的速度和坐标的初始条件代入通解中 
去也是根本不可能的. 

乍一看来可以由此得出结 论：随 着粒子数目的增加，力学系统的性质必定 
会变得难以想像的复杂和紊乱，以至在宏观物体的行为中我们将不可能找到任 
何规范性的迹象.然而，情况并非如此，以后我们会 看到： 在粒子数目相当大的 
情形下，出现一些新的独特规律性. 

这些规律性——所谓的统计规律性——正是以存在大量的构成物体的粒 
子为其先决条件，决不可能把它们归结为纯粹的力学规律性.这些规律的特点 
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表现在 ：当它 们应用到自由度数目不大的力学系统时，它们便失去任何意义.因 
此，具有巨大自由度数目的系统的运动虽然与粒子数不多的系统的运动遵循同 
样的力学规律，但是自由度数目的巨大却导致性质上全新的规律性. 

统计物理学在理论物理学诸多分支中的重要价值就在 于：在 自然界中我们 
经常遇到的总是宏观物体，它们的行为根据上述的原因不可能用纯粹力学的方 
法作详尽的描述，它们服从的是统计的规律性. 

为表述经典统计学的基本问题，我们首先要引人“相空间”的槪念，这是以 
后经常用到的概念. 

设我们所考虑的宏观力学系统有 S 个自由度.换而言之，这个系统的各点在 
空间的位置由 s 个坐标来表征，我们用字母％表示这些坐标，角标；取1，2 ,…， s 
诸值.那么在给定时刻系统的状态将取决于该时刻的 s 个坐标 g , 以及 s 个与之 
相应的速度9,的值.在统计学中通常用系统的坐标与动而不用速度） 
来表征系统的状态，因为这样做有很大的优越性.系统的不同状态在数学上吋 
以用相空间（当然这纯粹是数学上的概念）中不同的点来 表示； 在这个空间的坐 
标轴上标出的是该系统的坐标值与动 M 值.因此，每个系统有自己独特的相空 
间，该相空间的维数等于系统自由度数的两倍.相空间的每一点，对应于系统一 
组确定坐标值 9. 与动量值/>.，因而代表这个系统的一个确定的状态.系统的状 
态随着时间而变化，相应地，表示系统相空间中状态的点（以后我们把它简称为 
“系统的相点”）将在相空间中描画出一条曲线，称为相轨道. 

现在我们来考虑任意的宏观物体或物体系统.假设系统是闭合的，即该系 
统与任何其它物体都不产生相互作用.设想从这个系统中划分出某一部分，它 
与整个系统相比非常小，然而它又是宏观的；显然，当整个系统中的粒子数足够 
大时，在它的一小部分中的粒子数仍然可以很大.这种相对很小却又是宏观的 
部分称为子系统.子系统仍然是力学系统，但绝不是闭合的，相反，它经受到来 
自系统其余各部分所有可能的作用.由于这些其余部分的自由度数 M 巨大，这 
种相互作用具有十分复杂而又紊乱的特征.因而子系统的状态随着时间以非常 
复杂而紊乱的方式变化. 

要精确求解关于子系统的行为问题，只有通过求解整个闭合系统的力学问 
题的办法，即通过写出并在给定初始条件下求解全部微分运动方程组的办法; 
正如已经指出的，这是一个无法实现的问题.幸而，正是由于子系统状态的这种 
极其复杂变化过程使力学的方法不再适用，但却给出了从另一方面求解问题的 
可能性. 

这一见解的根据在 于：由 于被我们划分出来的子系统与系统的其余各部分 
间的相互作用极其复杂而紊乱，在足够长的时间间隔内子系统在自身所有可能 
的状态中经历足够多的次数. 
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更精确地讲，这个情况应当表述如下.我们用 ㈣ q 表示子系统的相空间中 
某个小区域的“体积”，对应于子系统的坐标7,和动 Mp , 的值位于小间隔如, 
与 A P , 内.可以确信，在足够长的时间 r 内，子系统的十分紊乱的相轨道会多次 
穿过相空间中每一个这样的区域.设在总时间 r 内，子系统“处于”相空间中给 

定区域 ApA <? 内@那一段时间为 △£. 当总时间 r 尤限增大时，比值 f 将趋于某个 


极限值 




显然，可以把这个数值看成是当我们在某个任意时刻观测子系统时发现它处于 
相空间中给定区域 ApA 9 内的概率. 

当相空间中的体积元$变为无限小时， 

d<7ilp = d<7,d<? 2 ---d<7,dp I dp 2 •••(!/),, (1.2) 

我们可以引入来表示由这个体积元中的相点所代表的状态的概率，即坐标 
1与动量 P , 的值位于给定的 U •与 + d <7, ,Pi + d />, 之间的无限小的间隔内的 
概率，这个概率 d < u 可以写成 


dw = p ( Pi ，- •- , p , ,</, , q ,)6 pdq , (13) 

式中 P (/>,， …，… ，9.) 是全部坐标与全部动量的函数（通常将其简记为 
〆 />,(/)甚至简写为 P ) 函数起着相空间中概率分布“密度”的作用，称为该物 
体的统计分布函数（或简称分布函数）.显然，分布函数应该满足“归一化条件” 


jpdpdq = 1 , (1.4) 

积分遍及整个相空间.它表明了这样一个简单事实 ：所有 吋能的状态的概率之 
和应当为 1. 

对统计学而言，最重要的 是：某 个子系统的统计分布与同一系统的其它任 
意小部分的初始状态无关，因为这种初始状态的影响在足够长的时间内被系统 
中其余的更为广大的部分的影响所完全消除.这种被我们划分出来的子系统的 
统计分布也与它自身的初始状态无关，因为子系统将逐渐经历所有可能的状 
态，因而其中的每一个状态都可以取作初始状态.因此不必考虑到用初始条件 
来解决系统的力学问题的办法，就町以求出系统中各个小部的统计分布. 

求出任意子系统的统汁分布是统计学的基本课题.当我们说闭合系统的各 
个“小部分”时，应当注意 到：我 们所需要考虑的宏观物体通常就已经是一个更 


① 为简短起见，通常我们按照习惯说成 ：系统 “处于相空间的区域 ApAg 中”，这时所指的意 思是: 
系统处于用在这一区域的相点所表示的状态中 • 

② 以后我们总是约定用 dp 和分别表示系统的全部动撤傲分的乘积和全部坐标微分的乘积. 
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大的闭合系统的这样的“小部分”，这个更大的闭合系统就是由这些宏观物体同 
它们周围的外部介质一起构成的. 

如杲上述问题已经解决，因而该子系统的统汁分布已经知道，那么我们就 
可以把任何依赖于子系统状态的（即依赖于子系统坐标 g 和动量 p 之值的）物 
理量取+同值的概率计算出来.我们也可以计算出任何这种物理量/(/>，9)的平 
均值，只要把它的所有可能值乘以相应的概率，并遍及所有的状态进行积分，就 
可以得到.我们用在字母上加一横线的办法来表示平均值，于是就可以写出公 
式 


ff(P ， q)P(P ， q)dpd (/， 


按照这一公式就可以用统计分布函数来计算各种物理 M 的平均值 • $ 


(1.5) 


用分布函数来求平均（或者说，统计平均）使我们不必为了确定物理量 /(/>, 
7) 的平均值而去追踪它随时间的真实变化.同时也很明显，正是由于概率概念 
的定义，按照公式 （1. 1 ) ，统计平均完全等价于按时间来求平均.对时间求平均 
的意 思是： 如果我们追踪物理量随时间的变化，那么一定能建立起一个函数/ = 


fit ) ，然后把所要求的平均值定义为 



，爿 /⑴山. 


从上面的叙述可知 ：统计 学所能作出的关于宏观物体行为的结论和预言具 
有概率的特征.这就是统计学不同于（经典）力学之处，后者的结论是具有完全 
确定的特征的.但是必须着重指出，经典统计学的结论的概率特征绝非它所研 
究的客体本身所固有，而只是由于得到这些结论所依据的条件远比完整的力学 
描述所需要的少得多（不需要知道全部坐标和动量的初始值）的缘故. 

但是在实际上，在把统计学应用于宏观物体时，它的概率特征通常完全表 
现不出来.这是因 为：如 果在足够长的时间间隔内观测任何一个宏观物体（处于 
稳定的，即与时间无关的外界条件下）就会发现 ：所有 表征这个物体的物理 a 实 
际上都是常量（等于它们的平均值），而很少显示出任何明显的偏离.这里所说 
的“宏观物理量”所表征的是整个物体或者它的各个宏观部分，而不是笮个粒 
子◎.统计学的这个基本情况是从（将在下一节中阐明的）非常普遍的考虑得出 
来的，而且所考虑的物体愈复杂、愈庞大，结果就愈正确.用统计分布的术语可 


① 本书中，我们将用字母加上横线/或尖括兮〈/>表示平均值，这仅仅是为 r 书写公式 方便； 为了 
书写繁冗表达式的平均值，最好采用第二种写法. 

② 我们举一个例子直观地说明这一规则楕确到什么 程度若 在某种气体中划分出一郎分，比如说 
i / ioo 摩尔分子，则会发现这部分物质的能 M 对其平均值的平均偏差是"•如果我们想要在一 

次观测中.发现数挝级为的相对偏差，那么就会发现这种偏差的槪宇•小得出奇.约为!0- , *'° 13 . 
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以说 ：如果 用函数 p ( p , g ) 来构成一个表示物理量/(；>，(?）取不同值的概率的分 

布函数，那么这个函数将在/=/处具有非常陡的极大值，即在最靠近极大值的 
范围内这个函数才明显地不等于零. 

由此可见，由于统计学给出了计算表征宏观物体的 物理最 平均值的可能 
性，任意时间间隔只要长到足以消除物体初始状态的影响，那么在这个时间间 
隔的绝大部分时间内，统计学所作出的预言都是高度正确的.在这个意义下，统 
计学的预言实际 h 是确定的，而非概率的 .（ 由于这一点，今后在表示宏观物理 
量时，几乎总是不在字母上加横线了 .） 

如果闭合宏观系统在其所处的状态下，其任何宏观子系统的宏观物理 M 都 
充分精确地等于相应量的平均值，那么就说系统处于统计平衡状态（也称为热 
力学平衡或热平衡状态）.由上面可以 看出： 如果在足够长的时间间隔内观测闭 
合的宏观系统，那么在这个间隔的绝大部分时间内它都是处于统 i 卜平衡状态 
的.不论在任何初始时刻，假如闭合的宏观系统不处在统计平衡状态（例如，人 
为地对系统施加外作用，使它离开统计平衡状态，然后再把它孤立起来，使它重 
新成为闭合系统），那么以后一定会过渡到平衡状态.过渡到统计平衡状态所耑 
要的时间称为弛豫时间.我们在上面所说的“足够长”的时间间隔，实质上就是 
指比弛豫时间长得多的时间间隔. 

与过渡到平衡状态有关的过程理论，称为动理学，它本来就不是统计学的 
研究对象，统计学所研究的是处于统计平衡状态的系统. 

§2统计独立 


在§1中所讲到的子系统本身并不是闭合的.相反，它们受到来自系统中其 
它部分的连续不断的作用.虽然这些部分比起整个大系统來要小得多，但是它 
们本身仍然是宏观物体.正因为如此，我们总可以认为在不太长的时间间隔内， 
它们的行为近似于闭合系统.实际上，子系统中与周围部分发生相互作用的主 
要是那些在子系统表面附近的粒子.这些粒子的数目与子系统中粒子总数之比 
随着子系统尺度的增加而迅速下降，因而当子系统足够大时，它与周围部分相 
互作用的能1比子系统的内能要小得多.因此可以说，子系统是“准闭合”的.但 
是必须再次强调 指出： 子系统的准闭合性只在不太长的时间间隔内才能成立. 
而在足够长的时间间隔内，子系统之间的相互作用不管多么微弱，总会表现出 
来.不仅如此，统计平衡之得以建立，归根到底就是全靠这些比较微弱的相互作 
用. 

可以认为各个不同的子系统是彼此微弱地相互作用着，这一事实也就相当 
于： 可以把它们认为在统计意义上是独立的.统计独立性意味着 •.一 个子系统所 
处的状态绝不影响其它子系统处于不同状态的概率. 
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考虑任意两个子系统，并设办〜扣〜和 d P (2) d / 2> 表示它们的相空间体积 
元.如果把两个子系统的集合看成一个组合的子系统，那么从数学的观点来看, 
子系统的统计独立性就意味 着：组 合子系统处于它的相体积元 d P <12> d 7 <m = 
如 ( "扣 ( " • ： <2) 扣 (2> 中的概率，可以分解为每个子系统分别处于： ( "扣 (1) 和 
dp m d 9 (2> 中的概率的乘积，并且每个概率仅与该子系统的坐标和动 M 有关.因 
此可以写出 

p l 2 dp ii2) dq n2) = p , dp (1) d 9 (n * p 2 dp {2) dq {2) , 

或 


Pn = P ' P ” (2. 1 ) 

其中厂 12 是组合子系统的统计分布函数，而 P , 和仏是单个子系统的统计分布函 
数； 对于几个子系统的集合也可以写出类似的关系式 

显然它的逆定理也 成立： 如杲某个复合系统的概率分布也可以分解为几个 
因子的乘积，而每个因子又只与表征复合系统的一部分物理 M 有关，那么这就 
表示这些部分是统计独立的，并且每个因子正比于相应部分的状态概率. 

如果/,和/ 2 是两个属于不同子系统的物理 M ， 那么从 （2. 1) 以及平均值的 
定义 （1.5) 直接得到 ：乘积 // 2 的平均值就等于物理童/,和/ 2 的各自平均值的 
乘积： 


= /, • U ( 2 . 2 ) 

我们来考察属于某个宏观物体或它的某一部分的任意一个物理量 /• 该物 
理 M 随时间变化，在其平均值附近摆动.现在我们引进一个量，用它来 M 度这种 


变化的平均幅度.差值 △/=/-/ 的平均值不适于这个目的，因为物理量/对其 

平均值的偏差是双向的，差值 /-/ 时正时负，平均值总是等于零，而不论/是如 
何频繁地显著偏离其平均值.作为偏差程度的设度，最合适的是取这个差值的 
平方的平均值.因为 （ A /) 2 总是正的，因此它的平均值只有当它本身趋于零时才 

趋于零；换句话说，只有当/对/的明显偏差具有非常小的概率时， （ A /) 2 的平 

均值才会很小. /〈（ A /) 2 > 称为物理量/的均方根 涨落. 把平方值（/-/) 2 展 
开，我们得出 

<( A /) 2 ) =/ - (/) 2 , (2.3) 

即-个物理 M 的均方根涨落取决于它的平方的平均值与它的平均值的平方之 
差. 

比值 


①当然是在这样的条 件下： 这些子系统的集合仍然是整个闭合系统的一个小部分. 


称为 / 这个量的相对涨落 ./ 这个量对它的平均值的偏差在某种状态中可能达到 
与平均值本身可以相比的程度，相对涨落愈小，则物体处于这种状态的时间就 
愈微不足道. 

现在我们来证明 ：物理 量的相对涨落随着它们所从 属的物 体尺度（粒子数） 
的增加而迅速减小.为了证明这一点，应当预先指出 ：大多 数有物理意义的量都 
是可 加量； 这种情况是物体中各个部分的准封闭性的结果，它的意思也就 是说: 
整个物体的这种物理量的值等于它的各个（宏观）部分的该物理量的值之和.例 
如，物体中各部分的内能（根据上述理由）比它们的相互作用能量大得多，所以 
整个物体的能量可以足够精确地认为等于它的各部分的能量之和. 

设/为这种可加的物理量.设想把所考虑的物体分成数目很大的/ V 个大致 
相同的小部分.那么， 

/ = i/^ 

» * 1 

其中/是属于物体各个部分的物理 M . 

显然，随着物体尺度的增加，/大致与/ V 成正比地增长.其次，我们来确定 
物理量/的均方涨落.我们有 

<( A /) 2 > = <( XA /) 2 ). 

i » I » 

但是，由于物体各部分 的统计独 立性，乘积的平均值 

A /1 - A / 4 = A / * A /* = 0 (i ^ k ) 

(因为每个 i = o ). 因此， 

<( A /) 2 > = X <( A /；) 2 ). (2.4) 

1 = 1 

由此得 出：当 / V 增加时，均方涨落 〈（ A /) 2 〉 也将与 / V 成正比地增长.而相对涨落 
与成反比，即 



(2.5) 


从另一方面来看，如果我们约定把均匀物体分成大小一定的许多小块，则显然, 


这些小块的数目将与物体中的粒子（分子）总数成 正比. 因此所得的结果也可以 


如下表述 ：任何 可加量/的相对涨落与宏观物体的粒子数的平方根成反比，所以 


当粒子数足够大时，实际上可以认为/这个量本身就是不随时间变化的常量，并 


且就等于它的平 均值. 这个结论已经在上一许中 用过. 


第一章统计物理学的基本原理 


§3刘维尔定理 


我们现在进一步研究统计分布函数的性质. 

假定在一段很长的时间内观测某个子系统.把这段时间划分为大量的（在 
极限情况下无穷大）同样大小的时间间隔，这些时间间隔的分界点在 q , f 2 , …这 
些时刻.在每一个这样的时刻，所研究的子系统在相空间中由一点来代表（我们 
把这些点称为/!,， 屯,; 4 3 ，…） . 这样得到的点集合以一定密度分布在相空间中， 
在极限情形下，相空间每一处的密度都与分布函数 〆 P ,9) 的值成正比，这是因 
为分布函数本来的意义就是子系统处于各个不同状态的概率. 

我们可以不去考察表示单个子系统在不同时刻…所处状态的相点, 
而纯粹形式地同时考察大 M 的（在极限情形是无穷大）、完全等同的子系统 
它们在同一时刻（譬如说 t =0) 分别处于相点 A , , A 2 ，…所代表的 状态. 

现在我们来追踪代表这些子系统状态的相点以后的运动，但是所考虑的时 
间间隔不能太长，以使准闭合的子系统对以足够精确地看成是闭合系统.于是 
相点的运动服从运动方程，这些方程只涉及子系统的粒子坐标和动费. 

显然，根据在 f =0 时的同样理由，在任何时刻所有这些相点将按照同一 
个分布函数 〆 PW ) 分布在相空间中.换句话说，虽然相点随着时间而运动，但是 
它们在各处的分布密度仍然保持不变，而且与相应的 P 值成正比. 

可以把相点的这种运动纯粹形式地看成在 2 S 维相空间中稳定的“气”流， 
因而可以对它应用表示气体“粒子”（现在的情形是相点）总数不变的熟悉的连 
续性方程.通常的连续性方程具有形式 


逆 + ▽ • (pv) = 0 
dt 


( p 是密度 ， V 是气体的速度），而对于稳定的流 动有: 

V • (pv) = 0. 


把 L 式推广到 2 s 维空间情形为 


名 〆 •） =0 


在现在的情形 F , “坐标是坐标 g 与动量/>,而“速度”是它们对时间的 
导数？和 由力学方程所 决定. 因此，有 




土 

dp, 


(pPi) 


0. 


把上式导数展开，可以写成 


①这种假想的全同系统的集合通常称为统计 系综. 



§4 能置的作用 
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把力学方程写成哈密顿形式 



dH dH 

Qi = —. P , = • —f 

dPi dq, 

其中 // = a /( p ， 9 ) 是所考察的子系统的哈密顿函数.我们看出 

dqi d 2 H dp k 

-=-=- • 

dqi dq i dp t dPf 

因此 （3. 1) 式中的第二项恒等于零，而第 一项心 坫別的，正是分布函数对时间的 
全导数，因而我们有 


I 



(3.2) 


因此，我们得到一个重要的 结论： 沿着子系统的相轨道，分布函数保持恒定 
这就是刘维尔定理.应当注意的是，由于我们所讨论的是准闭合的系统，只有当 
时间间隔不太长，因而子系统行为可以足够精确地看作是闭合系统时，上面所 
得到的结果才成立. 


§4能置的作用 


从刘维尔定理可以直接得出 结论： 分布函数只能表示为变量/>,9的这样一 
些组合，它们在子系统作为闭合系统而运动时保持不变.这就是所谓的力学不 
变量或运动积分，众所周知，它们是运动方程式的第一积分.因此可以说，由于 
分布函数是力学不变量的函数，它本身也是运动积分. 

其次，分布函数所可能依赖的运动积分的数目也可以大大减少.为此应当 
考虑到，两个子系统的集合的分布函数 P , 2 等于这两个子系统各自的分布函数 

P' 和/>2的乘积 : Pll = PlP 2 - 因此 

lnp, 2 = lnp, + lnp 2 , (4. 1) 

即分布函数的对数是可加性的 M . 因而我们得出结 论：分 布函数的对数不仅应 
该是运动积分，而且应该是可加性的运动积分. 

从力学中大家知道，总共存在着七个独立的可加性的运动积分 ：能量 、动量 
矢量的三个分量和角动童矢 M 的三个分最.我们分别用 
対。（；>，9)来表示第 a 个子系统的能量、动量和角动量作为子系统中粒子的坐标 

和动量的函数.这些量的唯一的可加性组合是以下形式的线性 组合： 

lnp。 = a„ + fiE 0 (p ， q) + y •户 •（/>，？） + S • M a (p,q) , (4. 2) 

式中 a a ，/3， y ,5 是常系数，并且对于给定闭合系统的所有子系统的々，应该 

是相同的. 
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我们将在以后（第三章）对分布函数 （4. 2) 作洋细研究.这里对我们重要的 

只是下面的事实.系数就是归一化常数，由条件 jpd〆 40 扣 u) =1来确定.常 

数 fi ， y ， S —总共七个独立量——显然可以由整个闭合系统的七个可加性运 
动积分的常数来确定. 

由此可见，我们得到了统计学的一个重要结论.可加性的运动积分（能 M 、 
动1和角动欺）的值完全确定 r 闭合系统的统 汁性质 ，也就是说完全确定了它 
的任何子系统的统计分布，因而同时也确定了子系统的任何物理量的平均值. 
正是这七个可加性运动积分代替了在用力学方法处理问题时所需要的多得不 
可想象的数据（初始条件）. 

上面的讨论可以使我们直接构造出一个适于描述闭合系统统计性质的简 
单的分布函数.我们现在既然知道不可相加的运动积分的值不会对系统的统计 
性质发生影响，那么任何函数 P 只要它仅依赖于系统的可加性运动积分的值， 
并且满足刘维尔定理，就可以用来描述闭合系统的统计性质.最简单的这种函 
数就是这样一个函数 ：在相 空间中，对于所有相应于系统的能量、动 M 和角动迓 
取给定常数 f 。 ，匕，从^的点 ， P =常数 （ 不依赖亍非可加性运动积分的值），对于 
所有其它的点, P = o .显然，这样规定的分布函数在任何情况下沿着系统的相轨 
道都保持常数，即满足刘维尔定理. 

但是，这样的表述不是很严 格的. 问题在于由方程式 

E ( p , q ) =五 0 ， P ( p , q ) = P 0 f M ( p f q ) = Af 0 (4.3) 

所确定的点构成一个只有 2.;-7 维的子空间（而并不像相空间的体积那样是 h 

维的）.因此，要使积分 jpdpdq 不等于零，函数 p (/ N 9 ) 必须在这些点变成无穷 

大.闭合系统的分布函数的正确写法为 

p =常数尸 - P 0 )5( M - M 0 ). (4.4) 

5函数①的出现 保证: 在相空间中，凡是在 E , P , M 这些量中有一个不等于它们 
的给定值^ 的那些点, P 为零.函数 P 对于包含上述流形相点全部或部 

分在内的相体积整体求积分是有限的.分布 （4. 4) 称 为微正则分布 

闭合系统 的动® 和角动量是与它的整体运动 一 匀速平动和匀速转 
动 一 相联系的.因此可 以说: 进行着某种给定运动的系统，其统计状态只与它 
的能量有关.正因为如此，在统计学中能量具有非常特殊的 作用. 

① 关于 S 函数的定义和性质可参看本教程第三卷<揸子力学（非相对论理论）> §5. 

② 我们冉次强消 ：这种 分布绝不是闭合系统的真正的统计 分布. 承认它是炱正的分布就等于断 a : 
闭合系统的相轨道在足够长的时间内无限接近由方程 （ 4 .3) 所决定的子空 N 内的任意一点•这个论断 
(通常称为遑历假说）在一般情形下分明是不正 确的. 


55 统计矩阵 


为了在以后完全不考虑动量和角动量，可以采用如下 方法： 设想把系统包 
藏在一个刚体的“匣子”中，并且所用的坐标系相对于“匣子”是静止的.在这样 
的条件下，动量和角动量一般来讲已不再是运动积分，而能讀就成为唯一的口了 
加性运动 积分； 同时，“匣子”的存在一般来讲也显然不会影响系统中各个小部 


分（子系统）的统计性质.因此对于子系统的分布函数的对数，我们有比 （4. 2) 
式更为简单的表达式 

lnp fl = a a ( iE a { p y q ). (4.5) 

M 整个系统的微正则分布可以写成 

/ =常数 • b(E - EJ . (4.6) 

直到现在我们都假定整个闭合系统是处于统计平衡状态的.换句话说，我 
们对系统进行考察的时间比它的弛豫时间要长得多.但是实际上往往需要在与 
弛豫时间可以相比的、甚至比弛豫时间更短的时间内来考察一个系统.对于很 
大的系统而言这样做是可能的，因为除了整个闭合系统的完全统计平衡以外, 
还有所谓的非完全的（或局部的）平衡存在. 

问题是弛豫时间随着系统尺度的增大而增长.由于这个缘故，系统的各个 
小部分本身达到平衡状态远比各个不同的小部分之间建立平衡快得多.这就意 
味 着：系 统的每个小部分由它本身的 （4. 2) 型分布函数来描述，但是对于各个不 
同的小部分而言，分布参量 /3， y , 5的值是不同的.在这种情形下，系统处于非完 
全平衡 状态.随着时间的推移，非完全平衡逐渐过渡到完全平衡，并且每个小部 
分的参量 /3， y ，5 随着时间缓慢地变化，最终在整个闭合系统中变得完全相同. 

常常还需要考察另外一种非完全平衡.这种非完全平衡的起源并+是由于 
整个系统的弛豫时间和它的各个小部分的弛豫时间有很大差别，而是由于在整 
个系统中所进行的各种可能过程的速度有很大差别.如果几种物质之间发生化 
学反应，那么它们的混合物的非完全平衡就是最好的例子.由于化学反应的过 
程比较缓慢 ，一 般来讲，在分子运动之间建立平衡远比在分子相互转化之间达 
到平衡（即混合物的成分达到平衡）快得多.这种情况使我们可以把混合物的非 
完全平衡看作是在给定的（实际上是不平衡的）化学成分下的平衡. 

非完全平衡的存在使我们可以引人一个关于系统的 “宏观状态” 的概念.系 
统的力学微观描述指定系统中全部粒子的坐标和动量，与之相反，宏观描述只 
是指定某种物理量的平均值用以确定系统的特定的非完全平衡，例如，指定表 
征系统中各个足够小却是宏观部分的物理量的平均值，每一个这样的部分都可 
以认为处于各自的平衡中. 


§5统计矩阵 


现在我们来研究有关量子统计学的特点的问题，首先应当指 出：在 量子力 
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学中正像在经典力学中一样，用纯粹的力学方法来确定宏观物体的行为，自然 
也是毫无希望的.用这样的方法需要求解由物体全部粒子构成的系统的薛定谔 
方程——这个任务可以说要比把经典运动方程积分出来更没有希望.假如即使 
在某种场合下有可能求得薛定谔方程的通解，那么要选择和写出满足问题的一 
定具体条件的特解也是绝对不可能的，因为这种特解要用非常大虽的各种 M 子 
数的确定值来表征.除此以外，以后我们将看到，对于宏观物体而言，定态这一 
概念在某种意义上变成虚 构的了 ，这种情况具有重大的原则上的意义. 

从纯粹的量子力学观点来看，宏观物体与由较少数目粒子构成的系统相比 
具有某些特点，我们先阐明这些特点. 

这些特点归结 为：在 宏观物体的能量本征值谱中能级的分布极其稠密.由 
于物体中存在着非常大量的粒子，因而任何能敏，粗略地讲，都可以按无数种方 
式来“分配”给各个粒子，只要注意到这一点，就很容易理解能级稠密的原 因了. 
这种情况号能级稠密性的联系，如果用一个例子来说明就变得更为明显 ：把宏 
观物体看成是包含在某一体积内的由/ V 个完全没冇相互作用的粒子所构成的 
“气体”.这个系统的能级都是它的各个粒子能贵的总和，并且每一个粒子的能 
量都可以取一无限系列的离散值 

可以普遍地证明（参看 （7. 18)) ，在宏观物体的能谱中给定的有限间隔内 
的能级数目随着物体中所包含的粒子总数的增加而按指数规律增加，而能级间 
的距离可用10^型的数字表示，/ V 为物体中粒子数的数量级，这个结论不论用 
何种单位都没有什么区别，因为各种能 M 单位之间的差别对于这样小得出奇的 
数字来讲是完全无关紧 要的叭 

由于能级非常稠密，事实上宏观物体任何时候都不会处于严格的定 态中. 
首先，在任何情况下，系统的能量值显然总是会被“展宽”，其范围为系统与周围 
物体的相互作用能量的量级.但是相互作用的能量比起能级间的距离来要大得 
多，并且这不仅对于“准闭合”的子系统如此，而且对于从任何其它观点看来可 
以认为是严格闭合的系统也是如此.当然，在自然界中并没有完全闭合的系统， 
即没有 •一 个系统同其它任何物体的作用会精确地等于零.实际上，总是会存在 
一些相互作用，即使可能微小到一点也不影响系统的其它性质，但是与系统的 
能谱中距离极为微小的间隔相比还是非常大的. 

① 单个粒子的相邻能级间的间隔9包容它的体积的线度 L 的平方成反比 （ 其中 m 是粒子 

mL 

的质 A 是 II 子常数）. 

② 应当说，以 h 的讨论不适用于能谱中能 a 最低的 区域； 宏观物体的幵头几个能级之间的距离接 
至岈以不依赖于物体的尺度（例如，在电介质的电子能谘中就是如此一参阅本教程第九卷§66 但是 
这种情况对于以后的结论并不 重要： W 为宏观物体的前几个能级之间的距离•如果表示为属于单个粒子 
的能 M ， 那么还是小得微不足道的，因而《于单个粒子的能设还十分微小时，能级已经达到了正文中所提 
到的稠密程度. 
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但是除此以外还存在着另一种更深刻的原因使得宏观物体实际上不可能 
处于定态•从量子力学中大家知道，量子力学系统的状态由波函数来描述，这种 
状态的产生，是由于这个系统同另一个足够精确地服从经典力学规律的系统之 
间某种相互作用过程的结果.同时定态的产生具有特殊的性质.在这里必须区 
别系统在相互作用以前的能量£和由于相互作用的结果而产生的状态的能 M 
E ，. 众所周知，能量 E 和 F 的不确定度 AE 和厶£’（参阅本教程第三卷 §44) 与 
相互作用过程的持续 时间仏 由关系式 



联系着. 

一般说来，和这两个误差是同一数量级的，而 R 分析表明绝不会达 

到因此可以确信 A £ 但是要使得状态可以认为是定态，在任 

At 

何情况下不确定度都必须比相邻能级间的距离小得多.由于后者极为微 
小，我们看到，假如要使得宏观物体处于任何确定的定态，就会要求时间~ 

7^7无比的长.换句话说，我们所得到的结论仍旧是 ：宏观 物体的严格的定态是 

不可能实现的. 

—般来讲，用波函数来描述宏观物体的状态是不现实的，因为实际上可能 
积累到的有关该物体的状态的数据，远远+能与构成状态的波函数所必诺的整 
套数据相适应.在某种意义上这里的情况是与经典统计学中所发生的情况相类 
似的 ：在经 典统计学中由于不可能记及物体中全部粒子的初始条件，也就使得 
对物体的行为作精确的力学描述是不可 能的； 但是，二者并不是完全类似的，因 
为正如我们看到的，完整的蛩子力学描述之不可能，以及描述宏观物体的波函 
数之不存在，是具有更为深刻得多的理由的. 

众所周知，根据系统的一套不完整的数据来进行量子力学描述，是通过密 
度矩阵 （参阅本教程第三卷§ 14) 来实现的.知道了密度矩阵就能够计算出表征 
系统的任何物理量的平均值，也能够计算出这些物理量取各个不同值的概率. 
同时，描述的不完全性就 在于： 根据密度矩阵的知识，只能预言各种测量的结果 
以多大的概率出现，要更确切地甚至于完全确切地预言各种测量结果，只有根 
据一套足以建立系统波函数的、关于系统的完整数据才有坷能. 

在这电，我们并不打算摘录量子力学中大家熟知的关于坐标表象中的密度 
矩阵的公式，因为在统计学中实际上并不采用这种表象.但是我们重新来证明， 
怎样可以直接引入在统计学应用中所需要的能量表象中的密度矩阵 • 

我们来考虑某个子系统，如果完全忽略掉该子系统同闭合系统中其余部分 
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的一切相互作用，那么这样得到的各种状态就可以用来作为子系统的“定态”. 
设 AU ) 是这些定态的归一化波函数（不带时间因子），其中9按约定代表子系 
统的全部坐标的集合，而角标 n 是区别不同定态的全部量子数的集合，这些状 
态的能 M 用匕表示. 

假定在某一时刻子系统处于一个由波函数少所完全描述的状态.波函数 
可以按照构成完全系的各函数 AU ) 来展开.我们把这个展开式写成形式 

屮 = X c 克. （ 5 . 1 ) 

n 

正如所知，子系统的任何物理量 / 在该状态的平均值都可以利用如下公式根据 
系数来 计算： 

/ = 丄， (5.2) 

nm 

式中 

/„„ = (5.3) 

是/这个量的矩阵元 (/ 是与它对应的算符） • 

子系统的量子力学描述从完全过渡到不完全，在某种意义上可以认为是对 
子系统的不同状态取平均，由于这种平均的结果，乘积 给出某些量的双 
重（有两个角标的）集合，我们把它们用《^„来表示，而不能用任何形成通常单重 
集合的量的乘积形式来表示.现在物理1/这个量的平均值形式为 

/ = X W ^ fnn ,- (5. 4) 

mn 

这些 M (—般来讲，是时间的函数）的全体就是能量表象中的密度矩阵；在统 
计学中把它称为统 计矩阵 災 

如果把看成某个统 计算符 4的矩阵元，那么和式 Z 秘丄 就是算符乘 

n 

积的对角线矩阵元，而平均值/可以写成这个算符乘积的迹（对角矩阵元 
之和）的形式 

/ = ^ (^ f)nn - (5.5) 

n 

写成这样形式的优点在 于：给 出了利用任意一个完全的正交归一化波函数系来 

①我们讲能 tt 表象，因为在统计学中通常用的正是这种表象•但是直到目前为止•我们还没有在任 
何地方直接利用过 I 是定态波函数这 一点. 因此很明显，用同样的方法可以确定以任何完全的波函数系 

来表示的密度矩阵， 

还应指出，通常的坐标密度矩阵 P ( 9,，） （参阅 本教程第三卷§可通过矩阵如 ㈣ 用下式表示为 

p{<hq •、： 

mn 



统计矩阵 


进行计算的可 能性； 大家知道，算符的迹与用来确定矩阵元的函数系的选择是 
无关的（参阅本教程第三卷§ 12). 

其它的包含^这些量的量子力学公式也要作类似的改变——每一次乘积 
c ； c m 都必须用“平均过的值”《^来 代替： 

K -> W nn . 

因此，子系统处于第 n 个状态的概率等于密度矩阵中相应的对角线元(代替 

模量的平方以后，我们将用 、来代 表这些矩阵元，显然它们恒为正数 

> °t (5.6) 

并且满足归一化条件 

tru ; = ^ w n ^ \ (5.7) 

A 

(相当于条件 Z |cj 2 =1). 

A 

我们引入* A 状态，其目的在于说明如何从完全的量子力学描述过渡到不完 
全描述.必须强调指岀，对不同的必状态进行平均仅仅有形式上的意义.特别 
是，假如认为用密度矩阵来描述就相当于子系统能以不同的概率处于不同的少 
状态，而平均就是对这些概率而言，那就完全错了.这样的看法有悖于量子力学 
的基本原理. 

由波函数描述的 M 子力学系统的状态有时称为“纯态”，以区别于由密度矩 
阵所描述的“混合态”，但是，必须预防在上述意义下对后者产生的误解. 

利用由公式 （5. 4) 所确定的统计矩阵来求平均具有双重性质.它既包含有 
与量子描述（即使是最完全的描述）本身的概率性质相联系的平均，又包含有由 
于我们对所研究的客体数据不全而必须进行的统计平均.在“纯态”情形下只剩 
下第一种平均，而在统计的情形下总是出现两种因素的平均.但是必须注意：这 
两种因素的平均是绝不可能彼此分隔开 来的； 整个平均是一次进行的，不可能 
表示成纯粹的量子力学平均和纯粹的统计平均相继进行的结果. 

在量子统计学中统计矩阵代替了经典统计分布函数.经典统计学所作的预 
言基本上具有完全确定的性质，在前几节中所述的适用于经典统计学的一切也 
完全适用于量子统计学.在§ 2中所叙述的关于可加性物理量的相对涨落 （ 随着 
粒子数的增加）而趋于零的证明，始终没有利用任何专属于经典力学的特点，所 
以这个结果也完全适用于量子的情形.因此我们可以预先 断言： 宏观量实际上 
仍然等于它自己的平均值. 

在经典统计学中分布函数 P ( PW ) 直接给出物体中粒子取不同坐标值和动 
量值的概率.在最子统计学中则并非如此:％这个量只给出发现物体在哪一个 
量子态的概率，而对粒子的坐标值与动量值并没有任何直接的指示 • 

正是由于量子力学本身的性质，在以它为基础的统计学中只可能讨论怎样 
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去求坐标和动量各自单独的概率分布，而不能讨论两者一起的概率分布，因为 
粒子的坐标 和动讀 根本+吋能同时具有确定的值.所求的概率分布必须既考虑 
到统计的不确定性，乂考虑到 M 子力学的描述本身所固有的不确定性.为了求 
出这些分布，我们重新利用前面所用的讨论方法.首先设物体处于由波函数 
(5. 1 ) 所表示的量子力学纯态，这些坐标的概率分布由模平方 

丨屮丨 2 = H c : c h 

n m 

来确定，因此坐标值在某个给定间隔扣 = d 9 l d (7 2 - d (7, 内的概率等于 d % = 

I 屮 I 2 和.为过渡到混合态用统计矩阵元祕„„代替乘积 结果 | 少 I 2 变为和 

式 

n m 

但是按照矩阵元的定义可以写为 

m 

因此， 

X 

fi m n 

这样一来，我们求得按坐标的概率分布的如下公式 ： 

d % = •和. (5. 8) 

H 

在以这种形式写出的表达式中，可以利用归一化波函数的任何完全系作为函数 
少 n_ 

其次，我们来确定动量的概率分布.所有的动量具有确定值的量子态对应 
于全部粒子的自由运动.我们用 ^(9) 来表示这些状态的波函数，其中角标 P 约 
定表示全部动量值的集合.我们知道，密度矩阵的对角线元是系统处于相应量 
子态的概率.因此，在波函数系^下确定了密度矩阵后，就得到所求的动量概 
率的分布公式 ® 

= w pp 6 p = dp • j 屮；。中， (5.9) 

其中 dp = … dp .. 

非常有趣的是，两种分布一按坐标和按动量的概率分布——都可以用对 
同一个函数 

l ( q , p ) = ( f /* ( q )^ p ( q ) (5.10) 

进行积分而得到.把它对扣进行积分，得到按动量的分布 （5* 9). 而把它对 d P 
进行积分，给出 

①函数少“ 9 )是系统位形空间中的平 面波； 假定它们归一化为所有的动量的& 函数. 


量 子统计中的统计分布 
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du ； 9 = d <7 * j^p ( q ) wil / p ( q)dp (5. 11) 

与普遍的定义式 （5. 8) —致.我们还注意到，函数 （5. 10) 也可以用坐标密度矩阵 
P (9, f ) 表示成 

/(9，/0 =中； （ q ) (5.12) 

但是，必须强调，这里所述的一切绝不意味着函数/(?，/>)可以看成同时为 
坐标和动量的概率 分布； 且不说这种观点违背量子力学的基本原理，就表达式 
(5. 10) 本身来讲也是一个复数®. 

§6量子统计中的统计分布 

在量子力学中可以证明一个定理，这个定理完全类似于在§3中以经典力 
学为基础得到的刘维尔定理. 

为此我们预先推导出一个普遍的 M 子力学方程，它确定任何（闭合）系统的 
统计矩阵对时间的微商®.仿照 h 节所用的方法，先假定系统处于纯态，其波函 
数由级数形式 （5. 1) 表示.由于系统的闭合性，它的波函数在以后任何时刻都将 
具有同样的形式，并且只有系数 q 是时间的函数，正比于因子 exp ( - \ E n t / h ). 
因此有 

士 C : C m = - E n )C: C n . 

现在用替以过渡到混合态的一般情况下的统计矩阵.这样一来，我 
们就得到所求的方程式 

<„ = 士 ( £ "- E j w 财. ( 6 - 1 ) 

这个方程式可以改写为一般的算符形式，只要注意到 

① 由于 /(9. P ) 没有直接的物理意义，当然具有所述性质的函数的定义不唯-.例如 .9 和 P 的分布 
玎用同样的方法从如下函数得到 

’ 罾 (9，/>) = + ~ 2 ~'^ ~ ( 9 + q ~ <5.’0a> 

式中《表示所有辅助变 M f 的集合 ，而处 =奸,…屯,（ E . Wigner .1932). 因为 

卜； （ 9 + +X <7 - j ) d/> = S ( 9+ +_"" f ") = 8 ⑷， 

积分 f/ v dp = p ( q , q '). 积分 J / W d 9 在变虽代换 9 +^/2- 9 , 9 - 专/2 — q . 后与积分 J / d 9 完全一致.与 Kq . p ) 

不同，函数 / W U , P ) 是实的（考虑矩阵 W 9.9’） 的厄米性容易证明这一点），但是，并非处处都是正的. 

② 在上一节中我们所讨论的是子系统的密度矩阵，并考虑到它的基本的统计应用.当然，密度矩阵 
也可以用来描述处于混合态的闭合系统. 
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(E n -EJw mn = 丄 

I 

其中是系统的哈密顿算符"的矩阵元，它在我们所取的能量表象中是对角 
化了的.因此， 

曹 

w = ^ r(wH - Hw ). (6.2) 

h 

(应当注意这个式子与通常量子力学中物理量对时间微商的算符表示式差了一 
个符号 .） 

我们 看到： 要使统计矩阵对时间的微商等于零，算符^必须与系统的哈密 
顿算符可以对易.该结果正是刘维尔定理在量子力学中的 对应： 在经典力学中 
对分布函数稳定性的要求牙致如是运动积分；而任意物理量的算符与哈密顿算 
符的可对易性则恰恰就是该物理量守恒的量子力学条件. 

在我们感兴趣的能量表象中，守恒条件可以表述得特别简单：从 （6. 1) 式可 
以看出，矩阵《^应该是对角化的——这又和通常物理量的量子力学守恒的矩 
阵表达式相符合，即守恒埴的矩阵可与哈密顿算符同时化为对角形式. 

类似于在§3中所做过的，现在我们可以把上面所得到的结果应用于准闭 
合系统，只要在所考虑的时间间隔内子系统的行为可以足够精确地看成是闭合 
的.因为根据统计平衡本身的定义，子系统的统计分布（在这里是统计矩阵）必 
须是稳定的，所以我们首先得出结 论：所 有子系统的矩阵《^„都是对角化的 ® .因 
此，确定统计分布的问题归结为计算出概率\ 它们就是量子统计学中的 

“分布函数”.任意物理量/的平均值公式 （5.4) 就简化为 

/ = X 抝"九， （ 6 . 3 〉 

n 

现在公式中只包含对角矩阵元 /_. 

其次，考虑到 w 必须是量子力学的运动积分，并利用子系统的准独立性，我 
们就可以完全类似于公式 （4. 5) 的推导而求出子系统的分布函数的对数必须具 
有形式 

ln «； i a) = a <-) + (6.4) 

(角标 a 用来区别不同的子系 统）. 这样，概率％可以表示为只与能级有关的函 
数: =«;(£•)• 

最后，在§4中所述的有关可加性运动积分（特别是能量）在确定闭合系统 
的全部统计性质的问题上所起的作用，所有那些讨论现在仍旧是完全有效的. 

①因为这一论断在一定程度上是与忽略子系统彼此间的相互作用相联系的，所以可以更精确地 
说 ：非对 角线元随着这些相互作用的相对重要性的减弱而趋于零，因而随着子系统中粒子数的增加 

而趋于零. 
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这就使得我们对于闭合系统仍旧有可能构成一个简单的分布函数，用来描述系 
统的统计性质，虽然它并不是真正的分布函数（像经典的情形那样）. 

为了用数学表述这种“量子的微正则分布”，必须用下述方法.考虑到宏观 
物体的能谱“儿乎是连续的”，我们引入闭合系统“处于”能量值的某个无限小 
间隔内的量子态数目这一概念$.我们用 d 厂表示这个数目，它在这里所起的作 
用类似于相空间体积元 dpdq 在经典情形下所起的作用. 

如果把闭合系统当成由许多子系统构成的，同时忽略子系统之间的相互作 
用，则整个系统的每一个状态都可以通过给定所有各个子系统的状态来表示， 
因而闭合系统的状态数 d 厂可以表示为各个子系统的量子态数 d /\ 的 乘积： 


d 厂 = O dr 。 （ 6 . 5) 

a 

(但是必须使得所有的子系统的能蛩总和恰好是在整个闭合系统所被考虑的能 
量值间隔之内）. 

现在我们可以把微正则分布表述为类似于经典的 （4. 6) 式的形式，即把系 
统处于 dF 个状态中的任一状态的概率写成下式 


d «; = 常数. h(E - E 0 ) n dr a . (6.6) 

a 


§7 熵 


我们将在比弛豫时间长得多的时间内来考察闭合 系统； 这也就意味着系统 
处于完全的统计平衡状态. 

t 先我们对最子统计学的情形来进行以下的讨论.我们把系统分成大最的 
宏观部分（子系统），然后考虑其中的任意一个子系统.设％是这个子系统的分 
布函数，为简化公式起见，对于 A (以及其它的量）我们暂时把用来区分不同子 


系统的角标《省 略掉. 特别是，利用、可以计算子系统的能量£：取不同数值的 
概率分布.我 们已知 ,％可以写成仅与能量有关的函数％ 为了得到 


子系统的能量介于尺和 E + 之间的间隔内的概率1^(£：)(1£：，必须把1^(£；)乘 


以能量介于这个间隔内的量子态的 数目； 在这里我们仍旧利用在上一节末尾用 
过的关于“展宽”的能濟的概念.我们用厂 （£) 来代表子系统的能量小于以及等 
于£的量子态的 数目； 于是能世介于 E 和 f + df ： 之间的状态数目可以写成形 


式 




①必须记忭，我们已经约定（ §4) 完全不考虑粮个系统的动鱼和角动最.为此只要设想系统被封闭 
到一个刚体的“匣子”中，并且我们是用相对匣子为静止的坐标系来研 究的. 
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而按能量的概率分 布为： 

W ( E ) = ⑻. 

归一化条件 


(7, 1) 


jw ( E)dE = 1, 

在几何上表示 ：曲线 妒= re ) 下包含的面积等于 i . 

按照在§ 1中所作的普遍论断，函数取(^)在^：=左时具有非常尖锐的极大 


值,并且仅仅在这一点的邻域内才显著地不等于零.我们引人曲线 IT =『（£) 的 
“宽度”△£，规定它等于这样一个矩形的 宽度： 该矩形的高等于函数 we ) 在极 
大值处的值，而其面积等于1，即 


W ( E)AE = 1. 

注意到 （7. 1) 式，我们可以把这个定义改写成 

U ； (左） 厶厂 =1 ， 


式中 


Ar 


dr(E) 

dE 


AE 


(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 


是与能 M 值的间隔相应的量子态的数目.可以说，这样定义的量么厂表征的 
是子系统的宏观状态按其微观状态的“展宽程度”.至于间隔按数量级来说 
它与子系统的能量的平均涨落一致. 

上面所作的定义可以直接转用到经典统计学中，只需要用经典的分布函数 

p 来代替函数 u ;(£) ,而代替 A 厂的是由公式 

p ( E ) j ^ p^q = 1 (7. 5 ) 

所定义的相空间区域的体积.相体积 A /> A 9 和 A 厂一样，所表征的是相空间内这 
样一个区域的大 小:该 子系统几乎全部时间都处于这个区域内. 

不难在量子理论中的 A 厂和经典极限下的 A /> A 9 之间建立关系.在准经典 
的情况下，相空间一个区域的体积和“相应”的量子态数目之间可以建立起对应 
关系（参阅本教程第三卷 §48); 也就是说，相空间中体积为 （2 ttW 的“小胞” G 
为系统的自由度数目 ）“ 对应”于一个量子态.因此显然在准经典的情形下，状态 
数 A 厂可以写成形式 


Ar 



(7.6) 


其中 5 是该子系统的自由度数目•这个公式建立了 Ar 和 Ap 如之间所求的对 


应关系. 


A 厂这个量称为子系统的宏观状态的统计权重，而它的对数 


S = In △厂 


(7.7) 



称为子系统的熵•在经典的情形下，熵相应地由如下表达式来 定义: 

S 

(2Tvh) 


(7.8) 


这样定义的熵就像统计权重本身一样，是一个无量纲的量.因为在任何情形下 
状态数 A 厂都不会小于1，所以熵也不会是负的.熵的概念是统计力学中最重要 
的概念之一. 

必须指 出：如 果完全停留在经典统计学的观点上，就不能引入关于“微观状 
态的数目”的概念，而只好就将定义为统计权重.但是，像相空间中的每 
个体积一样，这个量具有 s 重动量和 s 重坐标的乘积的量纲，也就是作用量的 s 
次幂的量纲 [(erg • C ]. 假如把熵定义为 In A P A 9 , 那么它就会具有作用量对数 
的特殊量纲.这就意味着，当作用量的单位改变时，熵就会改变一个可加性常 
数：如 果作用量的单位改变 a 倍，那么 ApAg 就变为 YApAg ， 而 lnApA 9 就变为 
\nApAq-^s\na. 因此在纯粹的经典统计学中，熵这个貴只能精确到一个可加常 
数，这个常数依赖于单位的选择.在这种情况下，只有熵差，即熵在某种过程中 
的改变，才是与单位选择无关的确定量. 

与这种情况相联系的，就是在熵的经典统计学定义 （7. 8) 中出现量子常数 
H. 分立的量子态的数目的概念必定与不等于零的量子常数有关，只有这个概念 
才使我们能够引入一个无量纲的统计权重，从而把熵定义为一个完全确定的 
量 • 

我们直接用分布函数来表示熵，就可以把熵的定义写成另一种形式.根据 
(6. 4) 式,子系统的分布函数的对数具有形式 

In = a + 卩 E n . 

由于这个式子对^是线性的，所以 

\nu>(E) = a + pE 

这个童也可以写成平均值 〈 lnu ;(£ n )〉. 因此，根据 （7. 3) 式，可以把熵 S = In △厂 
=- Inw (幻写成 

S = - (lnw(E n )) f (7. 9) 

即可以把熵定义为子系统的分布函数的对数的平均值（取相反的符号）.按照平 
均值的意义，有 

S = — ^ W J n w n » (7. 10) 

fl 

这个式子可以写成普遍的算符形式 ® : 


①按照一般法则，算符 lnG 应当理解为这样一个算 符：它 的本征值等于算符6的本征值的对数，而 
它的本征函数同 G 的本征函数 一致. 
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(7. 11) 


S = - tr( w\n w ) , 

而不依赖于确定统计矩阵元所选择的波函数系. 

类似地，在经典统计学中可以把熵的定义写成 

S = - 〈 ln [ (27 rft ) V ]〉= - | pln [ (2 > nh ) ， p ] dpdq . (7.12) 

现在我们回来考虑整个的闭合系统，并令 A /-,, Ar 2 ，…表示它的各个子系 
统的统计权重.如果每个子系统可以处于个量子态中的一个状态，则与此 
相应，整个系统显然有 • 

Ar = f ] Ar a (7.13) 

a 

个不同的状态.这个量称为闭合系统的统计权重，而它的对数称为闭合系统的 
熵 S . 显然 

5 = IS 。， (7. 14) 

a 

即这样定义的熵是一个吋加性的量 ：复合 系统的熵等于它的各个部分的熵之 
和. 

为了清楚地理解这种定义熵的方法，必须注意下述情况.处于完全统计平 
衡的闭合系统（它的总能量我们用来 表示） 的熵也可以直接来定义，而不必 
把系统划分为许多个子系统.为此我们设想 ：所考 虑的系统实际上只是某个假 
想中极为巨大的系统（此时称之为“恒温器”或“热浴”）的一个小部分.恒温器 
被假定为处于完全平衡的状态，并且使得我们的系统（现在它是恒温器的一个 
不闭合的子系统）的平均能 m 恰好与真正的能 m 值一致.于是对我们的系统 
可以形式地假定一个分布函数，其形式与它的任何子系统的分布函数-样，并 
且可以借助于这个分布来定义它的统计权重 Ar , 并由此按照那些我们曾经用 
于 子系统的公式 （7.3) — （7. 12) 来直接定义熵.显然，恒温器的存在绝不会影响 
到我们的系统中各个小部分（子系统）的统计性质，因为它们在恒温器不存在时 
就早已不闭合，而是同系统中其余部分处于平衡的了.因此恒温器的存在并不 
改变这些小部分的统计权重 A /\， 因而刚才用上述方法所定义的统计权重也就 
同先前以乘积形式 （7. 13) 所定义的统计权重相一致. 

到现在为止，我们一直假定闭合系统处于完全统计平衡状态.现在应当把 
上面所作的定义推广到处于任意宏观状态（不完全平衡）的系统上去. 

我们假定系统处于某种不完全的平衡状态，并且在比完全平衡的弛豫时间 
短得多的时间间隔 Af 内来考虑它.这时我们必须用下述方式来定 义熵. 我们想 
象把系统划分为许多小部分，它们是这样地微小，以致它们各自的弛豫时间都 
比小得多（应当记得，弛豫时间一般来讲是随着系统尺度的减小而减小的）. 
可以认为，这些子系统在时间“内是处于各自的局部平衡状态，它们由一些确 
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定的分布函数所描述.因此，对它们可以应用统计权重 △ 厂。的上述定义，并由此 
计算它们的熵于是整个系统的统计权重 Ar 可以定义为乘积 （7. 13) ,相应 
地，整个系统的熵 S 定义为熵 S 。 之和 • 

我们把不平衡系统的熵定义为它的各部分（满足上述条件）的熵之和，但是 
必须强调 指出： 这样定义的熵，如果现在只借助于恒温器的概念，而不把系统划 
分为许多部分，是不可能计算出来的.同时，如果每个子系统本身已经处于各自 
的“完全”平衡状态，那么把各子系统再进一步划分为更小的部分并不改变熵的 
数值，只有在这种意义下，上述定义才是完全确定的 • 

特別应当注意时间在熵的定义中的作用.熵是一个表征物体在某个不等于 
零的时间间隔内的平均性质的 M . 给定 At 后，为了确定熵5,我们必须想象 
把物体划分为这样一些微小的部分，以至它们各自的弛豫时间都比 心小 得多. 
因为这些部分本身必须同时乂是宏观量的，所以很明显，对于过分短的时间间 
隔 Af 而言，熵的概念就完全失去意义，特别是绝不能谈到熵的瞬时值. 

在给出 r 熵的完整定义后，我们来阐明这个量的最重要的性质和它的基本 
物理意义.为此引人微正则分布，按照这种分布，可以利用形式 （6. 6) 的分布函 
数 . 


dw =常数 

a 

来描述闭合系统的统计性质.式中<^厂。可以理解为函数 /\( e ) 的微分 ，尸 a ( E ) 
是子系统的能量值小于和等于圪的铽子态的数目.我们把 dw 的形式改写为 


dw 


常数 •&(£-&)[] 

a 


dr 


dE 


dE.. 


a 


(7.15) 


统计权重按照它的定义是子系统的平均能量 l 的函数 • 对于熵也是 
如此夂 = S a ( E „). 现在，我们把 A 厂。和 S a 在形式上看成是真实能量值的函 
数（与和弋实际上依赖于 t 的函数形式相同） • 于是我们可以在 （7. 15) 


中用比值^来代替微商^其中 Ar „ 是在上述意义下来理解的 A 的 

dE a 

函数，而 At 是相应于△厂。的能量值间隔（也是的函数）.最后，用6~~来 
代替 △厂 。，我们得到 


du ; 二 常数 . HE - £ 0 ) e s n 


dE 


a 


a 


从， 


a i6) 


a 


式中 s = 是整个闭合系统的熵，它应理解为系统的各个部分的实际 

a 

能量值的 函数. 在因子 e s 的指数中是一个可加性的量，因此这个因子是 能量匕 


的急剧变化的 函数. 与这个函数相比, 


A £ a 这个量对能量的依赖关系就完全 
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无关紧要了，因此，我们可以用表达式 


6w 


(7 - 17) 


= 常数. h(E - E 0 ) e s l ] dE a . 

来代替 （7. 16) ，而仍旧具有很高的精确度. ° 

但是，被表示为正比于所有微分 d £ fl 的乘积形式的 du ； 不是别的，正是所有 
的子系统处于给定 的仏到 E a + 之间的能量间隔内的概率.因此，我们看 
到： 这个概率被系统的熵一作为子系统能量的函数一所 确定； 因子 b(E - 


五。）保证总和^ 等于系统的给定能量值我们以后将看到，熵的这个 

性质是它的统计应用的基础. 

我们知道， I 诸能量的最概然值是它们的平均值 f 。. 这就意味着 ：函数 
S (£,，£ 2 ，…）应当在£:。 = f 。 时具有最大的可能值（在给定了总能量值= 

E 0 的条件下）•但是坎正好是与系统的完全统计平衡状态相对应的诸子系统的 
能量值.因此，我们得出下述重要结论 :处于 完全统计平衡状态的闭合系统的熵 
(在给定了系统的能量的条件下）具有最大的可能值. 

最后，我们再对任何子系统或闭合系统的熵函数 S = S (£：) 指出一个有趣的 
解释（在后一种情形，假定系统处于完全平衡状态，因此它的熵可以表示为只是 
它的总能量的函 数）. 统计权重 △r = e s(£> 按照定义就是系统在间隔内包含 
的能级数目，而以一定的方式表征能量概率分布的宽度.以4厂除 △£ ，就得 
到在所考虑的系统的能谱的这个区域（在能量值£附近的区域）内相邻能级之 
间的平均距离.把这个距离表示为/>(五），可以写出： 

/)(£)= 厶茗 • e -su> . (7. 18) 

因此，函数 S ( E ) 确定了宏观系统的能谱中能级的稠密程度.由于熵的可加性, 
我们可以 说:宏 观物体的能级间的平均距离随着它的尺度（亦即它所包含的粒 
子数）的增大 而指数 递减. 


§8熵增长定律 


如果闭合系统并不处于统计平衡状态，则其宏观状态将随着时间而变化, 
直到系统最后达到完全平衡的状态为止.用能量在各子系统之间的分布来表征 
系统的每一个宏观状态，我们可以说 ：系统 依次所经历的一系列状态对应于愈 
来愈概然的能量分布.一般来讲，由于上节所阐明的指数性质的缘故，概率的这 
种增长是极为迅速的.我们已经 看到： 概率由表达式 e S 所决定，而它的指数部分 
是一个可加性的量——系统的熵.因此我们可以说，在非平衡的闭合系统内所 
发生的过程是这样进行 的：系 统从具有较小熵的状态连续过渡到具有较大熵的 
状态，直到最后熵达到了相应于完全统计平衡状态的最大可能值时为止. 

由此可见，如果闭合系统在某一时刻处于非平衡的宏观状态，那么最概然 
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的后果是系统的熵在后续时刻单调地增长.这称为 熵增长 定律或热力学第二定 
律.这个定律由克劳修斯 （ R . Clausius , 1865) 发现，而由玻尔兹曼 （ L . Boltzmann , 
1870’ S ) 给出其统计学论据. 

在谈到“最概然的”结果时，必须注 意：在 现实中，过渡到较大熵的状态的概 
率，与不论熵有多少明显的减小的概率比较起来占有压倒的优势，以致于后一 
种情形实际上从来没有在自然界中被观察到过.如果撇开由于极为微小的涨落 


引起的熵的减小不谈，那么我们就可以把熵增长定律表述 如下： 如果在某一时 
刻闭合系统的熵不是最大，那么在以后诸时刻熵不会减小一只会增加或者在 
极端情况下保持常数. 

毫无疑问，这里所作的简单的表述是符合现实情 况的； 它们被我们所有日 
常的观察所证实.但是当更深入地来考虑关于这些规律性的物理本质和来源的 


问题时，就出现了重大的困难，这些困难在一定程度内到现在还没有解决. 

首先，如果我们试图把统计学应用到整个宇宙上去，把宇宙看作一个单一 
的闭合系统，那么我们立刻会遇到理论和实验之间的显著矛盾.按照统计学的 
结果，宇宙应该处于完全统计平衡的状态.更精确地讲，宇宙中任何一个无论多 


大但是有限的区域（它的弛豫时间在任何情况下都是有限的）应该处于统计平 
衡状态.同时日常经验使我们 相信： 自然界的性质与一个平衡系统的性质毫无 
共同之处，而且天文学数据也 表明： 对于我们的观测所能达到的整个巨大宇宙 
范围，情况也是如此. 

摆脱这样产生的矛盾，办法应该在广义相对论中去寻找.道理在于，在考虑 
宇宙中的巨大区域时，其中存在的引力场将起重大的作用.众所周知，引力场不 
是别的，而是时空度规的改变.在研究物体的统计性质时，时空的度规性质在某 
种意义上可以看作物体所处的“外界条件”.然而，有关闭合系统在足够长的时 
间内必定达到平衡状态的论断，当然仅对处于稳定外界条件下的系统适用.同 
时，普遍的宇宙学扩涨也表明，其度规实质上与时间有关.所以，“外界条件”在 
这种情况下绝不是稳定的.这里重要的是，引力场本身不能当作闭合系统的一 
部分，否则守恒定律将退化为恒等式，而我们知道守恒定律是统计学的基础.正 


由于此，在广义相对论中，整个宇宙不能看成闭合系统，而应看成处于变化的引 
力场中的系统，与此相关，应用熵增长定律不会得出统计平衡必然存在的结论. 

因此，关于把宇宙作为整体来考虑的问题，在上面所讨论的一部分中，至少 
把表面上矛盾的物理根源弄清楚了.但是，对于如何理解熵增长定律的本质仍 
有其它难点. 

大家知道，经典力学本身相对于时间的两个方向是完全对称的.以代替 
«时，力学方程式保持不变，因此，如果这些方程式允许某一种运动，则它们也允 
许正好相反的运动，在该运动中力学系统以完全相反的次序经历完全相同的位 
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形.自然，这种对称也必然会保持在以经典力学为基础的统计学中，因此，在宏 
观的闭合系统中只要可能有一个伴随着熵的增长的过程，那么也一定可能有一 
个熵 减小的 逆过程.但是，前面对熵增长定律所作的表述本身并不与这个对称 
性相矛盾，因为其中所讲的只是一个宏观描述的状态的最槪然的结果.换句话 
说，如果给定了一个非平衡的宏观状态，那么熵增长定律只是断言 ：在满 足该宏 
观描述的所有微观状态中，其绝大多数在以后诸时刻熵都增长. 

但是，如果把注意力转到该问题的另一方面，矛盾就产生 T . 在表述熵增长 
定律时，我们所讲的是关于在某一时刻给定的宏观状态的最概然的结果. m 是 
这个状态本身一定是由于自然界中所发生的某种过程的结果而从另一个状态 
发展过来的.关于时间的两个方向的对称意味 着：对 于在某个时刻 t = t 0 任意选 
定的闭合系统的所有宏观状态，不仅可以断言在 
t > t 0 时熵增长是最最可能的后果，而且可以断言 
它本身最最可能是从一个熵较大的状态中发展 
过来的.换句话说，作为时间函数的熵最最可能 
在任意选定的时刻 t = t 0 有极小 

但是，这样的说法当然和熵增长定律毫无共 
同之处，根据熵增长定律，在6然界中所有实际 
存在的闭合系统的熵从来不会减小（除了十分微 
小的涨落而外）.同时，正是熵增长定律的这种普遍表述完全为自然界中发生的 
一切现象所证实.必须强调指出 ：这种 表述与本节开头所给出的表述绝不等价， 
这一点似乎很明白.假如要从一种表述得到另一种表述，就不得不引人观测者 
的槪念，他在某一时刻人为地“制造”一个闭合系统，使得关于系统以前的行为 
的问题根本不 存在； 物理定律对观测者性质的这种依赖性当然是完全不能接受 
的. 

这样表述的熵增长定律是否能由经典力学导出，值得怀疑.况且，由于经典 
力学方程的时间反演不变性，只能寻求推导熵的单调变化.为了要得到熵单调 
增长的定律，我们就不得不定义时间方向，将之取为熵在增长的方向.这样又发 
生问题，即要证明这样的热力学定义与量子力学定义等同（见下文）. 

在量子力学中情况有本质性的改变.大家知道，量子力学的基本方程一 
薛定谔方程一本身是时间反演对称的（只要也将波函数0换为 ). 这意味 


①为了更好地理解这种对称，我们脚出系统熵变化的示意图（图 丨）， 该系统在很长一段时间内邢 
是闭合的.设在这样的系统内看到熵为 s = 的宏观状态，该状态由某种很大的涨落（不很 可能〉 

而 产生. 那么可以断言，它为 " 1 " 类点的概率很高.在该点熵已达到极小值，而不会是 “ 2 " 类点，那里的熇 
还会淋续减小. 
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着：如 果在某一时刻/=/,，波函数给定为少=^(«,)，并且根据薛定谔方程，在另 
一时刻它应当变成等于少（< 2 )，那么从少 0,) 到屮 （ t 2 ) 的变化是可 逆的； 换 
句话说，如果在初始时刻 t = t \ ，屮 u ) ，那么在 t = t 2 时将有 中 w u ') •不 
过，尽管有这种对称性，其实量子力学实际上含有两个时间方向的非等价性，这 
种非等价性的出现起因于量子力学中的基本过程即在量子客体与足够精确地 
服从经典力学的系统之间的相互作用过程.也就是说，如果同给定的一个量子 
客体依次发生两个相互作用过程（我们称它们为4和 B ) ，那么只有在过程 >4发 
生于过程以前的情形下，才能够断言 ：过程 B 的某一结果的概率是取决于过 
程>1的结果的（也可参阅本教程第三卷 §7). 

因此，在量子力学中，原则上，时间的两个方向具有物理上的非等价性，而 
煉增长定律很可能就是这种不等价性的宏观表现形式.在这种情况下必定存在 
—个含有量子常数 ft 的不等式，以保证这个定律的正确性并在现实世界中得到 
实现.但是，直到目前任何人都未能以多少令人信服的方式探索这种联系并证 
明其确实存在. 

因此，有关熵单调增长的物理基础的问题仍未解决.有没有它的宇宙学本 
质的起源？它与宇宙学中初始条件的普遍问题有没有联系？在基本粒子某些 
弱相互作用过程中时间反演对称性的破坏有没有什么贡献？很可能，只有在进 
一 步综合物理学理论的过程中，才会对这样的问题求得答案. 

作为总结，我们重述一下熵增长定律的普遍表述：在所有存在于自然界的 
闭合系统中，熵从来不会减少一它总是增长或者在极端情况下保持常数.相 
应于这两种可能性，通常把所有发生在宏观物体中的过程分为不可逆的和可逆 
的两种.前者指的是与整个闭合系统的熵增长相伴的过程，按照相反次序重复 
的过程是不可能发生的，因为在这种情况下熵不得不减少.如果闭合系统的煉 
在过程中保持常数 ® ，因而过程也可以按相反的方向进行,那么这一类过程就称 
为可逆过程.自然，严格的可逆过程是理想的极限 情形； 实际上，在自然界中所 
进行的过程仅仅在一定的精度下才是可 逆的. 


①应当着重指 出：这 时系统中各个部分的熵未必也保持常败. 



AyV — - _A 
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热力学量 


§9温度 


表征物体宏观状态的物理量称为热力学置.在热力学量中有一些量，不仅 
具有热力学的意义，而且也具有纯力学的意义.例如，能景与体积就是这样.但 
是还存在另外一类量，它们只是作为纯粹统计规律性的产物，而在应用于非宏 
观系统时就没有意义，例如熵. 


以后我们要引人热力学 M 之间的一系列关系式，这些关系式总是成立的， 
与热力学量究竟属于什么样的实际物体无关.这些关系式称为热力学关系式. 

在运用热力学量的时候，通常对它们经历的微小的涨落并不感兴趣.因此, 
我们将完全忽略这些涨落，仅仅在物体的宏观状态改变的情况下才考虑热力学 
量怎样变化 

考虑彼此处于热平衡的两个物体，并且这两个物体一起组成一个闭合系 
统.那么这个系统的熵 s (在系统能量给定为£的情况下）有最大的可能值.能 


量是每个物体的能 M A 与匕 之和： £ =尽 + E 2 . 系统的熵也是如此，而且每 
个物体的熵都是各自能量的 函数： s = 5,( £,) + S 2 ( E 2 ). 因为£ 2 =£-£：,，其中 
£：是常数，所以 S 实际上是单个自变量的函数，极大值的必要条件可以写成 


d5 dSj d5 2 dE 2 d5, d5 2 ^ 

dE~ { = dE^ + dF 2 dE^ = = 0, 

由此， 


①热力 学请的 涨落将在第卜二章专 n 讨论. 



§9 温 度 
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dS 3 _ dS 2 

该结论不难推广到任意多个物体彼此处于平衡的情况. 

由此可见，如果系统处于热力学平衡状态.那么熵对能量的导数，对于系统 
中所有各部分都是相同的，即在整个系统内都不变.物体的熵 s 对其能童£的 
导数的倒数称为该物体的绝对温度，或简称温度 r 


dS 1 

■ ■■ *• ■ 

dE ~ T 


(9. 1) 


因此彼此处于平衡的物体的温度是相等的 ， r , = r 2 . 

正如熵一样，温度显然也是一个纯粹统计性质的量，只对宏观物体才有意 
义. 

其次，我们考虑彼此组成闭合系统，但并不处于平衡状态的两个物体.它们 
的温度 L 和 r 2 是不同的.随着时间的推移，在这两个物体之间将建立起平衡状 
态，并且它们的温度将逐 渐趋于 相等.同时它们的总熵 s = s , + s 2 应该增加，即 

熵对时间的导数是 正的： 

d5, dS 2 d5 1 dE } dS 2 6E 2 
dt dt + d/ dE { di + dE 2 di > ^ 

一 叫 dE 2 

因为总能量保持守恒，所以 f + 因此 


竺 = 嗟 =( 丄-丄)堡 >0 . 

dt \dE { dE 2 l dt \ T { T 2 ) dt 
设第二个物体的温度高于第一个物体的温度 （ r 2 > r ,). 考虑到温度是正的 

(参见下节），那么有^ •>()( 相应地|<0).换句话说，第二个物体的能量减 

小，而第一个物体的能量增加.温度的这一性质可以这样表 述：能 量从温度较高 
的物体转移到温度较低的物体. 

熵 s 是个无 M 纲 M . 因此从定义 （9.1) 得出，温度具有能量的适纲，所以就 
可以用能量的单位来量度，例如用尔格 （ erg ). 但是，在普通条件下尔格似乎是 
太大的量，实际上通常用一种特殊的单位来量度温度，这种单位称为开尔文 
( K ), 或简称为开.尔格与开尔文之间的变换系数，即每一开尔文的尔格数，称 

为玻尔兹曼常置，通常用字母 A 表示，它等于® 

A = 1.38 x 10_ l6 erg/K 

我们约定今后所有的公式中温度都以能量为单位来 量度. 如果在数值计算 


①为便于查洵，我们也给出开尔文 < K ) 与电子伏特 （ eV ) 之间的换算 系数: 

1 eV = 11606 K. 
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时，要将温度换算成以开尔文来量度，只需用 a 替换 r . 因子 A 只是用于标示温 
度的单位约定，处处记 A 只会让公式繁冗. 

如果温度以开尔文为单位，为避免在普遍的热力学关系式中出现常数 I 通 
常也在熵的定义中引入因子 L 写成 

S = k\nAr (9.2) 

以取代 （7.7) 式.那么定义温度的公式 （9. 1)，以及本章下面导出的含温度的一 
切普遍热力学关系式在换算为开尔文时都不改变. 

这样，换算为开尔文的规则就在于在所有公式中作代换 

T — kT , S -*4 - (9.3) 

k 


§ io 宏观运动 


物体的各个宏观部分作为整体参与的运动称为宏观运动，以区别于分子的 
微观运动.现在我们考虑在热力学平衡状态下宏观运动的可能性问题. 

把物体划分为大量很小的（但是宏 观的） 部分，并设 A 和厂分别忐示 
第 a 个部分的质 M 、 能量和动最.每一部分的熵乂是其内能的函数，即是它的 
总能最^与它的宏观运动的动能 P \/2 M a 之差的函数叭因此物体的总熵可写 
成 

s = (101) 

我们假设物体是闭合的.那么除了物体的能量守恒而外，物体的总动量与 
总角动量也是守 恒的： 


y P a =常数， ^ r o xP 9 =常数 (10.2) 

a a 

( r a 是物体的第 a 个部分的径 矢）. 在平衡状态中，物体的总熵 S 作为动量/>。的函 
数，在附加条件 （10. 2) 下具有极 大值. 根据熟知的拉格朗日不定乘子法,使和式 


^ | S a + a • + * • ( r fl xP a )| f (10.3) 

a 

(式中 a j 为常矢 M ) 对尸 a 的导数等于零，我们求出总熵为极大值的必要条件. 
把之对进行求导'再根据温度的定义，就给出 










T 


① 物体的熵只是它的内能的函数，这个事实可直接从伽利略相对性原理得出； M 子态的数目、从而 
统计权重（其对数等 T 熵）在所有的惯性参考系也包括物体在其中是静止的参考系中，应该是 M 样的 • 

② 标量对矢敏的微商应理解为这样一个矢童：其分 S 等于标 M 对于该矢量的诸分 M 的微商 • 


§11 绝热过程 
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P 


v a = /是物 体的第 a 个部分的速度）.因此 ，（10.3) 对圪求导，得 


M 


a 


-y + fl+^xr a = 0 

或 

v a = u + n x r a (10. 4) 

式中 k = 7 Vi ,/2 = 7^ 都是常矢量. 

所得到的结果具有简单的物理意义.如果物体所有各部分的速度都由 
(10.4) 式确定，而式中《和对于所有各部分都是相同的，这就意味着 ：我们 
讨论的情形就是物体以不变的速度作整体的平动和以不变的角速度作整 
体的转动.因此，我们得到一个重要的 结论： 在热力学平衡状态下，闭合系统只 
可能整体作匀速的平动和转动，任何一种内部的宏观运动在平衡状态中都是不 
可能的①. 

以后我们通常研究静止的物体，相应地，能量 E 就是物体的内能. 

到目前为止，只利用了熵作为动量的函数取极大值的必要条件，还没有利 
用附加到熵的二阶导数上的充分条件.容易看出，后者引导出一个非常重要的 
结论 ：温度 只可能是正的 ， r >0(2>. 为此甚至不必实际算出二阶导数，只要进行如 
下讨论就够了. 

考虑一个整体静止的闭合系统.假如温度会是负的，那么熵就会随着它的 
宗量的减小而增长.由于熵有增长的趋势，物体就会有自发地瓦解为相互飞散 
(同时保持总动量2 广 =0) 的各部分的趋势，以使和式 （10. 1) 中的每一个 S a 的 
宗量取尽可能小的数值.换句话说，在 T < 0 时，根本不可能有平衡状态的物体 
存在. 

不过在这里还应指出下述情况.虽然物体的温度或者它的任何一部分的温 
度从来不可能是负的，但是在不完全平衡状态下，负温度却被证明是可能的，在 
这种情况下与物体的一部分自由度相对应的温度可以是负的（详见 §73). 

§11 绝热过程 

在物体所经受的各类外界作用中，有一种特殊类型的作用，其作用归结为 
改变物体所处的外界条件.我们把外界条件广义地理解为各种不同的外场.实 
际上，最常遇到的外界条件就是规定物体外形的体积.在某种意义下，这种情形 


① 为避免误解，我们提出这个规则的一个重要 例外： 超流的液氦不 si 能作为整体旋 转这个 现象将 
在本教程的第九卷中 考虑；在这里 仅指出 ：所作 的证明，并不适用于该情形.因为速度的分布依从附加条 
件（超流运动的有势性），应在该条件下寻求熵的极大值. 

② 温度 r = 0( 绝对零度）对应摄氏温标 -273. 15* C . 
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也可以看成是一种特殊类型的外场，因为限制着体积的器壁，就其作用而言，等 
效于阻止物体的分子向外逃逸的势垒. 

如果除了外界条件的改变以外，物体不再受到其它任何作用，就说物体是 
热绝缘的.应3强调 ：虽然 热绝缘的物体与任何别的物体并无直接相互作用，但 
是一般来说，它并不是闭合的，而且它的能量可以随时间而变化. 

从纯力学观点来看，热绝缘的物体不同 T 闭合物体之处就在 于：由 于存在 
着变化的外场，它的哈密顿函数（能量）明显地与时间有关 A = 假如 
物体与其它物体还直接发生相互作用，则它本身就完全不会有哈密顿函数，因 
为相互作用不仅仅与该物体分子的坐标有关，而且还与其它物体分子的坐标 
有关 • 

这种情况可以得出这样的结 论：熵 增氏定律不仅对闭合系统是正确的，而 
且对热绝缘的物体也是正确的.实际上，在这里我们把外场看成是完全给定了 
的坐标和时间的函数，特别是忽略 r 物体自身对外场的反作用.换句话说，在这 
里场是纯力学的对象，而不是统计学的对象，因而在这种意义下也可以说 ：它的 
熵等于零.由此也就得出了上面作出的结论. 

假设物体是热绝缘的，而且它所处的外界条件变化得足够缓慢，这样的过 
程称为绝热过程.我们要证明，在绝热过程中，物体的熵保持不变，即该过程是 
可逆的. 

我们可以用一些参量来表征外界条件，这些参量都是时间的给定函数.例 
如，假设总共只有一个这样的参量，用字母 a 来表示.熵对时间的导数 f 将以某 

种方式依赖于 A 对时间的变化率¥.由于$很小，可以把$展开成$的幂级 


数.该展开式的零次项，即不含¥的项为零，因为处于热力学平衡状态的闭合系 
统，在不变的外界条件下其熵应该保持不变，所以当|=0时，$也应该为零 • 


可是与罡成正比的-阶项也应该为零•事实上，该项应该 随着孟 改变符号而变 
号.然而，根据熵增长定律， f 总是正的.由此得出结论, f 的展开式从二阶项开 


始，即当 | 很小时有 



由此得到 



dS dA 

— =A — . 
dA dt 

闵此，当#趋近于零时， g 也趋近于零，这就 证明了 绝热过程的可逆性. 

必须强调指出，虽然绝热过程是可逆的，但是绝非任何可逆过程都是绝热 
的.过程的可逆性条件只要求整个闭合系统的总熵不变，而它的各个部分的熵 
既可以增加，也可以减少.但是在绝热过程的情况下，必须满足一个更为严格的 
条件： 对于给定的物体虽然本身只是闭合系统的一个组成部分，但是其熵也必 
须保持不变. 

以上我们把绝热过程定义为足够缓慢的过程.更确切地说，外界条件必须 
变化得如此缓慢，以致在每一时刻都可以认为，物体是处在与该时刻所存在的 
外界条件相对应的平衡状态之中.换句话说，绝热过程必须比在该物体中建立 
平衡状态的过程更加缓慢. 0 

我们来推导一个公式，该公式使得通过纯热力学的途径能够计算各种平均 
值.为此，假定物体经历着一个绝热过程，我们要确定物体的能 M 对时间的导数 

盖. 根据定义，热力学能量 E = 其中 E ( p ， g ; A ) 是物体的哈密顿函 

数，它以 A 作为参变量.从力学已经知道（参看第一卷 §40) ，哈密顿函数对时间 
的全导数就等于它对时间的偏导数 

d £( p ，9 ;A ) _ dE ( p ， q ; 入) 
di dt 

在给定的情况下 A ( P , g ; A ) 通过 A (0 而明显地与时间有关，所以能够写成 

dE ( p t q ；\) _ a £(/?，< y;A ) dA 
dt ~ dA dt ' 

因为按照统计分布求平均值的运算与对时间求导的运算显然可以按任意次序 
进行，我们有 _ _ 

dE dE ( p f q ；\) _ dE ( p ， q ; 入 ) dA (111) 

dt dt ~ dA dt 

(导数 d \/ dt 是给定的时间函数，因而可以从平均号下提出来）. 

• * 

①事实 h , 该条 件坷能 是很不严格的，也就是说“缓慢”的绝热过程实际上可能进行得相当“迅 
速”.例如，在气体膨胀时（比如活塞在汽缸中向外 移动） 活塞的速度只要比气体中的声速小得多就可以， 
即在实际上它可能还是很大的. 

在物理学的一般教程中，绝热膨胀（或压缩）常常被定义为“非常迅速的” •这时候，所注意的是问题 
另一方面——过程应该进行得如此迅速，以使物体来不及与周 m 介质进行热交换•由此可见，我们所注意 
的是能够实际保证物体的热绝缘性条件，而应当比建立平衡状态的过程缓慢得多这一条件就默认为巳经 
满足了. 
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更重要的，由于绝热过程，式 （11. 1) 中的导数^的平均值可以理 

dA 

解为按统计分布求平均，该统计分布与在参量 A 的给定值下的平衡状态相对 
应，即与该时刻所存在的外界条件下的平衡状态相对应. 

把热力学量£看成物体的熵 S 和外参量 A 的函数，就可以把 导数# 写成另 


外的形式.因为在绝热过程中熵 S 保持不变，所以我们有 

dE _ / dE\ dA 
= \dXl 


s 


dt 


( 11 . 2 ) 


式屮括号下方的字母表明导数是在 S 不变的情况下取的 
将式 （11. I )与式 （11.2) 相比较，我们 得到： 

=( 乳， 


今; A ) 

dA 


5 


这就是所求的公式.该公式使得能够通过热力学的途径来计算形为 


(11.3) 

dE(p,q ；\) 
dA 


的量（按照平衡的统计分布）的平均值.这种类型的量在研究宏观物体的性质时 
常会遇到，因此 （11.3) 式在统计学中起着非常重要的 作用. 计算作用于物体上 
的各种力（这时作为参量 A 的是物体某一部分的坐标，参阅下面讨论压强的一 
节），计算物体的磁矩或电矩（这时作为参 M A 的是磁场强度或电场强度）等 
等，都属于这一类. 

我们在这里对于经典力学的情形所进行的全部讨论也完全可以应用到量 


子理论中去，只需要在所有的地方都用哈密顿算符 i 去代替能量 £( p , 9; A ) 就 
行了.这时公式 （11. 3) 写成如下形式 


A 

dH 

dA 
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式中横线表示完全的统计平均，该平均已自动包含了 M 子力学的平均 • 


(11.4) 


§12压强 

物体的能量£是一个可加性的热力学 M : 物体的能量等于它的各个（宏观 
的）部分的能量之和①.另一个基本的热力学量熵也具有同样的性质. 

能量和熵的可加性导致下列非常重要的结果.如果物体处于热平衡状态, 
那么可以 断言： 物体的熵在给定的能量值下（或物体的能量在给定的熵值下）仅 


①其所以如此是由于我们忽略了这些部分之间的 相互作 用能；如果我们正是要考虑由于不同物体 
间存在着分界面而引起的那些现象（这些现象在第十五章中研究），就不能这样 做了. 



与物体的体积有关而与物体的形状无关 $ .实际上，物体形状的改变可以当成是 
物体各个部分的重新排列，由于熵与能量都是可加性童，所以它们不发生变化. 
当然，这时假定物体并不处于外力场中，所以物体各部分在空间的位移不至于 
引起它们能 M 的变化. 

这样，处于平衡中的静止物体的宏观状态总共只要用两个量就可以完全确 
定，例如用体积号能量.所有其它的热力学量都可以表示为这两个量的函数.当 
然，因为各个热力学量之间的这种相互依赖关系，所以其它任何一对热力学量 
也都可以用来作为自变 M . 

现在我们来求物体作用于自身体积的边界上的力.根据力学中熟知的公 
式，作用到某个表面元必上的力等于 



dr 


式中是物体的能量，作为物体中粒子的坐标与动量的函数，同时也作 
为该表面元的径矢的函数，在现在的情况下，面元的径矢起着外参童的作用.对 
该等式取平均值并利用 （11. 3) 式，得 到 

f = _ dE (p ， r， r ) (^1) = _/M\ ^ 

dr \ dr) s \ dVl s dr 1 

式中 V 为体积.因为体积的变化等于 ds • 办,其中也是表面元，所以 g = 因 


而 

F = - ds. 

由此可见，作用在表面元上的平均力，指向该面元的法线方向并与该面元的面 
积成正比（帕斯卡定律）.作用到单位表面积上的力，其绝对值等于 



( 12 . 1 ) 


该物理 量称为 压强. 

在用 （9. 1) 式来定义温度时，实质上是对不直接与任何其它物体相接触的 
物体而言的，特别是对不被任何外界介质所包围的物体而言的.在这种条件下, 
不必确定过程的特征，就可以讨论物体的能 M 和熵的变化.而在物体处于外界 
介质中（或被容器壁所包围）的普遍情况下，公式 （9. 1) 必须规定得更明确些. 


①这些论断事实上只适用于液体和气体，而不适用于固体，改变 M 体的形状（使之形变）要求耗费 
•定的功.即这时物体的能 M 被改变.这种情况是因为：固体的形变状态.严格地说，是不完全的热动平衡 
状态（但是为了建立完全平衡所需要的弛豫时间如此之大，以致于在很多方面，形变固体的行为都像在 
平衡状态一样）. 
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实际上，如果在变化的进程中，给定物体的体积发生变化，这就不可避免地会影 
响到同它相互接触的诸物体的状态，因而为了定义温度，我们必须同时考虑所 
有这些同它相互接触的物体（例如，把物体与放置它的 容器一 起考虑）.而如果 
我们想仅仅根据一个给定物体的热力学量来定义温度，就必须认为这个物体的 
体积没有改变.换句话说，温度定义为 ：在恒 定体积下取物体的能量对其熵的导 
数 



等式 （12. 1 ) ,(12. 2) 可以合在一起写成以下微分关系式 

6E = T6S - PdV. (12.3) 

这是最重要的热力学关系式之一. 

彼此处于平衡的物体，其压强彼此相等.这甚至从以下事实就可直接 得出： 
任何情况下的热平衡都以存在力学平衡为前提，换而言之，这些物体中任何两 
个物体的相互作用力（遍及它们的接触表面）应该相互抵消，即其绝对值相等而 
方向相反. 

平衡时压强相等也可以从熵是极大值的条件推导出来，完全类似于我们在 
§9中证明温度相等那样.为此，考虑处于平衡状态的闭合系统的两个相互接触 
的部分.熵为极大值的必要条件之一是•.熵相对于这两部分的体积 K 和 h 的变 
化，如果其它部分的状态保持不变（这也特指I + h 之和保持不变），应取极大 
值.如果和5 2 表示这两部分的熵，则有 

dS _ 沾 、 — dS } dS 2 _ o 

W x = + ~ d\\ ~W 2 ~ ■ 

但是，由改写的关系式 （12.3) 

dS = d£ + —-d V 
T T 

口 J" 以看出 g 4 ，因此 f = 由于平衡时温度和了 2 相同，所以我们由此得 
出所求的压强相等关系式 : P” 

必须注意，在建立热平衡的过程中，压强达到相等（即力学平衡）远比温度 
达到相等要快得多.因此，常常会遇到这样的情况，在整个物体的压强是常数 
时，而温度还不是常数 • 问题就 在于： 压强不恒定号存在未抵消的力有关，这些 
力导致出现宏观运动，宏观运动促使压强趋于相等的过程远比促使温度趋于相 
等的过程进行得快得多，因为温度趋于相等的过程与宏观运动无关. 

容易看出，在任何平衡状态下，物体的压强应该是正的 • 实际上，当/ > >0时 

有>0,因而物体的熵只可能在物体膨胀时增加，然而这种膨胀又会受到 


§13 功和热置 
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它周围物体的阻碍.反之，当 P <0 时就会有 <0. 因而物体就必须自发地 
收缩，致使熵增长. 

但是，温度为正的要求弓压强为正的要求之间有本质的区别.具有负温度 
的物体是完全不稳定的，因而不可能存在于自然界中.而具有负压强的（不平衡 
的）状态在自然界中是可以实现的，虽然只具有有限度的稳定性.问题就 在于: 
物体自发地收缩使它“脱离开”容器壁，或者在物体的内部形成空腔，即物体形 
成了新的 表面； 这种情况就导致在所谓亚稳态中实现负压强的可能性 

§13功和热量 


作用在物体上的外力可以对物体做功，根据普遍的力学规则，功定义为这 
些力与它们所引起的位移的乘积.这个功可以使物体进人宏观运动的状态（通 
常用于改变物体的动能），或使物体在外场中产生位移（例如在重力场屮使物体 
升高）.然而最使我们感兴趣的情况是对物体做功的结果改变了物体的体积（即 
外力是对物体进行压缩，物体作为一个整体仍然保持静止）. 

以后我们约定外力对已知物体做功总认为是正的，负功/?<0相应地表 
示已知物体本身（例如物体膨胀时）对某些外界客体做功（大小为 I 丨 ）. 

作用在物体表面单位面积上的力是压强，而表面的面元与它的位移的乘积 
就是该面元运动所扫过的体积，注意到这两点我们就求得物体体积改变时对物 
体所做的功（在单位时间内）是 


dR n dV 

-= -jT —— 

山 dt 



(在压缩物体时¥<0,则¥ >0). 该公式既可用于可逆过程，也可用于不 PJ 逆 


过程； 此时只要求遵守一个条件——在整个过程中物体必须处于力学平衡状 
态，即在每一时刻，压强在整个物体内必须是常数. 


如果物体是热绝缘的，则其能量的所有变化由对物体做功而引起.在非热 


绝缘物体的普遍情况下，除了功以外，物体还通过直接传递的途径从与它相互 
接触的其它物体获得（或给予）能 M . 这部分变化的能量称为物体所获得（或给 
出）的热置因而，物体能量的变化（在单位时间内）可以写成 


d £ = d /? d g 
dt dt dt 


(13.2) 


与功的情形相类似，我们约定物体从外源获得的热 M 总是正的 • 

一般说来 ，（13. 2) 中的能量£应当理解为物体的总能量，包括宏观运动的 


①关于亚稳态的定义.参看§21;关于负压强，也可参看 （83.1) 后的 脚注. 
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动能在内•然而，我们习惯上将只研究与改变静止物体体积有关 的功； 在这种情 
况下，能1就归结为物体的内能了. 

在功由 （13.1) 式所定义的条件下，对于热 盘有： 


dt dt dt 


(13.3) 


我们 假定： 在整个过程中，可以认为物体在每一时刻都处于热平衡状态，这个热 
平衡状态与物体在这一时刻的能量和体积的值相对应（必须强调，这并不表示 
过程一定是可逆的，因为物体可能并不和周围的物体处于平衡状态）.根据定义 
函数 £( w ) (物体在平衡状态下的能 M ) 的微分的关系式 （12. 3) 可以写出 

d £ r d 5 p dV 

―—= I - 一 r - • 

dt dt dt 


将其与 （13. 3) 式比较，我们求出热 量为： 


(13.4) 


当物体的状态作无限小改变时，它所获得的功 d /? 与热景都并不是任何 
物理量的全微分®.只冇 d (? + d /? 之和即能量的变化才是全微分.因此可以 
说物体在给定状态下的能量£，而不能说，例如，物体在给定状态下所具有的热 
量.换而言之，绝不能把物体的能量分为热能与机械能.这种划分仅仅在讨论能 
量的变化时才有可能.在物体从一种状态转化为另一种状态时，能豫的变化可 
以分成物体所获得（或给出）的热量以及对物体所做（或物体自身对其它物体所 
做）的功.这种区分并非由物体的初态与末态单值地确定，而与过程本身的特征 
有关.换而言之，功与热量是物体所经历的过程的函数，而不仅仅是物体的初态 
与末态的函数.当物体经历一个循环过程，即从某-状态开始而又以同一状态 
终结时，这一点表现得尤为明显.实际上，在这一过程中能读的变化为零，而同 
时物体却能够获得（或给出）一定的热量（或者功）.在数学上把这种情况表示 
为： 全微分 d £ 对闭合回路的积分等于零，而和 d /? 并不是全微分，所以它们 
的积分不等于零. 

物体的温度在每升高一度时所吸收的热最称为热容.显然，物体的热容与 
在什么条件对它加热有关.通常分为在体积不变情况下的热容 C , 与在压强不 
变条件下的热容匕.显然， 


^ = r ( fr )/ 

(13.5) 


(13.6) 


①在这种意义下，记号 d / f 与 dp 是不太确切的，因此我们要避免使用它们. 


§14 焓 
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我们来讨论热量的公式 （13. 4) 不适用，然而却可以对它建立某些不等式的 
情形.有这样一些过 程：虽 然温度（和压强）在物体内都是不变的，而整个过程中 
物体并不处于热平衡状态.例如，在相互反应物质的均匀混合物中所产生的化 
学反应就是这样.由于物体自身存在不可逆过程（化学反应），物体的熵的增长 
也就不依赖于它所获得的热量，于是可以 断言： 如下不等式是正确的 


f < 嗜 


(13.7) 


有一种不可逆过程，其结果是物体从一个平衡态过渡到另一个与初态很相 
近的平衡态，但是整个过程中物体并不处于平衡状态$，在这种情况下可以写出 
另一个类似的不等式.这时，物体在该过程中获得的热量与物体的熵的改变 
5 S 之间有不等式 

8<? < TbS. (13.8) 


§14焓 

如果在过程中物体的体积保持不变，则 dp = d £, 即物体所获得的热量等于 
物体能量的变化.如果过程是在压强不变的情形下进行的，则热量可以用某个 
量的微分形式来确定： 

= d(E + PV) = dW f (14. 1) 

这个物理量 

W ^ E ^ PV (14.2) 

称为物体的焓％因此，在压强不变的情况下所进行的过程中焓的变化等于该物 
体所获得的热 M . 

容易求出焓的全微分等于 什么. 把 d£ = 7US - PdV 代人 dlT = d£ + Pdl/ + 


Vdp , 我们求出 

= TdS + VdP. 

(14.3) 

由此得出 

r = ( ^) , r = ( ^) . 

04.4) 


v dSl P \ dPJ s 


如果物体是热绝缘的（应该记得，这绝不表明物体是闭合的），则=0,而 
从 （14. 1) 得岀，热绝缘物体在压强不变的条件下所经历的过程中 


W =常数， (14.5) 

即它的焓是守恒的. 


① 压强改变不大的所谓焦耳-汤姆孙过程（参阅 §18) 就是一个 例子. 

② 它也称为热函数或 热函. 
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根据关系式 d £ = 7 US - PdK , 热容 C t , 可以写成 

c -(i ； 


(14.6) 


类似地，对于热容^有 

c p = tm. 

P V dT) p 

我们看到，在压强不变的情况 F 焓具有的性质类似于在体积+变的条件下 


能量所具有的性质. 


§15自由能和热力学势 


当物体的状态发生无穷小的可逆等温变化时，对物体所做的功可以写成一 
个 量的微 分形式 


或 


其中 


d/? = d£ - d<? = dE - TdS = d(E - TS) 


dR = 


(15. 1 


F ^ E - TS (15.2) 

是物体状态的一个新的函数，称为自由能.这样，在可逆的等温过程中，对物体 
所做的功等于物体自由能的变化. 

我们来求自由能的微分•把 d £ = TdS - PdViXAdF =： dE - TdS - SdT , # flj 


dF = - SdT - PdV 


由此得出很明显的等式 


(15. 3) 



利用关系式 f = F + rs ， 可以通过自由能把能量表示为 


(15.4) 


£ 二 / r — T ( 仏 ] = -r'f — —) . (15.5) 

\ dT/ y \dT Tl v 

公式 （12. 1),( 12. 2) ,(14.4)，（ 15. 4) 表明，知道了 £,研或 f 这些置中的 
任何一个（作为两个相应的自变量的函数），并作出其偏导数，就可以确定所有 
其余的热力学量.由 f 这个原因，这些贵通常称为热力学势（与力学势 
相类似）或热力学特征 函数. 能量^是相对于变量 W 的势； 焓 W 是相对于变 
最 的势； 自由能 f 是相对于变量 v ， r 的势. 

我们还缺少相对于 变量尸 ，: r 的热力学势.为此，我们把 /MV = d(PlO -VdP 
代人 （15. 3) ，并将 d ( PV ) 移到等式的左边，得到 


d 0 = - SdT + VdP 9 


(15.6) 


式中引人一个新的量 



自由能和热力学势 
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E - TS ^ PV ^ F + PV = W - TS, 


(15.7) 


称为热力学势（狹义的）災 

从 （15. 6) 式可以有两个明显的等式 

5 = -(^), 

V dT) p 


%); 


(15. 8) 


(15.9) 


就像通过^ 表示 E 一样，也可以通过少表 示焓： 

^ = 0 - r (S),=-^(M )； ( 15 . 9 ) 

如果除了体积以外还有确定系统状态的其它参量 A , •，则能量的微分表示式 
中必须附加上与微分 dA , 成正比的 诸项： 

dE = TdS - PdV + ^ (15. 10) 

I 

式中 A . 是物体状态的某些函数.由于变换到其它的势并不涉及变量 A ,, 显然， 
在厂少，见的微分表示式中也必须附加这些同样 的项： 

dF =- SdT - P 6 V + [ K , 

i 

如此等等.因此，卓这些量可以从任何一个势对 A , 求偏导数得出（这时必须记 
住，在求偏导数时有哪些其它的变量应看作为常数.再回顾公式 （ U .3)， 可以写 
出相类似的关 系式： _ 

祕 = (^ l ) , (15.11) 

aA VdA/ r< „ 

该式表明 ：物体 的哈密顿函数对某个参变量的偏导数的平均值可通过自由能对 
同一参变量的偏导数表示（完全类似地，也可通过0或者 W 的偏导数表示）. 

值得注意下列情况.如果 A , 这些参变量的值变化不太大，则这 
些量的变化也不太大.显然，如果这些量中的每一个都是在相应的一对变量不 

变的条件下考虑的，则这些量的变化彼此都 相等： 

( bE) s ^ v = ( bF) ry = ( bW ) Sf> = (8^) r<P . (15. 12) 

这个结果称为小增 置定理 ，以后将多次 用到. 

Q 由能与热力学势具有极其重要的性质，利用该性质能在各种不同的不可 

逆过程中确定它们变化的方向.从不等式 （13. 7) 出发，把 （13. 3) 式中的 f 代入 


aA 


(15. 11 


其中，得到 




(15. 13) 


假设过程在等温和体积不变 = 常数 ， V = 常数）的条件下进行，这时不等式可 


①在西方文献中量 F 和0常常也分别称为亥姆滚兹自由能和吉布斯自由能 • 
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以写成 


d(£ - TS) 
dt 


dF 

d7 


< 0 . 


(15. 14) 


因此，在温度和体积不变的情况下所进行的不可逆过程伴随着物体自由能的减 
少. 

类似地，在 P = 常数、常数时，不等式 （15.13) 具有形式 


dt 


< 0 , 


(15. 15) 


即在温度和压强都不变的情况下所进行的不可逆过程伴随着热力学势的减 
少① • 

相应地，在热平衡状态下，物体的自由能与热力学势都取极小值一前者 
是在 r 和 k 不变的条件下对于状态的一切变化而言，后者是在 r 和 p 不变的条 
件下对于状态的一切变化而言. 


习 


题 


已知物体自由能的表示式，怎样可以计算出物体粒子的平均动能？ 

解 ：哈密 顿函数（在量子情形下为哈密顿算符）可以写成 E { p y q ) = U ( q ) + 
尺 ( p ) 的形式，其中 （/( g ) 是物体粒子间的相互作用势能，/ ：( p ) 是物体粒子的动 
能.后者是动量的二次函数，并且与粒子的质量 m (对于由相同粒子构成的物体 
而言）成反比.因此把 m 当成参变量，可以写出 

dE ( p , q ; m ) 


dm 

这样，应用公式 （15. 11) ,得到平均动能 


Mp), 


K = K ( p ) 


o 


§16热力学置的导数之间的关系 

和 7\ P 是在实践中最常用而且最方便的两对热力学变量.正因为如 
此，常常需要将热力学量彼此间的各种导数变换成别的变量一无论是函数， 
还是自变量. 

如果用 k 和 r 作为自变最，则变换的结果 pi 通过压强 p 与热容 c v (作为 v 
和 r 的函数）很方便地表示出来.把压强、体积和温度联系起来的方程，称为物 
体的物态方程.因此这里所论及的公式应该使得能够根据物态方程与热容 G 


①应该注意，在这两种情况下所讨论的都是物体并非处于平衡状态的过程（例如，化学 反应） ，因 
此，它的状态并非单值地取决于温度与体积（或压强）. 
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计算出热力学 M 的各种 导数. 

类似地，在选取/ 1 和 r 作为自变时，变换的结果应该通过 V 和作为 P 
和 r 的函数）表示出来. 

同时还应该注意， q 对 v 或 c p 对 p (而不是对温度 n 的依赖关系本身就 
可用物态方程来确定.实际 h ， 容易看出，导数能变换成用函数 P ( v , r ) 


就可以确定的形式.利用5 = 


I ,我们有 


又因为 


(KL 


dC v \ 二 T d 2 S 一一 T d'F 
Jv) r ^ dVdT dVdT 1 

- P , 就得到所求的公式 


a 2 (dF\ 

d^y^vf T y 


dC , 

dV 


用类似的方法，吋求得公式 


dp 


p 


l 叫說 . 

)，=o 


16. I ) 


(16.2) 


(变换时必须用到公式 （15.8)>. 

现在我们指出，最常遇到的几种热力学导数可以怎样变换 • 

熵对体积或压强的导数可以根据物态方程并借助于下列一些公式计算出 
来，这些公式是热力学量微分表达式的直接结果. 

这些公式是： 


( 滅 = ]( 




v 


m) T 


[§) T 


dR 

ar 


V 


类似地有 


( dS \ 逆、 

Up/. dP\ dTL dT\ dPf 


dpl T 


(16.3) 


dS \ 
~ dPI T 


dV ^ 

Jf . 


根据等式狀= 7^-/^，可以计算导数(誇)为 


§£\ = H —\ - p 

dVl T \dV) T 


(16.4) 



或者，把 （16.3) 式代人，得 



( 


-尸 • 


(16.5) 



dVJ T \ dT ) 

V 


用类似的方式可以求出下列 公式： 




\ dPl T 

= -( S ) 




(16.6) 

\ dVl r 


< 

f dW \ _ 

^ dPi T ~ 

, v - t [^\ , 

(16.7) 

m 

=c - p ( 

a , ( 

d Z ) = 

: + d 

(16.8) 

\ dTl p 

p \ 

dT ) p \ 

‘ dTfy 

\ dT) v 


最后，我们指出•.在以 7\ P 作为自变量时，如何从热容 C p 和物态方程来计 
算热容 I . 由于1 = 问题就在于把导数 ( Hi 变换到其它自变量.进 

行这类变换最简单的方法是用雅可比行列式 A 


我们写出 

r = t(^.\ = r a ( s , v ) = T d(S t v)/d(T t P) 

广⑸，一 d(T $ V) d(T f V)/d(T f P) 



①行列式 

da du 
d(u 9 v ) 二 dx dy 
d(x,y) dv du 
dx dy 

称为雅可比行列式.它具有下列很显然的性质： 

a( v 9 u) = 一 d(u 9 v) 

d(x ， y) a(x,r) 


其次还有下列关系式: 


d(u,y) 

d(x t y) 


( 尝 V 


a(u,ip = d(u 9 v) • d(t,s) 
d(x ， y) d(t 9 s) d(x 9 y) 



(n) 

(in) 

(IV) 

(V) 
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把 （16. 4) 式代人，就得到所求的公式 


H - r 


(f ； 


(16.9) 


类似地，把变换到以 7\ V 作为自变量时，可以得到公式 




dR 


2 


© r 


(16. 10) 


导数总是负的 一 当物体等温膨胀时，其压强总是下降的（在§21 


中，将严格地证明这种情况）.因此从公式 （16. 10) 得出结论，对于所有的物体有 

c p > C 0 . ( 16 . 11 ) 

当物体绝热膨胀（或压缩）时，其熵保持不变.因此在绝热过程中，物体的温 
度、体积和压强之间的关系由熵不变的情况下所取的各种导数来 确定. 我们来 
推导能够根据物体的物态方程和热容来计算这些导数的一些 公式. 

当以 v ， r 为自变董时，我们求出温度对体积的导 数为： 

d(T t S) /M) 

(dT\ d(T t S) _ d(VJ) __ \dVlr ^L(dS\ 

" d(v f s) ■ d(v f s) ' (dS\ 一 c laW/ 


d ( VJ ) 


(說 


概， 


或者将 （16. 3) 式代入，得 


dT 


s 


类似地求得公式 


dT 

JP 


s 


O ； 


kO ； 

dV \ 


(16. 12) 


(16. 13) 


从上述公式可以看出，如果热膨胀系数为正（负），则在绝热膨胀时 


物体的温度下降（升高 

其次,我们计算物体的绝热压缩率，写出 


①在§21中将严格证明总有 C ,>0, 所以也总有 C , >0. 
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或者 


d(V.S) (dS\ 

(dV\ : d(V 9 S) d{VJ) d{VJ) ^dTl vldV , 

\dP) s " d(P,s) a(p ， s) d(Pj) (dS\ \dP) T 

d(Pj) IdT/p 




5 




(16. 14) 


因为不等式 C p > C p ，由此得出，绝热压缩率按绝对值总是小于等温压缩率. 
利用公式 （16. 9) ,(16. 10), 从 （16. 14) 可以得到关系式 



(16. 15) 
(16. 16) 


§17热力学温标 


现在我们指出，怎样可以（至少在原则上）建立热力学温标，为此使用任意 
的一个物体，其物态方程预先并不知道.换句话说，问题就在于要用这个物体来 
建立热力学温标 r 与由任意刻度的“温度计”所定义的某种纯粹经验温标 t 之 


间的关系 T ^ T ( t ). 

为此从如下关系式（所有的量均属于该物体） 出发: 


(此处已用到 （16.4) 式由于 t 与 r 彼此 一一 对应，说 r 不变或是变求导 


并无区别.我们把导数改写成 


那么就有 


或 



/ d^\ dr 
\^rl F dr 




dr 

dr 1 


(扛） 

d\nT \dTf P 
- = 一 ■ 

dr 

在等式右边的两个量作为经验温度 T 的函数可以直接被测童出来 
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可以用等温膨胀时为了使物体的温度保持恒定而必须传递给它的热量来确定， 

而导数可以用等压加热时物体体积的改变来确定.因此，公式 （17. 1) 解 

决 T 所提出的问题，能确定所求的关系 T = T(r). 

同时必须考虑到，由 （17. 1) 式的积分来确定 lnr 只能精确到一个任意附加 
常数的程度.由此可知温度『本身的确定也只精确到一个任意的常数因子的程 
度.自然，这也是理所当然的——绝对温度的量度单位可以任意选择，这等价于 
在关系 r = r ( T ) 中有一个任意的因子. 

§18焦耳-汤姆孙过程 

考虑这样一种过程，在压强 P , 下的气体（或液体）稳定地迁移到压强为6 

的容器内.过程的稳定性意味着，在整个过程中压强户 ，和 A 保持不变.可以把 
这一过程图示为气体可穿过多孔的壁（图2的 a ) ，同时分别用一个向里移动和 
一个向外移动的活塞保持壁两边的压强不变.如果壁上的孔足够地小，则气体 
的宏观流速可以认为是零.同时还假定 ：气体 与外界是热绝缘的. 




Pi 


Pi 


围2 


上面描述的过程称为焦耳-汤姆孙过程.应当着重指出 •.该 过程是不可逆 
的，这从存在具有许多小孔的壁就可以看出，它会产生很大的摩擦，把气体的速 
度消耗掉. 

设有一定 M 气体在压强弋下充满体积 V ,,绝热地迁移到匕中去，并且压 
强变为/ V 气体能量的 变化匕 等于让气体移出体积 h 对之所做的功 
^匕， 减去气体在压强/> 2 下占有体积 h 其所做的功 p 2 v 2 . 因此，有 e 2 -e x = 
P x v x -/^，或仏 +P.K, =E 2 + /%V 2 ，此即 

W x = W 2 . (18. 1) 

所以，在焦耳-汤姆孙过程中，气体的焓守恒. 

在压强作微小变化的情况下，焦耳-汤姆孙过程所引起的温度变化由等焓 

下所取的导数 g 决定.变换这个导数，使为自变量，有 
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d ( T 9 W ) ( dW \ 

( dT \ = d ( T f W ) = d ( PJ ) 〜 ^ dP) T 
\ JPI W " d ( P \ W ) - d ( P , W ) -一 ldW \ 

d { PJ ) \ dTl p 

由此并借助公式 （14. 7) 和 （16. 7), 得 



(18.2) 


熵的变化取决于导数 • 关系式 dir = rds + 可写成 ds = 


jdP , 由之有 



(18.3) 


这个量总是负的，这是理所当然的：因为气体经过不可逆的焦耳-汤姆孙过程 


而变到较低压强时伴随着熵的增加 • 

我们再讨论一个如下过程，最初处于两个连通容器之一的气体膨胀到第二 
个容器 中去； 这个过程当然是不稳定的，并且这两个容器中的压强都要发生变 
化，直到彼此相等为止•在气体膨胀到真空中时，其能量^守恒 • 如果由于膨胀 


的结果，总体积只有不大的变化，则温度的变化取决于导数把这个导数 
变换到以为自变量，我们得到公式 


对于熵的变化有 



正如所料，气体膨胀时，熵 增加. 


(18.4) 


(18.5) 


§19最大功 

考虑由几个彼此并不处于热平衡的物体所组成的绝热系统.在建立热平衡 
的过程中，系统可以（对某个外界客体）做功.然而，向平衡状态的过渡可以通过 
不同的方式来实现，而且系统最终的平衡状态也将是不同的；特别地，系统的能 
量和熵将会是不同的. 

根据这一点，从不平衡的系统可能获得的总功将与建立平衡的方式有关, 
因而可以提出以下 问题： 为使系统产生尽可能大的功，向平衡状态的过渡应该 
如何 进行. 同时，我们感兴趣的正是由于系统的不平衡性所做的那部分功；这意 



味着必须除去由于系统一般膨胀所可能做的功——系统本身处于平衡状态也 
能做这样的功.根据这一点，我们将假定在过程结束时系统的总体积保持不变 
(虽然在过程进行之中可能有所变化）. 

设系统的初始能 M 为 A ，而系统在平衡状态下的能量作为系统在该状态下 
熵的函数为 E ( S ). 由于系统是热绝缘的，它所做的功就简单地等于其能量的变 
化： 

\ R \ = Eo - E ( S ) 

(我们写成 丨/?丨 ，是因为根据我们约定，如果系统本身做功，就有尺<0). 

把丨/?丨对末态的熵 S 求导数，有 

= 一7 

dS \ dSl v ， 

式中 r 是末态的 温度； 导数在系统末态体积（与初态值相同）恒定的条件下取. 
我们看到，该导数是负的，即丨 I 随着 s 的增加而减小.但是热绝缘系统的熵不 
可能减少.因此，只要在整个过程进行中 s 保持不变，就会达到最大可能的 
丨/?丨. 

因此，我们得出结 论：当 系统的熵保持不变时，即按可逆方式向平衡态过渡 
时，系统做的功最大. 

设有两个具有不同温度 r , 和 r 2 的物体，而且 r 2 > r ,. 我们来确定当它们 
之间有小量的能量交换时可能产生的最大功.首先要着重 指出： 假如能量的转 
移是在两个物体相互接触时直接发生的话，那么就什么功也不会产生.这时过 

程将是不可逆的（两个物体的摘会增加从 (+ - 夫)，其中从是转移的能量）. 

因此，为了实现能量的可逆转移而相应地得到最大功，还必须把一个实现 
某种可逆循环过程的辅助性物体 （" 工作物体”）引进系统中.这个过程应该这 
样迸行，使得彼此直接进行能量交换的物体处于相同的温度，就是说，我们在温 
度 r 2 下把工作物体同温度为 r 2 的物体相接触并等温地从后者获得一定的能 
量.随后，它被绝热地冷却到温度，并在此温度下把能惫给予温度为的物 
体，最后，又绝热地返回到初态.在与这些过程相联系的膨胀过程中，工作物体 
对外界客体做功.以上所描述的循环过程称为卡诺循环. 

在着手计算所获得的最大功时，值得指出，工作物体在这里可以不予考虑, 
因为过程的结果仍旧是使它返回到最初的状态•设比较热的第二个物体失去热 
量 -5£ 2 = - r 2 ss 2 ，而第 一 个物体同时获得能读5尽 =^55,. 由于过程的可逆 
性，两个物体熵的和保持不变，即 5 S , = -5 S 2 .所做的功等于两个物体总能量的 
减少，即 

I hR | = — 8^| — bE 2 = ― — T 2 bS 2 = — (— T\)bS 2 ， 
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hR I 


I SA I • 


(19. 1) 


所做的功与所耗费的能量之比称为效率 r ;. 根据 （19. 1) 式，当能 M 从较热 
的物体转移到较冷的物体时，最大效率等于 


一个更方便的 M 是利用系数 
最大功的比.显然， 


〜•• = (19.2) 

，它定义为所做的功与在给定条件 K 可能获得的 


§20处于外部介质中的物体所做的最大功 


现在我们考虑另一种情况下的最大功问题.设物体处于外部介质中，而且 
介质的温度心和压强 P 。 与物体的温度 r 和压强 p 并+相同.物体可以对某个 
客体做功，假定该客体不仅与介质，而且与该物体都是热绝缘的.介质与处于其 
中的物体以及物体对之做功的客体一起组成闭合系统.介质具有如此巨大的体 
积和能量，以致由于物体所经历的过程而引起的能量与体积的改变，不会导致 
介质的温度与压强有任何可觉察的变化，因而可以认为介质的温度和压强是不 
变的. 

假如没有介质，那么在物体状态变化给定（即给定物体的初态与末态）的情 
况下，物体对热绝缘的客体所做的功就是一个完全确定的 M , 等于物体 能域的 
变化.然而，有了介质存在而且它也参与过程，这就使得结果不再是单值的，同 
时产生一个问 题：在 物体状态变化给定的情况下，物体能够做的最大功是怎么 
样的. 

如果物体从一个状态转变到另一个状态时，它对外部客体做功，那么物体 
从第二个状态逆转变到第一个状态时，某个外功源应该对物体做功.正转变伴 
随着物体做最大功 I I _，要实现与这个转变相对应的逆转变，就要求外源耗 
费最小功 R ain . 显然，丨丨_与这两个功彼此相同，因此有关计算它们二者 
问题完全等价，下面我们就讨论热绝缘的外功源对物体所做的功. 

在过程进行中，物体可以同介质交换热量和功.因为我们感兴趣的只是给 
定的外源对物体所做的那部分功，当然就必须把介质对物体所做的功从对物体 
所做的总功中分出来.这样，在物体状态的某种（不一定很小的）变化下，物体能 
M 的总的变化由三部分 组成： 外源对物体所做的功/?，介质对物体所做的功以 
及物体从介质获得的热 fi . 正如上面已经指出的，由于介质的尺度很大，它的温 
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度和压强可以认为是不 变的； 所以它对物体所做的功是它所放出的热 
量等于 - r Q AS D (角标为0的字母属于介质，不带角标的字母属于物体）.因此， 
我 们有： 

&E = R + P^V 0 - T 0 AS 0 . 

由于介质和物体一起的总体积保持不变，所以 AK。 = 其次，由于熵增长定 

律有 AS + AS。 多 0( 热绝缘的外功源的熵始终不变），因此 AS。 多 - AS . 所以从 
/? = A £- P 0 AV 0+ r 0 AS 0 求得 

尺彡厶 £ - T^S + P 0 AK (20. 1) 

在可逆过程的情况下取等号.因此，我们再次得出结论 ：假如 转变过程是可 
逆的，那么实现状态的转变所耗费的功就最小（相应地，完成逆转变产生最大 
功）.最小功的数值取决于公式 

/?„, = ME-T 0 S + P 0 V) (20.2) 

(7*。和匕是常量，可以移到符号 A 之外），这个功等于物理最 + 

变化.显然，最大功的公式应该以相反的符号写岀： 

薅 

|尺|_ =-A(£-r 0 5 + P 0 K), (20.3) 

因为初态与末态交换了位置. 

如果在过程进行中，物体在每一给定的时刻都处于平衡状态（当然，同介质 
并不处于平衡），那么对于状态的无穷小变化，吋以把 （20. 2) 式写成另外的形 
式：把 d£ = ms - Pd v 代人 dR mn = d£ :- r 0 ds + Pedi 求得 

dR aia = (r- r 0 )dS - (P-P 0 )dV. (20.4) 

值得指出两种重要的特殊情形.如果物体的体积和温度保持不变，并且物 
体的温度与介质的温度相等，则从 （20. 2) 式有 R mi „= ME - W ， 或 

= AF, (20.5) 

即最小功等于物体自由能的变化.倘若物体的温度和压强保持不变，并 a r = 

r ot p=p ot m^ 

R mia = A^, (20.6) 

即外源所做的功等于物体热力学势的变化. 

值得强调的是，在这两种特殊的情形下，所指的物体应该是并非处于平衡 
状态的物体，所以其状态并不能仅由 r 和 k (或 />) 唯一地 确定； 否则这些量不变 
就意味着 ：根本 没有任何过程发生.这里可以考虑在相互反应的混合物中的化 
学反应、溶解过程，等等. 

现在假定，处于外部介质中的物体任其自然，不对它做任 何功. 在这个物体 
中将产生自发的不可逆过程，使物体趋于平衡状态.现在应该在不等式 （20. 1) 
中令/?=0,所以有 


A(E - T 0 S + P 0 V ) ^ 0. 


(20.7) 
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这意味着，物体所经历的过程，将使 + ^这个量不断减小，直到平衡时 
达到最小值. 

特别是，在温度 T = T 0 和压强 P = P 。 都不变的自发过程中，物体的热力学 
势少降低，而在物体的温度 T = T 0 和体积都不变的自发过程中，物体的自由能 
厂将降低.这些结果曾在§ 15中用另一种观点得到.应该指出，这里所得出的结 
论实质上并非以物体的温度和体积（或压强）在整个过程中保持不变为 前提； 可 
以 断言； 在任何过程的开始与结束时，只要温度和压强（或体积）是相同的（而且 
等于介质的温度和压强），即使它们在过程的进行中是变化的，那么物体的热力 
学势（或自由能）将因该过程而减小. 

还可以赋予最小功另外的热力学意义.设\是物体和介质的 总熵； 如果物 

体处于同介质平衡的状态，则是它们的总能量 尽的函数： 

S, = 5, (£：,). 

假设物体并不处于同介质平衡的状态，这时它们的总熵与的值（在它们 
的总能 戢值尽 相同的条件下）相差某一数量 AS, <0. 在图 3 中，实线表示函数 
(尽） ，而竖直线段 d 表示数量 - AS ,. 水平线段心表示当物体从与介质平衡 
的状态逆向转变到对应于点6的状态时总能的变化.换而言之，该线段表示 
某个外源为了使物体从与介质平衡的状态进入给定状态所必须耗费的最小功. 
这里所说的平衡状态（图 3 上的 c 点），当然跟对应于给 定值尽 的平衡状态 U 
点）并不一致_ 



图3 


因为物体是整个系统的一个非常小的组成部分，所以它所经历的过程只能 

使总能童和总熵产生相对而言极小的变化 • 从图3上的图形 得出： 

dS ,(£,) 


AS , 


dE 


R 
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d£ 

但是导数 g 是系统的平衡温度，即介质的温度 7V 因此， 


AS 


R 


T 0 


- r 0 A5 + P 0 A^). 


( 20 . 8 ) 


该公式确定的 是：当 物体并不处于同介质平衡的状态时，闭合系统（物体 + 介 
质）的熵与其最大可能值相差多少；这里的和 AK 表示物体的能量、熵和 
体积与它们在完全平衡状态下的值之差. 


§21热力学不等式 


从熵的极大值条件得到热平衡条件以后，直到目前，我们只考虑了熵的一 
阶导数.因为要求熵对能量和体积的导数为零，作为平衡条件我们得到了 （ §9, 
§ 12) 物体所有各部分的温度和压强应该相等的条件.然而，一阶导数等于零仅 
仅是极值的必要条件，并不保证熵就一定取极大值.众所周知，阐明极大值的充 
分条件，就需要研究函数的二阶导数. 

然而，不直接从闭合系统的熵为极大值的条件出发，而是从与它等效的另 
一个条件出发，研究这个问题更为方便 A 从所考虑的物体中分出某个微小的 
(然而是宏观的）部分.相对于这一小部分，物体的其余部分可以看成是外部的 

介质.这时，正如我们在上一节所见到的，能够断言，在平衡时， 

E - T 0 S + P 0 V 

这个量有个极小值，式中是物体的该小部分的能量、熵和 体积； 而 r 0 , p 0 
是介质的温度和压强，即物体的其余部分的温度和压强.显然，7；和尸。同时也 
是我们正研究的这一部分在平衡状态下的温度和压强. 

因此，对平衡状态有任何微小的偏离时 J - TVS +匕1 这个量的改变应该 
是正的，即 

8£: — r 0 8S + P 0 bV > 0. (21. 1 ) 

换句话说，为使物体的这一小部分从平衡状态变到任何邻近态所必须耗费的最 
小功应该是正的. 

热力学量与其平衡值的偏差前的系数，以后都指的是平衡值，与此相应，把 
零角标也略去. 

把 5E 展开为级数（把£看成是 S 和V的函数），精确到二次项，我们得到 

= fs hS + Vv hv + 1( S 852 + 2 晶蒙 + 0 叫 . 


①至于熵对宏观运动动 a 的依赖关系，则无论关于一阶导数的条件，或者关于二阶导数的条件•我 
们都已经研究过了 （ § 10), 其结果是求出了物体内部不存在宏观运动的要求以及温度必须大于零的要 
求. 
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但是 


dE 

as 


T ， 


dE 

^dV 


'因此这里的•一次项等于 7 ^S - P 5 V , 而 且在把 5£代人 


(21. 1 ) 式时，一次项就消去了.这样，我们得到条件 


2 


rE 


3 E bSbV + ^rbV 2 > o . 


dS 2 


8 S 2 + 2 


dSdV 


dV 2 


( 21 . 2 ) 


众所周知，为使这个不等式对于任意的 5 S 和 SK 都成立，必须满足下列两个条 
件①： 


d 2 E 


> 0 , 


d \ Ed\E _ / d 2 E \ 2 > 0 
dS 2 dV 2 \ dSdVI 


(21.3) 

t 

(21.4) 


因为 


d\E = /arx = 工 

dS 2 Iasi , ^ c ] 
所以条件 （21.3) 取 +> o 的形式，或 


即定容热容总是正的. 


C v > 0, 


条件 （21.4) 可以写成雅可比行列式形式 


(21.5) 


dE \ / d £\ 

as'/l dK/,. 

d ( S 9 V ) 


S ( T f P ) 

d ( S 9 V ) 


> 0. 


变换到以 r 和 K 为自变 w . 有 


s ( r 9 P ) 

d ( S f V ) 


d ( T f P ) 

d(r 9 V) 

d ( S f V ) 

d ( r f V ) 


因为 C ,>0, 上式相当于条件 




< 0. 



( 21 . 6 ) 


即在温度不变的条件下，体积的增加总是伴随着压强的减小. 

条件 （21. 5) 和 （21.6) 称为热 力学不等式. 不满足这两个条件的状态是不稳 


定的，因而在自然界中不可能存在. 


在§ 16 中已经指出，由于不等式 （21. 6) 和公式 （16. 10) 总有 C p > C v . 因此 
由 （21. 5) 式，可得出结论，总有 


①在 （21.4) 中取等号的特殊情况，将在以后的§ 152中考虑. 


§22 勒夏特列原理 
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C p > 0. (21.7) 

C w 和~是正的，意味着在体积不变的条件下能量是随温度单调增长的函 
数，而在压强不变的条件下焓也是随温度单调增长的函数.至于熵则无论在体 
积不变的条件下还是在压强不变的条件下，都随温度单调增长. 

条件 （21. 5) ，（21. 6) 是对物体中任何一个微小的部分推导出来的，因为在 
平衡状态下所有各部分的温度和压强彼此都相等，当然这些条件也适用于整个 
物体.这里我们假定物体是均匀的（至今也只考虑这样的物体）.我们着重指出， 
满足条件 （21. 5)， （21. 6) 正好与物体的均匀性有关.例如，可以考虑这样的物 
体，其粒子是靠万有引力维系在一 起的； 显然，这样的物体是不均匀的，它将沿 
着指向中心的方向逐渐变得稠密.物体的热容整体也可以小于零，即物体可以 
随着能量的减小而变热.值得指出，这与物体每一小部分的热容大于零的结论 
并不矛盾，因为在这种条件下 ，整个 物体的能最并不等于它的各部分的能量之 
和——这些部分之间还存在着万有引力相互作用产生的附加能量. 

我们推导出来的不等式是平衡条件.但是满足这些条件并不足以使得平衡 
是完全稳定的. 

的确，可以存在这样的状态，当无限小地偏离该状态时，熵减小，因此物体 
接着就返回到 初态； 当产生某一有限偏离时，熵有可能比初态更大.在这种有限 
偏离的情况下，物体并不返回到初态，相反地，会趋向于转变到某个其它的平衡 
态，这个状态所对应的熵的极大值比最初状态中熵的极大值还要大.相应于这 
种可能性，在平衡状态中，需要区别所 谓亚稳态和稳定态. 如果物体处于亚稳 
态，则在偏离足够大时，物体可能不返间初态.虽然亚稳态在一定限度内是稳定 
的，但是物体迟早终究要从该状态转变到另一个稳定的状态中.后者对应于所 
有可能的极大熵中的最 大者； 离开这种状态的物体迟早会返回到这个状态. 

§22勒夏特列原理 


考虑由介质和被介质所包围的物体所组成的闭合系统.设 S 为系统的总 
熵，而 y 为属于物体的某一个量，并 R 是这样一种量相对于它具有极大值的 

条件#=0,表示物体本身处于平衡状态，而并不一定同介质处于平衡.再设文 

为属于同一物体的另一个热力学量，并且是这样一种 量：如 果除了#=0以外， 

还有_=0,则表示物体不仅处于自身的内部平衡，而且也同介质处于平衡. 

引入符号 
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在完全的热力学平衡状态下，熵 S 应当是极大值.因此，除条件 



X ^ 0 , 

y = 0, 

(22.2) 

以外，还应该满足不等式 


• 




( fcV 0 ， 

(22.3) 

并且 

(H 


(22.4) 


现在假定，经过某种不太大的外部作用，物体与介质的平衡被破坏，而且量 
* 稍冇变化，条件1=0也被 破坏； 而至于置 y , 则假定它并不受该作用的直接影 
响. 设是 M %的变化，则在受到作用的那一时刻 M X 的变化为 


(△龙 )7 = (斌“ 

在 y 不变的情况下^的变化当然会破坏^ = 0的条件，即破坏了物体内部 
的平衡.此后，当平衡重新恢复以后，量 X = 将取数值 


( AX) YsQ =： ( Ax , 

\ nx / ^ ^ 


dx 

# — W 

式中导数是在等于零的恒定的 y 值下取的. 

我们比较的这两个数值.利用雅町比行列式的性质，有 




d ( x 9 r ) 


( M ) 2 

( dX ) 

l d ( X y V ) 

d ( x 9 y ) 1 

dX \ _ 


1 dxJ 


d ( x , Y ) \ 

dxl y 




d { x , y ) 


' ay ). 

根据条件 （22. 3)， 

在 t 式中第二项的分母是 [ H 的，再考虑到不等式 （22.4)， 求得 


(S), > 

l dX ) >0 

\ dxJ Ys0 

• 

(22.5) 

或 

1 (厶义），丨 

> 1 ( A ^) k . 0 

1. 

(22. 6) 


不等式 （22. 5) 或 （22. 6) 构成所谓勒 夏特列 原理的内容. 

我们把量$的变化 Az 看作为外界对物体作用的量度，而把看作在这种 
作用的影响下物体性质变化的量度.不等式 （22. 6) 表明，在外部作用使物体离 
开平衡状态以后，当物体内部的平衡又恢复时，的值变小了.所以，勒夏特列 
原理可以表述 如下： 

使物体离幵平衡状态的外部作用，会在物体中引发一些过程，力图减弱该 
作用的影响. 


我们举例来阐明上述内容. 


§22 勒夏特列原理 
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首先，利用 （20. 8) 式，把 X 和 F 这两个量的定义稍加改变较为 方便； 根据 

(20.8) 式，介质加物体所组成系统的熵的变化等于式中&是介质的温 

度，而是把物体从与介质处于平衡的状态引到给定状态时必须做的最小功. 
于是可写 


v I ^ 1 dR min 

A = -- ， I = — - 

Tq dx T 0 dy 

对于物体状态的无穷小变化，有（参看 （20.4)) 

dR mim = {T -TJdS - (P - P 0 )dV ； 

从今以后没有下标的所有量都属于物体，而具有下标0的量都属于介质. 


(22.7) 


设 X 是物体的熵 s , 那么 x = .平衡条件 x = o 给出 r = ，即物体的温 

度与介质的温度相等.不等式 （22. 5) 和 （22. 6) 取形式 

( 狂 ）> (il) >0 ， (22.8) 

\dS/ y \dS ) Ym0 

l ( Ar ) r | > I (AT) rs J. (22.9) 

这些不等式的意义如下.量(物体的熵）的变化表明 ：有一 定的热量传给 
物体（或从物体中取出）.结果物体自身的平衡被破坏，特別是物体的温度改变 
了（变化丫 （ AT )，）. 物体内平衡的恢复导致物体温度的变化在绝对值上减小 
(变为 （ A 70 y = 。）， 即好像使物体从平衡状态偏离作用的后果被减弱了一样.可 
以说，加热（冷却）物体会在物体中引发一些过程，这些过程会促使物体降低（升 
高）温度. 


现在，设 x 是物体的体积 V . 那么 X = - 平衡时 X =0，即 P = P 。. 不等 

式 （22.5) 和 （22.6) 给出 



( 22 . 10 ) 


I ( AP)J > | ( AP ) ys0 |. (22. 11) 

如果物体（在温度不变的条件下）体积改变而偏离平衡，那么，特别是它的 
压强就会 改变； 在物体内平衡的恢复会使压强改变的绝对值减小.物体体积的 
减小会增加它的压强，反之亦然.注意到这一点，可以说，物体体积的减小（或增 
加）会在物体中引发一些过程，这些过程会促使压强减小（或增加）. 

今后，我们会遇到这些结果在（溶液、化学反应等等）各方面的一系列应用. 
还应该指出，如果在不等式 （22. 8) 中，取物体的体积作为量 y , 则我 们有： 




= (S) P 



t 
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因为条件 y =0 在该情况下是指 PrP 。， 即压强恒定.因此，我们冉次得到熟知 
的不等式~>(^>0. 

类似地，如果在 （22. 10) 中，取物体的熵作为 y ， 则条件 y = 0 将表示温度是 
常数 Ftr 。， 因而得到 

(^) < (斐）<0， 

I dVJ s \ dVl T 

这也是我们已经熟知的结果. 

§23 能斯特定理 

热容 q 大于零的这一事实表 示：能 量是温度的单调增长函数.反之，当温 

度下降时能量单调地减小，因而，在最低的可能温度即绝对零度时，物体应该处 
于具有最 小吋能 能量的状态.如果假想物体划分为许多部分，把物体的能量看 
作这些部分的能¥:之和，则可以断肓这些部分中的每一个也将处于能量最小的 
状态； 显然，当总和取极小值时，它的所冇各项也必然相应地取极小值. 

所以，在绝对零度时，物体的任何一部分应该处于一个确定的 M 子态—— 
基态.换句话说，这些部分的统 i 十权重都等于一，因而它们的乘积，即整个物体 
的宏观状态的统计权重也等于一.因而，物体的熵一统计权電的对数——等 
于零. 

因此，我们得出如下重要的 结论： 在绝对零度时，任何物体的熵都变为零$ 
(称为能斯特定理 （ W . Nemst 1 1906 )). 

值得强调的是，这个定理是量子统计学的结论，分立量子态的概念 在埴子 
统计学中起重要作用.在纯粹的经典统计学中，这个定理是不能被证明的，这时 
熵始终只能确定到具有一个任意附加常数的准确度（参看 §7). 

能斯特定理还能够对其它某些热力学挝在^0时的行为作出结论.例如， 
容易看出，当 T = 0 时，热容——无论是 Q 还是 C „ ——都变为 芩： 

当 r = 0时， C p - C v = 0. (23. 1) 

只要把热容的定义写成形式 


dT dlnT’ 

就可以直接得出 （23.1 ) 式.当 r — 0时，有 i n r -- oo ，但因为 s 趋向于常数极限 
(即零），显然，上述导数趋于零. 


①为避免误解，我们强调 指出： 凡讨论温度趋近于零都是在某些其它条件不变的情况之 f ——比 
如说在体积不变或压强不变的条件下•但是假如在使气体的温度趋近于芩的同时.又无限地减小它的密 
度，则熵就可以不变为零. 


热力学置对粒子数的侬赖关系 
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其次，热膨胀系数变 为零: 


当 r = 0时， ( 


dTl p 


(23.2) 


实际上，这个导数等于导数参看 （16.4)), 而后者在 r = o 时变为零, 


因为当 r = o 时，不论压强如何，总有 s = o . 
类似地，我们可以 证明： 


当7 = 。时，(誶)，0_ 


(23.3) 


通常当时，熵按某种幂律变为零，即 S = ar , 其中 a 是压强或体积的 


函数. 显然，在这种情况下，热容和这 些童都 按同样的规律（即按 
同样的幂次 n ) 变为零. 

最后，可以看出，较之热容本身更快地变为零，即 

C - C 

业 t f>-4 - P ° ^ f\ i a \ 


dP 


当 r = o 时, 


(23.4) 


p 


实际上，当0时，设熵按规律 Socr 趋近于零.从 （16. 9) 式可以看出，这时 Cp - 

C — C \F 

1«7' 2 "* 1 ,因此^~^«7^ | (应当注意，当 r = o 时，压缩率一般说来仍 

然是一个不等于零的有限值）. ' 

如果在温度的整个变化范围内物体的热容都是已知的，则熵可以用积分的 
方法计算出来，而且用能斯特定理可以确定出积分常数的值.于是，在给定的压 
强值下，熵对温度的关系由如下公式确定 


=f 


dr , 


(23.5) 


对于焓，类似的公式为 


^ = ^0 + I'dr ， 


(23.6) 


式中％是在7=0时焓的值.对于热力学势少= 7 S , 相应地有 

<p = K ^ [c p dT - rj[ r ^dT. 


(23.7) 


§24热力学量对粒子数的依赖关系 

除了能量和熵以外，像广步， w 这些热力学量也都具有可加性（可加性可以 
从这些量的定义直接得出，只要考虑到压强和温度在处于平衡状态的整个物体 
内都是不变的）.这种可加性使我们能够对于这些量依赖于物体中粒子数的特 
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征作出某些结论.在这里我们考虑由相同粒子（分 子〉 构成的 物体； 所有的结果 
都能直接推广到由不同粒子所构成的物体——混合物上去（参看 §83). 

物理 M 的可加性意味 着：物 质的数 M (与其相关的就是粒子数/ V )变化了多 
少倍，则该物理 M 也变化多少倍.换句话说，可加性的热力 学址应 该是可加性变 
贵的一次齐次函数. 

我们把物体的能量表示为熵和体积以及粒子数的函数.因为 s 和^本身也 
是可加性的，这个函数应该取如下 形式： 

E = (24 ." 

这是和 k 的一次齐次函数的最普遍的形式.自由能 f 是 / v ，: r 和 v 的函数. 
因为温度在整个物体内部都是不变的，而体积是可加性的，所以出于同样的考 
虑，可以写出 

F : (24.2) 

完全类似地，把焓 W 表:示为 N ， S 和压强 P 的函数形式，我们得到 

ir = yv/(A，/>). (24.3) 

最后，对于作为的函数的热力学势，有 

0 : Nf(PJ) (24.4) 

在以上的叙述中，实质上我们是把粒子数看作是一个参量，对于每一个物 
体它具有给定的常数值.现在，我们在形式上把/ V 也看成是一个自变量.那么在 
热力学势的微分表达式中，应该附加一个正比于 d / v 的项.例如，我们把能量的 
全微分写成 


dE = 

: TdS - /W + M d/V, 

(24.5) 

式中我们用字母 m 表示偏导数 

( dE\ 

(24.6) 

11 这个量称为物体的化 学势 . 类似地，用间样的 /X, 现在有 


dW^ 

TdS + VdP + gdJV ， 

(24.7) 

dF = 

- SdT - PdV + fidN ， 

(24.8) 

d<P = 

- SdT + VdP +/xd/V. 

(24.9) 

从这些公式中得出 



^^( dW ) 

= ( dF ) , 

, P \dNtrv V dNf pr 

(24. 10) 


也就是说，把，少这些量中的任何一个对粒子数求导数，就可以得到化学 
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势，但是在每一种情形下化学势是用不同的变量来表示的. 

把写成（2 4 . 4 )形式的0进行微分，我们求出 ; x = 

diy 

- Nfji. (24. 11 ) 

由此可见，（由相同粒子所构成的）物体的化学势不是别的，而是属于一个分子 
的热力学势.化学势可以表示为/^和『的函数，而与 W 无关.因此，对化学势的 
微分而言，可以立即写出如下表达式 

dfi = - sdT + vdP , (24. 12) 

式中 s 和 r 是属于一个分子的熵和体积. 

如果考虑一定量的物质（直到目前为止，我们通常都是这么做的），则其中 
的粒子数是给定的常量，而它的体积是变量.现在我们在物体内划分出某个一 
定的体积，并考虑这个体积中所包含的 物质； 在这种情况下，粒子数/ V 将是变 
M ， 而体积^将是常量.这时，例如等式 （24. 8) 就化为 

6F =- Sdr +/xd/v. 

在这里自变量是 r 和 ZV ; 我们引人这样一种热力学 势：它 的第二个自变量不是 
、而是 M . 为此把 - yvd ^ 代人，就得到 

d(F -fiN) = - Sdr - N6fi. 

何是 , /iW = 少，而 F - 少 =- 所以，一种新的热力学势（我们用字母来表示 
它）就等于 

O = - PV (24. 13) 

而且 

d/2 = - SdT - Ndfx (24. 14) 

在温度和体积都不变的条件下，把/2对化学势求导数，就得到粒子数. 


dO 

dfl 


(£) , 


(24. 15) 


就像证明和少（各自在相应的一对变量恒定时）的小增量彼此相等 
—样，容易证明在了，/1^不变的条件下，变化（8/2)~>也具有相同的性质.换句 
话说， 

(hE) SVN = (S^ ， )r,K./v = ( 8^ ) r.p.,v = s.p.n ~ ( 8/2) t,v,h' 

(24. 16) 

这些等式改进并推广了小增量定理. 

最后，类似于在§ 15和§20中对自由能和热力学势所进行的推导，可以证 
明，在7\1和#不变的条件下所进行的一个可逆过程中所做的功，就等于热力 
学势的变化.相对于状态在不变的条件下的一切变化，在热平衡状态 
下的势有极小值. 
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习 题 

试求在变量取 r , M ， v 时热容 c „ 的表达式. 

解： 把导数 = 变换到以7^和弘作为自变量，为此，我们写出 

(考虑 K 始终不 变）： 


d(S ， N) 

ldS\ = d(S 3 N) = d(T,n) = I dS\ 
[dTl, ~ d(T f N) d(T ， N 、 - IdT ； 

d(T f fji) 


-( g ) 




C v 




§25 在外场中物体的平衡 


考虑处于（时间上）恒定的外场中的物体.这时，物体的各个部分处于不同 
的条件下，因此物体是不均匀的.这样的物体的平衡条件之一仍旧是在整个物 


体中温度为 常量； 但是在物体中的不同地点压强是不同的. 

为了推导第二个平衡条件，我们从物体中划分出两个确定的相互接触的体 
积，并且要求在物体的其余部分的状态不变的条件下它们的熵 S = + S 2 极大. 


熵为极大值的必要条件之一是导数等 于零. 因为在给定的物体这两部分中 

dN { 

的粒子总数％ + %可看作常数，我们有 

QS dS { dS 2 dN 2 dS, dS 2 
~ Wi + dN^dN^ ~ ~ " * 

但是只要把恒等式 d £ = 7 US +/xdiV 改写成为如下形式 


d5 = f 一”， 


我们就可以看出，（在瓦和 v 恒定的条件下）导数^等于 - f . 因此，有 

但是在平衡时7\ = r 2 ，因此 ， Ml = fi 2 . 于是，我们得出以下结 论：物 体在外场中平 

衡时，除了温度为常数外，还应该遵守条件 

/!=常数， (25.1) 

即物体所有各部分的化学势应该彼此相等.这时，每一部分的化学势是它的温 
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度和压强的函数，也是确定外场的诸参童的函数.如果没有外场，则由 m 和厂为 
常数的条件，自动地得出压强也为常数. 

在引力场中，分子的势能 u 只是其重心坐标 x ， y ， z 的函数（而与分子内原子 
的位置无关）.在这种情况下，物体的热力学 M 的变化归结为在其能童上再附加 
上分子在引力场中的势能.例如，化学势（属于一个分子的热力学势）取 
M =/ x 。 的形式，式中 / i a ( P ， r ) 是没有外场时的化学势.因此，引力场 
中的平衡条件可以写成 

M 。（/ >，D ^ u ( x t y t z ) =常数. (25.2) 

特别是，在均匀的重力场中= mgz ( m 为分子的质量， g 为重力加速度 
为铅直坐标）.把等式 （ 25. 2) 在不变的温度条件下对坐标;:进行微分，得到 

vdP = - mgdz. 

式屮 y = (^) 是比体积.在压强变化不大的条件下，〃可以认为是不变的.引 

人密度 p = f ， 并进行积分，得到 

v 

P =常数- pgZy 

这就是在不可压缩的液体中通常的流体静压强的公式. 


§26转动的物体 


正如我们在§ 10中已经看到的，在热平衡状态，只有物体整体的匀速平动 
和匀速转动才有可能.对于匀速平动无需作任何特殊的讨论，因为根据伽利略 


相对性原理，它无论如何也不会影响物体的力学性质，所以也不会影响物体的 
热力学性质，而且，说物体的热力学量有变化，也只是在物体的能量上附加了物 
体的动能. 

现在考虑以角速度围绕一根固定轴作匀速转动的物体.设是物 
体在静止坐标系中的能量，而 g ) 是在随物体一起转动的坐标系中的能量. 
从力学中已经知道，这两个能撳通过如下关系彼此相 联系： 


= E(p ， q) - O • M(p f q) f 


式中是物体的角动量 

因此，能 M 以角速度作为参 M 而与其有关，并且 

dE f (p ， q ) = 

~ 30 一 




(26. 1) 


①参看第一卷§39•虽然在那里导出的公式 （39.13) 是以经典力学为基础的，但是在 M 子理论中， 
对于相应各摄的算符，完全同样的关系式也成立.因此，下面所导出的全部热力学关系式与用哪一种力学 
来描述物体粒子的运动无关. 



将上式按统计分布求平均，并利用公式 （ n . 3), 得到 


ar 

a/2 


m . 


(26.2) 


-Af • d /2 


dF f = - 


-Af • d/2. 


式中 = P ( pw )， M = A /( p , 9 ) 是物体的平均（热力学）能量和平均角动量 • 

根据这个关系式，我们可以把给定体积下转动物体能量的微分写成 

AE f = TdS • d /2. (26.3) 

对于（在转动坐标系 中的） 自由能广 - rs ， 相应地有 

dF , = - Sdr - Af • da (26.4) 

将等式 （26. 1) 求平均，得到 

E . = E - M • n ， (26.5) 

把该等式微分，并将 （26. 3) 式代人，就得到在静止坐标系中能量的微分 

dE ^ TdS ^ n • dM . (26.6) 

对于自由能/相应地有 

dF = - SdT + /2 • dAf . (26.7) 

由此可见，在这些关系式中，自变量并非角速度，而是角动量，而且 


dF = - 5dr + /2 • dAf. 


12 = ( 盖 ) 5 = (S) r 


(26. 8) 


从力学中大家知道，匀速转动在一定意义下等效于呈现两个力场：离心力 
场和科里奥利力场.离心力与物体的大小（其中包含到转动轴的距离）成正比; 
而科里奥利力与物体的大小完全无关.由于这种情况，后者对宏观转动物体的 
热力学性质的影响与前者相较十分微小，通常可以把它们完全忽略不计 ® •因 
此，只要把粒子的离心能量作为^(*,7,4代入（25.2)式，就得到转动物体的热 
平衡 条件： 

fi 0 ( PJ ) =常数， (26.9) 


=常数， 


(26.9) 


式中 M 。 是静止物体的化学势，爪为分子的质量，『为到转动轴的 距离. 根据同样 
的理由，可以把转动物体的总能量£写成它的内能（在这里我们用来代表 
它）与转动动能之和： 


Yr 


(26. 10) 


式中/是物体相对于转动轴的转动惯 M . 必须注意 ，一 般说来，转动会改变物体 
中的质量分布，所以物体的转动惯量和内能一般来讲，也与或与 AO 有关.只 
有在转动足够缓慢的情况下，这两个量才可以认为是与无关的 常数. 


①可以证 明：在 经典统计学中.科里奥利力完全不影响物体的统计性质——参看 §34. 
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考虑孤立的匀速转动的固体，固体内部具有给定的质量分布.因为物体的 
熵是它的内能的函数，所以在这种情况下有 


由于物体的闭合性，它的总能量和角动量守恒，而熵应该在给定的 M 和£下取 
极大的可能值.所以我们得出 结论： 物体的转动惯 M 相对哪一根轴具存最大的 
可能值，它的平衡转动就绕哪一根轴进行.这就自动地意味 着：在 任何情况下， 
转动轴总是物体的惯 M 主轴.其实上述情况，早就很显然，如果物体并非绕惯 M 
主轴转动，则从力学可知，转动轴本身将在空间发生移动（进动），即转动是非均 
匀的，因而也是非平衡的. 

§27相对论范围内的热力学关系式 

相对论力学使通常的热力学关系式产生一系列的变化.在这里，我们只考 
虑那些最感兴趣的变化. 

如果构成物体的粒子的微观运动变为相对论性运动，那么热力学的普遍关 
系式并不改变，但是能得出物体的压强与能量之间的一个重要的不等式 

P < 吞， (27. 1) 

式中 E 是物体的能量，其中包括构成物体的粒子的静止能： 

考虑到物体自身所产生的引力场，广义相对论可引起热平衡条件中的某些 
变化，这些变化就是我们主要兴趣所在.考虑一个静止的宏观物体，当然，它的 
引力场是不变的.在恒定的引力场中，必须把物体任何一小部分的守恒能量 A 
与位于给定位置的观察者所 测最到 的能量£区别开来.这两个量由关系式 

= ^ y/Soo 

彼此相联系，式中 goo 是度规张量的时间分量（参看第二卷§88的公式 （88.9) , 
式中 i /=0, mc 2 =£) .但是，在§9中证明了处于平衡状态的整个物体内温度是 
恒定的，但是按照这个证明本来的含义，很显然，熵对守恒能量 A 求微商而得 
到的量应该是不变的.而由位于空间给定的一点的观察者测 M 到的温度是熵 
对能量£求微商得到的，因而在物体的不同点是各不相同的. 

为导出定量的关系式，应当 注意： 按照熵的定义的实质，熵只与物体的内部 
状态有关，所以不会在出现引力场的情况下发生变化（只要在这个场不影响物 
体的内部性质，这一条件事实上总能满足）.因此守恒能量 A 对熵的导数等于 

①参宥第二卷§35.但是值得注意.关于该不等式适用于在自然界中所有#在的粒子间相互作用 
类型（不仅仅限于电磁的相互作 用）， 目前还没有普遍证明 
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由此可见，热平衡条件之一是要求该 置在整 个物体内为常数® 

=常数. (27.2) 

第二个平衡条件——化学势恒定——也以类似的方式发生变化.化学势被 
定义为能量对粒子数的导数.由于粒子数当然不会因为有引力场而发生变化， 
所以对于在每一给定点测量到的化学势，我们得到与温度的关系式完全相似的 
关 系式： 

癱 

= 常数. (27.3) 

我们注意到，关系式 （27. 2), (27. 3) 可以写成 

r = 常数 •¥, M = 常数 •¥, (27.4) 

这两个式子不仅能考虑物体在参照系中静止的情况，而且也能考虑物体在参照 
系中运动（整体转动）的情形.这时，导数$应该是沿着物体中给定点所描出的 
世界线来求取. 

在微弱的（牛顿的）引力场中， goo =1 +#，其中史是引力势（参看第二卷 

C 

§87) .把这个式子代人 （27. 2) 中并求出平方根，我们就在同样的近似程度下求 
出 

F =常数 • (1 (27.5) 

注意到 (| P <0, 我们得 出：当 平衡时，在物体中 | p | 越大的地方，即在物体中越深 
的地方，温度就越高.当过渡到非相对论力学的极限情形时 ),(27. 5) 变 
为 r = 常数，这正是所预期的. 

条件 （27. 3) 也可以用类似的方式来变换，但是必须注意，在过渡到经典力 
学的极限情形时，相对论性的化学势并不直接变换到通常没有引力场时的（非 
相对论性的）化学势表示式，我们用字母 Mo 来标记，而是变为 M 。 其中 me 2 
是物体单个粒子的静止能量.因此我们有 


585 (/ x 0 + me 2 ) | 1 + 号)《 并 0 + me 2 + 


nup 


所以条件 （27.3) 变为 

fi 0 + nup = 常数， 

它与 （25. 2) —致，这正是所预期的. 

最后，我们指出一个有用的关系式，它是条件 （27. 2) 和 （27. 3) 的直接推论 • 


①方程 （27.2) 在 goo 变为零的那些点失去 意义. 这种情形发生在所 谓黑洞 的附近•（参见第二卷 
§ 102) •这类客体热力学性质的讨论可参阅论文集 ：黑洞 • M . ; MH Pf 1978. 
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把这两个表达式相除，求出 f =常数，由此得出 f =#• 另一方面，根据 （24. 12) 

式，在恒定的体积（等于单位体积）下，有 

dP = Sd7" + Nd/jL f 

式中 s ，/ v 是单位体积内物体的熵和粒子数•把 dT = —6 fi 代入上式，并注意到 
fiN + ST = 0+ ST 二 S + PU 是单位体积物体的能量，我们得到所求的关 系式① 


也= dp • 

fi e ^ P 


(27.6) 


①在非相对论的情形下•令 » p ( P 为 密度〉 ，我们得到 dfi = vdP(v = ^~ 表示一个粒 
子所占的体积），这正如在 r = 常数时所预期的. 


第三章 

吉布斯分布 


§28吉布斯分布 

现在我们回到第一章所提出的问 题：任 何宏观物体作为某个大的闭合系统 
的微小部分（子系统），求其分布函数.解决这个问题的最方便和最普遍的方法, 
是基于将微正则分布应用于整个系统上. 

把我们感兴趣的物体从闭合系统中划分出来，并把整个系统看成由两部分 
即由该物体和系统的所有其余部分组成.我们把这个相对于物体的其余部分称 
为介质. 

把微正则分布 （6. 6) 写成 

dw = 常数. b(E + E，- E i 0) ) drdr \ (28. 1) 

式中的 £ d 厂和 £"， dr 分别属于物体和介质，而£： <()) 是闭合系统给定 的能埴 
值; 物体和介质的能量之和£ + P 应该等于这个值. 

我们的目的是求岀整个系统的这样一种状态的 概率〜 ：在这种状态下该物 
体处于某个确定的最子态（具有能量 £：„) ,即处于以微观方式描述的状态.这时 
我们对介质的微观状态并不感兴趣，而认为介质处于某种宏观描述的状态.设 
△ r 是介质的宏观状态的统计权重；我们用 af 表示在§7中所指出的意义下 
与量子态间隔4广相对应的介质的能量间隔. 

在 （28. 1) 中用1代替 d 厂，令£ = £„，并对 d 厂进行积分就求出所寻求的概 

率抝"： 

= 常数- |5 (£ n + - E l 0 ) )dr. 

设广 （ f ) 表示介质的能量小于或等于 P 的量子态 总数. 由于被积式只与 E ， 有 





At 也是 F 的函数.因此， 

〜=常数- E l 0) ) dE \ 

由于 S 函数的存在，积分归结为用代替我们就得到 

'= 常数 .(^7) • (28.2) 

\ 厶么 / ff . a£ <0). E 

Q 

现在考 虑到： 由于物体很小，其能量匕比£ (<)> 小得多.当 F 变化不很大时， 

鲁 

这个量的变化相对来讲也 很小； 所以在中可以直接地令厂=£： <(>) ，于是 
AE 1 就变为与 E n 无关的常数了.在指数因子 e s ‘中，必须把 -匕） 按坎的 
幂次展开至线 性项： 

S，（£ (<)> - E n ) =S，(£ <0> ) -g n dS :(/。 ； ) ， 


但是熵 义 对能量的导数不是别的，时是其中『是系统的温度（物体与介质的 

温度相同，因为假定系统处于平衡状态）. 

于是，最后我们得到 A 的如下表 示式： 

w n - y 4 exp | - —j f (28.3) 

式中 4 是与^ 无关的归一化常数.这是统计物理学中最重要的公式之一.它确 
定了任何宏观物体的统计分布，这个宏观物体是某个大的闭合系统的比较小的 
一 部分.分布 （28. 3) 称为吉 布斯分布或正则分布 （它是吉布斯在1901年对经典 
统计学研究所发现的）. 

归一化常数4由条件 I 〜=1确定，由此得出 



(28.4) 


表征该物体的任何物理量/的平均值都可以借助于吉布斯分布按如下公式 


计算: 
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(28.5) 


在经典统计学中，对于相空间中的分布函数，可以得到与公式 （28. 3) 完全 


对应的表达式 


pip,q) = >4e _fc< M >/r ， 


(28,6) 


式中 £( P ， V ) 是物体的能量作为它的粒子的坐标和动量的函数> 归一化常数八 


由如下条件决定 


Jpdpdq = Aje ' Elp,t,)/T dpdq = 1. (28. 7 ) 

实际上常常会遇到这样的 情况： 并非粒子的所有微观运动都是准经典的, 
只有对应于一部分自由度的运动是准经典的，而对应于其余的自由度的运动是 
M 子的（例如，分子的平动可以是准经典的，而分子内部的原子的运动具有最子 
的特征）.在这种情况下，物体的能级可以写成准经典的坐标和动 M 的函数形 
式:1=1(/>，9)，式中〃表示确定“1：子部分”运动的量子数的集合，对于童子 
部分的运动,/>，<?的值起参 M 的作用.于是吉布斯分布的公式可写成 

d «\( P ，<7) = 4 e " £ " (>>,,)/ r d /) cl d 9 <M (28.8) 

式中 d Ptl d 〜是“ 准经典的”坐标与动量微分的乘积 • 

最后，关于能够应用吉布斯分布解决问题的范围必须作如下说明.我们讲 
到吉布斯分布总是指子系统的统计分布，事实上也正是如此.然而，十分重要的 
是，这个分布也可以完全成功地用于确定闭合物体的基本统计 性质. 事实上，像 
物体的热力学量或它的各个粒子的坐标与速度的概率分布这些性质，显然与我 
们把物体看成是闭合的还是看成放在一个想像的恒温器中无关 （§7) .但是，在 
后一种情况下，物体成为“子系统”，因而就可以把吉布斯分布直接应用于它.在 
应用吉布斯分布时，闭合系统与非闭合系统的差别实质上只在考虑关于物体总 
能量的涨落这个重要性不太大的问题时才会出现. 

吉布斯分布给出一个不等于零的能量平均涨落，这种涨落对处于介质中的 
物体具有实际意义，而对于闭合物体就是完全虚构的了，因为按照定义，这种物 
体的能量是常量，并不会发生涨落. 

吉布斯分布实质上与微正则分布差别细微，由之也可以看出（在上述意义 
下）应用吉布斯分布于闭合系统的可能性，而用它进行具体计算要方便得多.实 
际上，粗略地说，微正则分布等于承认对应于物体给定能 M 值的所有微观状态 


①为避免误解.我们再次提(或是能量的单调函败，绝对不会在£=忌处具有极大值.在 
E 处具有很陡的极大值的，是按能歌的分布函数，它由％与•相乘得到. 
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是等概率的.而正则分布是“散布”在能 M 值的一个间隔内，但是，对于宏观物体 
来讲，这个间隔的宽度（能量平均涨落的数量级）是极为微小的. 

§29麦克斯韦分布 

在经典统计学的吉布斯分布公式中能嫒总是吋以表示为两部分之 
和一动能和势能.其中的第一部分是原子的动谨的二次函数$，而第二部分是 
它们坐标的函数,并且这个函数的形式取决于物体内粒子的相互作用定律（如 
果有外场存在，则还依赖于外场）.如果把动能和势能分别表示为 K (/>) 和 
以⑷ ， 则 E{p y q) =K(p) + U(q) ，而且概率 du ; =p(p f q)dpdq 可以写成 

du; = 4exp (- - l^l^dpdq, 

也就是说,概率被分为两个因子的乘积，其中一个仅仅与坐标有关，而另一个仅 
仅与动量有关.这意味着动量的概率与坐标的概率是彼此独立的，其意义也就 
是 说：动 最的任何特定值无论如何也不会影响坐标的任何特定值的槪率，反之 
亦然.因而，动量的不同值的概率可以写成 

dw p = ae~ K{p)/T dp f (29. 1) 

而坐标的概率分布为 

= be~ V(q)/T dq. (29.2) 

因为动量的所有可能值的概率之和应该等于一（对于坐标来说也完全一 
样），所以概率 d ' 与(1'应当各自归一化，即它们对该物体所有可能的动量值 
或坐标值的积分应该等于一.从这两个条件可以决定 （29. 1) 和 （29.2) 中的常数 
a 和 

我们来研究动量的概率分布，同时再次强调一个非常重要的 事实： 在经典 
统计学中，这种分布与系统内粒子的相互作用类型或外场的类型完全无关，所 
以可以把这种分布表示成一种对于任何物体都适用的形式 A 

整个物体的动能等于物体内所含有的每个原子的动能之和，因而概率再一 
次分解为许多因子的乘积，其中的每个因子只与一个原子的动量有关.这又表 
示： 各个原子动量的概率是彼此独立的，即其中任何一个原子的动量无论如何 
也不会影响其它所有原子动量的概率.因此可以把每个原子动置的概率分布分 
别写出来. 

2 + 2+2 

一个质董为 m 的原子的动能等于^式中是原子的动量 


① 假定我们使用笛卡儿坐标. 

② 在*子统计学中 ，一 般说来，这个论断是不正确的. 
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在笛卡儿坐标中的分量，因而概率分布具有如下形式 


dw 


p 


aexp 


^ p ])]^ P ^ Py ^ P ^ 


2 mT 


常数 a 由归一化条件 决定. 分成对 dp xy dp Y 3 dp s 的积分并借助于已知的公式 



结果求得 a = (2 TrmT ) 


3/2 


dx 


，我们得到最终的动量概率分布的形式为 


dw 


p 


( 2 irmT ) 


3/2 


exp 


2 


2 


P, ^ Py +/V 


dp x dpd Pj . 


(29.3) 


把动量变换为速度 ( P = mi ;)， 可以写出相对于速度的 分布: 


6w 


( 


3/2 


v 


\2^ f ^ 


exp 


m 


(v] + v] + 4 ) ， 
2 T 


di^di^dr^. 


(29.4) 


这就是所谓的 麦克斯韦分布 （ J . C . Maxwell , 1860). 应当指出，这个分布乂 
可分解为三个独立因子的乘积. • 


du ^ 



2 irT 


-^ r d ^ 


(29.5) 


其中的每一个因子确定一个速度分 M 的概率分布. 

如果物体是由许多分子构成的（例如，多原子气体），那么除了单个原子具 
有麦克斯韦分布以外，分子的整体平动也具有这样的分布.这是因为，从分子的 
动能中可以把平动能量作为一项分离出来，结果就把所求的分布以 （29. 4) 式的 
形式分离出来了，其中 m 必须理解为分子的总质蛩，而应当理解为它 
的质心的速度分 M . 必须 强调： 分子平动麦克斯韦分布的成立条件，与分子内部 
原子运动（以及分子的转动）的性质关系不大，这里包括原子运动必须用 M 子力 
学描述的情形在内 

式 （29. 4) 是以“速度空间”中的笛卡儿坐标来表示的.如果从笛卡儿坐标 
变换到球坐标，则 得到： 


dw 


V 


3/2 


mtA/ 2 T 


2 ttT 


sin^d^d^di/, 


(29.6) 


式中〃是速度的绝对值，而0和^是确定速度方向的极角和方位角.对角度进 
行积分，我们得到速度绝对值的概率分 布为： 


dw 


4 tt ( 


3/2 


^ T v 2 dv . 


\2 itT ， 


(29.7) 


有时采用速度空间中的圆柱坐标较为方便.这时 


①显然，忐克斯韦分布对于悬浮在液体中的 粒子的 所谓布朗运动也是正确的- 


dw ; 


/ m 广 m( v] + v 2 r )]... 

» = (^) exp l — ’ 


(29.8) 


式中％是沿 z 轴的速度分量，〃，是垂直于 2 轴的速度分量，而 p 是决定义方向 
的角度. 

我们来计算原子的动能的平均值.根据平均值的定义并利用 （29. 5), 我们 
求出速度的任意一个笛卡儿分量 


屆 y， 〜 


(29.9) 


因此原子动能的平均值等于冬广因而可以说，在经典统计学中物体的全部粒子 


的平均动能总是等于其中 iV 是原子的 总数. 


题 


1. 求速度绝对值的 n 次幂的平均值 • 
解 ：利用 （29.7) § 得 




2 tlT 


如果 n 为偶数 （n =2 r ) ,则 


〈，〉 


T\ v 


(2 r + 1)!!, 


如果 ; l = 2 r + 1 , 则 


①我们在这里引人在应用麦克斯韦分布时经常会遇到的形如 


f: e^ 2 x n dx 


的枳分的值，以供参考.以 


代人后.给出 


0丁办 =飞 


rr ( 


式中 r ( x ) 是伽马 函数. 其中如果 n =2 r , r >0, 则 


(2 r - 


»)!! HtT 
771 A/W 


式中 （2 r - l )!! 


• (2 r - 丨〉 •如果 r =0, 则 




如果 n =2 r + l , 则 




2 V 


的同样积分，在 n 为奇数时等于零，而在 " 为偶数时等于从0到 oo 的积分的两倍 
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〈以 


2r+l 


lr *\ 

J _/ 27 ；\~ 

Tit ' 


(r + 1)!. 


2 . 求速度的均方 涨落. 

解：利 用习题 1 中 n = l 和 n = 2 的结果，求得 


〈 （ Ai /) 2 ) - v 2 - V 1 = —( 3 - —) 

m \ tt / 


3 . 求原子动能的平均值、均方值和均方 涨落. 
解：利 用习题 1 中的结果，得到 


m — 3 T 
— v =—— • 
2 2 ^ 


15^ 2 


r f 


< ( A ^) 2 ) = e 
4 . 求原子动能的概率分布. 


-2 ^ fp2 

= T r • 


解： dw f = ―― — e' T . 

/ iir 7 

5 . 求分子转动角速度的概率分布. 

解 ：按照 与分子平动情形相同的理由 ，（ 在经典统计学中）可以分别写出每 
个分子转动的概率分布.把分子看成刚体（由于分子内部的原子振动很小，因此 
可以这样考虑），它的转动动能就等于 

« < . 重 ,2 mm2 mm2. 


= +(/, 心以 + ’ 3 從）= y (^ + 7 1 + 7 1 )» 


式中 1 '山山 是主转动惯量，/^，/^，仏是角速度在惯量主轴上的投影，而^ = 
i x q ^ m 2 =/ 2 / 2 2 ,你 3 =/ 3 A 是角动量的分量，相对于角速度 A 它们起着 
广义动量的 作用. 角动量的归一化概牟分布为 


= ( 2 ^ r ) - 3 / 2 (/ 1 / 2 / 3 )- ,/ 2 exp[-^；(^i + 
而角速度的概率分布为 


M \ M 


j ] dA /, dM 2 dAf 3 


dw n = ( 2 ^ T ) • 3 / 2 (/,/ 2 /,) ，/ 2 exp [ -^(/^ +/ 2 /^ + / 3 ^)] d / 2 l d / 2 2 d / 2 3 . 


6 . 求分子的角速度和角动量的绝对值 • 
解•.借助于上題求出的分布，得到 




V 9 


a / 7 = r ( /, + / 2 + / 3 ) 


§30振子的概率分布 


考虑一个物体，它的原子各自相对于一定的平衡位置作微小的振动•这里 
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所说的可以是晶体中原子的振动，也可以是气体分子中原子的振动（在后一种 
情况下，分子的整体运动并不影响其内部的原子振动，因而不会影响到下面所 
得到的结果）. 

从力学中已经知道，由任意个作微小振动的粒子所构成的系统，其哈密顿 
函数（能量）可以表示为求和的形式 

▲ a 

式中氕是振动的简正坐标（在平衡点 g a =0) , Pa = k 是与它们相对应的广义动 
量，而％是振动频率.换句话说,分解为许多独立项之和，其中每一项对 
应于一个单独的简正振动（或称为“振子”）.在量子力学中，对于系统的哈密顿 
算符情况也同样，因此每一个振子都独立地量子化，并且系统的能级由和式表 

示： 

X n « + 士)， 

是整数. 

由于这些情况，整个系统的吉布斯分布分为许多独立因子的乘积，其中的 
每一个因子各自确定一个振子的统计分布.根据这一点，下面我们考虑一个单 
独的振子. 

我们来确定振子9的概率分布① （ 以后我们总是省略掉标明振子兮码的角 
标.在经典统计学中解决这个问题十分简单 ：因为 振子的势能是 fw 、 2 , 所以 


概率分布由下述公式 给出: 


dii; = Ae~ 2T dq , 


或者由归一化条件确定 4 以后，为 


dw 




V2^T 


(30. 1 


(由于积分收敛得很快，所以对扣的积分可以在积分限 - 00到+ 00中进行 ）• 
现在我们在量子情形下解决这个 问题设 < KU ) 是振子的定态波函数，相 
应的能级为 

螫 

心 =+ y). 

如果振子处于第 n 个状态，则它的坐标的量子力学概率分布取决于少 2 „(在 
振子的情形下，函数么是实数，所以我们可以直接写成 W 去代替模平方 



①简正坐标7的堵纲是 [cm • 
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I I 2 ).如果用振子处于第 n 个状态的 概率' 去乘少〖，然后对所有可能的状 

态求和，就得到所求的概率的统计分布. 

根据吉布斯分布，％具有形式 



式中 a 是 常数. 因此，我们得到公式 


ae 


•下 




dw q = adq ^ e' T e/rJ , (30.2) 

n ■ 0 

当然，这个公式是与普遍公式 （5. 8) 完全相符合的. 

为了计算上式中的和式，可以应用如下方法.引人符号 d% =p,d 9 并求 
导数 •. 


dg 





引入动獅=-嘁，并且考虑到振子的动适只在一的跃迁中才有 
不等于零的矩阵元（参看本教程第三卷§23)，可以 写出： 






( hAn-l 一 ) 


(式中利用了动量矩阵元和坐标矩阵元之间的关系式/> 
= 因此，我们有 

^ P q 2 aco 






{ X 


- X h.H〆 以 T )- 


在第一个和式中作求和角标的变换 U—n +1) ，并注意到关系式 

h ⑴， q“、，n = 9 wi ， L ,.0 = 0， 

求出 

^P q 2aco /1 " 

石卜丁 (1 … 

用类似的方法我们求出等式 


ha>/T 


) X 9”“少池 ♦ 


9 P 


9 


(1 + 


wr 


) X q … n 


yr 


比较这两个等式后，我们得到方程式 

^9 _ 




(¥ tanh ff ) 9p ，， 


由此得出 
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P , =常数 • exp ( _ 〆 Y tanh | f )* 

从归一化条件确定常数后，最后我们得到如下公式 （ F . Bloch , 1932)： 

= ( ^tanh 转） exp( _ / ytanh ( 30. 3 ) 

由此可见，在最子的情形中，振子的不同坐标值的概率也是按照 e _〜 2 形式的规 
律而分布的，但是 与经典 统汁学相比较，系数 a 具有不同的值.在 ； ku « r 的极 
限情形下，量子化已经不起作用，公式 （30. 3) 正如所希望的那样变为公式 
(30. 1). 

在相反的极限情形 » r 下，公式 （30.3) 变成 



即振子处于基态中，其坐标的概率分布是纯量子分布 ®. 这相当于在 r «hco 
时，振子的振动实际上未被激发. * 

振子动量的概率分布可按类似于 （30. 3) 的方式写出来，无需重新计算.这 
是 因为： 振子量子化的问题相对于坐标和相对于动 M 是完全对称的，因而振子 

在/>表象中的波函数与它通常的坐标波函数完全一样（用 A 代替 M 参看本教程 

(O 

第三卷§23习题 1). 因此所求的分布为 

牴 M 士 ; Unh 諄）叫(士 — 辤卜. (3 °* 4) 

在经典的极限情形下« 70,它变为通常的麦克斯韦分布 

dw p = (2 ttW 鈐 dp . (30.5) 

习 题 

确定简谐振子的坐标密度矩阵. 

解 ：与统 计平衡相应的振子坐标密度矩阵由如下公式确定 

90 

pU ， 〆 ） = a X e 

n * 0 

(与 （5. 4) 后的脚注相比较 ）.设 q=r + s ， q r = r - s 并计算导数(盖 j •如正文中 
作类似计算，得到 | 


①这是振子荜态波函数的模 平方. 
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ds dq dq f 


aa) 


• mmmm 


(1 + h n “[UqKq , ) - iffAdAq’、] 


o 


以同样的方法计算 sp = y ((/ - q f )p 并且与求出的导数相比较，我们得到 


(S), 


2 cj 1 ha) 
5 p T coth -, 


由此得出 


Y ) 


ha ) 


A ( r ) exp ( - 5 2 ycoth ^ 


) 


要求在 s = 0即 g = q = r 时密度矩阵的“对角元” 〆 与 （ 30. 3 ) — 致，可确 
定函数 A(r) . 最后我们有 

/ #、 / a) , h(o \ 12 [ w( 0 + 9’） 2 . . (o(q - q r ) 2 . hio\ 

P (M) = ex ^{ - -V — tanh If ^ 4 / COth if\ 


§31 吉布斯分布中的自由能 

根据公式 （7. 9)，物体的熵可以用它的分布函数的对数的平均值来 计算: 

S - - 〈 lnu ;"〉. 

把吉布斯分布 （28. 3) 代人上式，得到 

S = - \nA + 县， 

T 


由此得出 InA = (E - TS )/ T . 但是平均能量左恰好是我们在热力学中所了解 


的能量，因此左 -7 \S = F ，而且 ln >4 = / VT , 即分布的归一化常数直接与物体的 
自由能有关. 

因此，吉布斯分布又可以写成形式 


F - E n 

' = exp ―-— 


(31. I ) 


这也是它最常用的形式.用同样的方法借助于 （7. 12) ，我们得到在经典情形下 
的表达式 

p = ( 2 irh ) "exp -- • (31. 2) 

分布 （31. 1) 的归一化条件为 

X = e "^Z e '^ = 1 » 

n n 


由此得出 
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= S 

n 





取对数后， 

F = - Tin ^ e 々 . (31.3) 

• ft 

这个公式是吉布斯分布的热力学应用的基本公式.在原则上它提供了计算 
任何物体的热力学函数的可能性，只要物体的能谱是已知的. 


在 （31. 3) 的对数符号后面的和式通常称 为配分函数. 它不是别的，而就是 


算符的迹，式中；是该物体的哈密顿算符®: 

Z = ^e' £ - /r = tr(e^ /r ). (31.4) 

n 

这种形式的写法其优点 在于： 可以利用任何完全的波函数系来计算迹. 

在经典统计学中，可由分布 （ 31. 2) 的归一化条件得到类似的 公式 . 然而 ，必 
须事先顾及一个前提，在我们只对分布函数本身感兴趣，而不将归一化系数与 
物体的特定的定 M 特性如自由能相联系之前，这个前提一直是不重要的.例如, 
如果把两个同样的原子相互交换位置，那么在这种置换以后物体的微观状态由 
另外一个相点表示，这个相点是由原来的相点在把一个原子的坐标和动量与另 
一个原子的坐标和动量交换以后得到的.另一方面，由于被置换原子的全同性, 
物体的这两种状态在物理上是同样的.因此，与物体的同一物理微观态相对应 
的，在相空间中有一系列的点.然而，在对分布函数 （ 31. 2) 迸行积分时，每一个 
状态当然只应该考虑一次换而言之，我们只应该对相空间的一部分区域积 
分，这部分区域相应于物理上不同的物体状态；我们用积分号上加-•撇来标记 
这种情况. 

这样，我们得到公式 


C 9 

F = - rinj e" ^ dr ； (31.5) 

在这里和以后在类似的情形下，我们总是用 dr 表示相空间的体积元除以 
(2Trft ) f ： 




(31.6) 


① 按照一般法则，应该理解为这样一个 算符： 它的本征函数与算符 A 的本征函数相同，而它 
的本征值等于 

② 如果把经典的配分函数肴成是 M 子的配分函数的极限.这个情况就变得特别明显.后者是按所 
有不同 的憊子 态迸行求和的，因而根本不会发生任何问题（必须注意，由于 量子力 学中的波函数对称性 
原理，》子态绝不会因相同粒子的置換而发生变化）. 

从纯粹经典的观点看来，如此理解配分函败很有必要，否则统计权重的可乘性就会破坏，从而熵和其 
它热力学 M 的可加性也会破坏. 
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因此，求和形式的 M 子配分函数 （31. 3) 被积分形式的配分函数所代替.正如在 
§29中已经指出的，经典的能量 £( p ， 幻总是可以表示成动能 / C (/0 与势能 
i / u ) 之和的形式.动能是动量的二次函数，并且对动缺的积分可以在一般形式 

下积分出来.因此冇关计算配分函数的问题实际上归结为函数^对坐标积 
分的问题. 

在实际计算配分函数时，为方便起见，通常是扩大积分的区域，同时引人相 
应的修正因子.例如，设所讨论的是由 W 个 相同的 原子所构成的气体.于是可以 
对每个原子的坐标独立地进行积分，并且把积分区域扩展到气体所占据的整个 
体积.但是，所得的结果必须除以 W 个原子町能的置换数，即除以/ V !.换句话 

说，可以用对整个相空间的积分除以〜！取代积分 

f 厂 . (31. 7 ) 

对于由/ V 个相同分子构成的气体，用类似的方法扩展积分区也很方便：对 
于每个分子作为一个整体的坐标（分子质心的坐标 H 虫立地积遍整个体积，而对 
分子内部原子的坐标所进行的积分则只在每个分子内部积遍它本身所拥有的 
“体积”（即构成分子的原子能以显著的概率被发现的一个小区域）；此后，必须 
把积分再除以/ V !. 


习 题 


1. 设物体的粒子间相互作用势能是它们坐标的 n 次齐次函数.试用相似性 
分析，确定出这种物体的自由能在经典统计学中应取何种形式. 

解 ：在配 分函数 

Z = J e - r dr 

中，把所有的 g 用 Ag 代替，把所有的 p 用代替（其中 A 是任意常数）.如果 
同时用 A " r 代替 r , 則被积式保持不变.但是，对坐标进行积分的积分限改变 
了——积分区域的线度变为原来的 1/ A , 这使得体积相应地变为原来的 1/ A 3 ; 要 
使积分限保持不变，必须同时用 A 3 v 代替 K 在经过所有这些代换以后，由于在 
d 厂中的自变量 O = 3 iV 个坐标和同样数目的 动量； 7 V 为物体中的粒子数）的变 
换，积分还要乘上因子 a 3 A <1+ " /2> . 因此，我们得出 结论： 在代换 

V-* r—AT 


下，配分函数作如下 变换: 


Z ― ► A 


3iV( I ^n/2) 


z. 


具有这些性质的函數 z ( K , r ) 的最普遍的形式为 
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义 ___ fp3N( 1 /2 ♦) /« )j 

式中/是单变量的一个任意函数. 

由此我们求出自由能的表达式形为 


(y + t ) 


NTlnT + N 


7V( 


vr 

1 


~3/« 



它只含有一个未知的单变量函数（在 （ 1 ) 式的第二项中引入了数 / v , 以使得 F 具 
备应有的可加 性）. 

2. 设宏观物体中粒子间的相互作用势能是它们坐标的 n 次齐次函数，试推 


导这种宏观物体的位力定理. 

解 ：遵循 力学中推导位力定理的方法（参看本教程第一卷§ 10)，计算和式 


V r • p 对时间的导数，其中 r 和 p 为物体中诸粒子的径矢和 动量. 注意到 f = 
•并且尺 ( p ) 是动量的二次齐次函数，得到 

紅 r.” … = 2 ❿) + S …. 

物体的粒子在空间的有限区域内运动，其速度不会趋于无 穷大. 因此 Ir 这 
个量是有限的，而且它对时间的导数的平均值变为零，所以 

2K + (^r • p) =0 


(式中 K = {K(p))). 导数々由作用于物体粒子上的力确定.在对所有的粒子 
求和时，必须考虑到 ：除了 这些粒子彼此间的相互作用力以外，还有来自物体周 
围各方面（遍及物体表面）作用于物体上的力 •• 

^ Y r ， p) = - ( X r * " U sf~) _ • d / = _ _ 3PV 

(面积分化为体积分并注意到7 - r=3). 这样，我们就得到 2K-nV-3PV=0, 

或者引入总能量芯="+ 1有 

(n + 2)K = nE + 3PV. (2) 

这就是所求的定理.它不仅在经典理论中是正确的，而且在量子理论中也 
是正确的.在经典的情形下，平均动能从而关系式 （2) 给出 


E + —PV = 3( 丄 + —)nT. (3) 

n V 2 n I 

由习题 1 中得到的自由能表达式 （1) 出发，也可以推导出这个公冬. 

在粒子按照库仑定律相互作用的情形下 （ n= -1), 我们从 （ 2) 式得到 

K 二 一 E + 3PV. 


这个关系式是相对论关系式 
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E -3 PV = ^ me 2 ^ -^2 

的极限情形，式中能量£:还包括物体中粒子的静止能量（参看本教程第二卷 
§35). 

§32热力学微扰理论 

在具体计算热力学量时常有这样的情况 ：从物 体的能 M £(/>， g ) 中可以分 
离出一些相对说来较小的项，这些项在零级近似下可以忽略不计.例如，物体的 
粒子在外场中的势能就可以起这些微小项的作用（关于允许认为哪一些项是微 
小的条件，参看下面）. 

在这一类情况下可以建立一种计算热力学景的“微扰理论” （ R . Peierls , 
1932). 首先，我们指出在经典吉布斯分布可以应用的情形下怎样进行这种计 
算. 

把能量写成 

E ( p ， q ) = E 0 ( p , q ) + V { p y q ) , (32. 1 ) 

式中 K 是微小的项.为了计算物体的自由能我们写出 

F f r Fq ! 1/ W 2 \ 

e~ = \e ― 〒 — dr* J e^(l - y + ^)dr, (32.2) 

并且在按 K 的幂次的展开式中，在这里和以后我们都只限于取到二次项 ，内为 
我们的目的 只在丁 计算一级近似和二级近似的修正.取对数并把对数也展幵成 
级数，在同样的精确度下我们有 

n l/ 2 v ^0- £ 0^. v ) 1 r ! 2 

V "^) e—T_dr + 2 r [/ ^厂] ， 

式中/表示在 v =0 时计算出来的“未微扰”的自由能. 

以上所得到的几个积分是用“未微扰”的吉布斯分布来计算各个相应 M 的 

平均值.记住在这种意义下取平均并注意到7- v 2 = (( v - P ) 2 〉， 最后我们写 
出 

F = V -矣〈(卜 口) 2 〉. (32.3) 

由此可见，对自由能的一级近似的修正就直接等于微扰能量 V 的平均值.二级 

近似的修正总是负的，而 R 取决于 V 与其平均值 P 的均方偏差.特别是，如果平 

均值 [ 变为零，则由于微扰的结果，自由能就减小了. 

把 （32. 3) 中的二次项与一次项进行比较，我们就能阐明 h 述微扰法的适 


用条件.这时必须 注意： 无论是平均值乙还是均方值〈（1- P ) 2 〉， 粗略地 
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说，这两者都与粒子数成正比（参看§2中关于宏观物体热力学量的均方涨落 
的讨论）.因此可以把所求的条件表述为 ：属于 一个粒子的微扰能量应当比 r 
小得多叭 

现在我们对量子的情形作类似的计算.代替 （32. 1) 式，在这里必须写出 
相应的哈密顿算符表达式 

A A A 

H = H 0 ^ V. 

根据量子微扰理论（参看第三卷 §38) ，微扰系统的能级在精确到二级近似修正 
时的表达式为 

K ) + L (32.4) 

it ift 

式中匕°>是未微扰的能级（假定是非简并 的）； 求和号上的一撇表示应该把 m=n 
的项去掉. 


必须把该表达式代人公式 

Z e - 下， 
n 

并且像上面已进行的那样把它展开.经过简单的计算得到下面 结果: 



■ V ^ w - + ^7-( S （ 32.5) 

n n 

E (0) 

式中 ' 是“未微扰”的吉布斯分布. 

对角矩阵元不是别的，而是微扰能量 K 在该（第 n 个）量子态的平均值. 
因此和式 


y v w = v 

nn n ，舄 

n 

是 V 的完全平均值——既对物体的量子态进行了平均，又按不同量子态的（“未 


微扰”的）统计分布进行了平均.对自由能的一级近似修正等于^——这个结果 
在形式上与上面所得到的经典结果是一致的. 

可以把公式 （32. 5) 改写成 

，=厂。+ 匕-+ | 矣〈 ( 匕- 

(32.6) 

① 在把 （ 32. 2) 中的被积式展开时，我们是按•这个歎来展开的，它与粒子数成正比.严格地讲, 
绝非很小.但是取对数并把对败再次展开后，导致大项相消，结果就得到按 小撤展 开的幕 级数- 
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在这个表达式中，所有的二次项都是负的（因为、与芯广 - K 0> 同号）.因 
此在 M 子的情形下，对自由能的二级近似修正也是负的. 

正如经典的情形一样，这个方法适用的条件也是要求（属于一个粒子的）微 
扰能量比 r 小得多.然而众所周知，通常的量子力学微扰理论（给出 £ n 的表达 
式 （32. 4)) 能够适用的条件是要求微扰矩阵元比相应的能级之差小 得多； 粗略 
地说，微扰能 M 应该比那些彼此之间允许发生跃迁$的能级之差小得多. 

这两个条件绝非彼此一致的一温度与物体的能级没有任何关系.可能出 
现这种情况 ：微扰 能量比『是小得多，但同时比几个起主要作用的能级之差却 
并非很小，甚至还大得多.在这种情况下，热力学量的微扰理论（即公式 （32. 6)) 
可以应用，然而作为能级本身的微扰理论（即公式 （32. 4)) 却不能应 用了； 换句 
话说，由公式 （32. 6) 所表示的展开式的收敛范围吋能比推导 （32. 6) 所根据的展 
开式 （32.4) 的收敛范围还宽. 

当然，相反的情形（在足够低的温度下）也是可能的. 

如果不仅微扰能 M 比^小得多，而 a 连能级之差也比 r 小很多，则公式 
(32.6) 就可以大大简化.把 （32.6) 中的 m n ~ m 的幂次展开，在这 
种情形下我们求得 

尸=匕 + V nn -^[ I V „ J 2 > +〈(L - v nn ) 2 )l 

01 

但是根据矩阵乘法规则，有 

zn 2 + 匕 = X I ^ J 2 = z = ( v2 )""， 

in tn wt 

因而我们得到在形式上与公式 （32. 3) 完全一致的表达式.于是，在这种情形下, 
量子力学的公式在形式上转变为经典的公式®. 

§33按 ft 的幂次展开式 

公式 （31. 5) 实质上是自由能的 M 子力学表达式（3〗. 3) 在准经典情形下按 

h 幂次展开的级数的第一项，也是主要的一项.计算展开式中下一个不等于零的 
项也很有意义 （ E . Wigner ， G . E . Uhienbeck , L . Gropper ，1932). 

计算6由能的问题归结为计算配分 函数. 为此目的，我们利用配分函数就 

是算符的迹这一事实（参看 （31. 4)); 为了简化繁复的表达式的书写，我们 
引入符号 = 计算算符的迹吋以借助于任何一个完全的正交归一化波函数 


① 一 般来讲，这是一些使得物体中只有少数粒子的状态发生变化的 跃迁. 

② 更强的方法是所谓图技术，它能考虑热 力学敏 的整个微扰论级数，将在本教程的第九卷叙述. 
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系来 进行. 为方便起见，我们可以选择 W 个彼此不相互作用的粒子所构成的系 
统在某个很大的（但是是有限的）体积^中的自由运动的波函数来作为这样的 
波函数系. 

这种波函数具有形式 


t (33. \) 

式中1是粒子的笛卡儿坐标，而 P , 是相应的 动量； 我们将其编号，取 i = 1, 
2, …， s 的值，其中 s =3；V 是 iV 个粒子所构成的系统的自由度数. 

下面的计算对于由相同或者不同的粒子（原子）所构成的系统都是同样适 
用的.为了以普遍的形式考虑到这些粒子有可能是不同的，我们把粒子的质量 
也写上表征自由度的编号的角标 m , (对应于同一个粒子的三个 m , 值当然总是 
相同的）. 

在物体内存在相同粒子，则在景子理论中必须考虑所谓的交换效应.首先, 
这就意 味着： 波函数 （33. 1) 相对 f 粒子的坐标来说应该是对称的或者是反对称 
的——需视粒子服从哪一种统计而定.然而，实际上这个效应只是使得在自由 
能中出现指数型的小项，因而没有必要考虑.此外，粒子的量子力学的全同性会 
影响到应该怎样对粒子的不同动 M 值进行求和的方法一在下面，例如在计算 
量子理想气体的配分函数时，我们就会遇到这个问题.这个效应导致在自由能 
出现一个 A 二次方的项（见下面），所以也不影响我们在这里要计算的 ft 2 项.这 
样，在计算时我们可以完全不考虑任何交换效应. 

在 （33. 1) 的每一个波函数中，动量 p , 有确定的常数值.每个 p . 的全部可能 
值形成一个稠密的不连续的序列（两个相邻值之间的距离与系统所占据体积的 


线度成反比）.因此矩阵元（^〜匕对全部可能的动量值的求和可以用对 
d /J = dp 1 dp 2 - dp j 的积分来代替，同时要考虑到“占据”在相空间体积 V " d P (每个 

V s dp 


粒子在体积 K 的全部坐标值和在 dp 中的动错值）内的 M 子态数等于 


{2nhY 


引入符号 


= ex p( _ +2>w) ex P( _M) ex P (士 


(33.2) 


把它对所有的坐标进行积分就得到我们所感兴趣的矩 阵元: 


PH 


\p =吉卜. 


(33.3) 


由此再对动量进行积分，就得到所求的配分函数. 

因此，我们应该把/遍及整个相空间进行积分，更确切地说，应该遍及相空 
间内对应于物体的物理上不同状态的区域进行积分，其理由已在§31中说明; 
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7 dA 


(33.4) 


exp (-士(士 2>及 


如同在§31中一样，我们用积分号上加一撇来表明这种情况 

n 

我们首先来计算/这个 M ， 方法如下.求导数 

d / = 

a]s ~ * v h 二 ‘ " i i * v h 

(算符 P 作用在位于它右边的所冇因子上）.展开上式的右边，并利用物体哈密 
顿算符的明确表式 

p] ft 2 v 1 a 2 

. 2m, 2 V m i dq, 

式屮[/ = (/ U ,,(? 2 ，… ， t ) 是物体中所有粒子的相互作用势能.借助于 （33.5) , 
并经过简单的计算后，我们得到关于/的如下 方程： 


H 


1 


U 9 


(33.5) 


dfi i 2m t \ fi dq , dt 


)， 


(33.6) 


式 1 


^( p . q ) = X 


P , 


2m 


U 


是物体能量的通常的经典表达式. 

当/3=0时显然有/ = 1,上述方程应该在这个条件下求解•将 




代人，方程化为以下 形式: 




I 


h 


2 m , 

d 2 U 


X 


2i/3p‘a" 2i Pidx 

h dq ^ h dq k 


(33.7) 




dq 


心 ( 


dU 

dqi 


2 


2 谷 


dxdU 

dq\ 




(33.8) 


其边界条件 为：当 沒= 0时 ，; r = L 

为求得依 ft 幂的级数展幵，我们用逐次近似法来解方程 （33. 8) : 

^ = 1 + ^, + h 2 \i + …， (33. 9) 

当卢=0时式中的 t , h ， …都等于零.把这个展开式代人方程 （33. 8) ,并且把 fe 
的不同幂次的项分离出来，得到方程 


d/3 
办 2 


‘邱 


V 1 [ o-rr . o- d X\ n d 2 U ^2/ dU\^ 


dP V 2m 4 L — 吋厂 - * dq, • dq 
从第一个方程确定出然后从第二个方程确定出 AV 经过简单的计算后，我们 



得到 
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Xx 


¥ 


x 


P^djl 
m i dq i 


^ =-^(s --) 2+ fss --/f- 

+ @!y 丄 ( 也彳 2 _SLy 丄 ^^ 

6 V m^dqj 4 4 - m i dqY 
所求的配分函数 （33. 4) 等于积分 

Z = h Xl + h 2 X2 )e' $Elpi,) dr ： 

容易看出，在这个积分中 / i 的一次项变成 0. 这是因为，这一项中的被积函 
数是动量的奇函数 （ E ( PW ) 是动量的二次函数，而; h 按照 （33. 10) 是动董的线 
性函数），所以在对动量积分后变为零.因此，可把 （33. 11) 改写为形式 

Z = (1 + H 2 x 2 )j ， e^ Eip,,) dr i 
式中我们引人了依经典吉布斯分布的平均值; f 2: 

X 2 = ~r, - • 

I e' pE ^ 9) dr 

把配分函数的这个表达式代入公式 （31. 3) ，求得自由 能为： 

F = F cl \ +fe^ 2 ), 

或者在同样的精度下， 

P = F ^- JX 2 ^ (33.12) 

式中，是经典统计学中的自由能（公式 （31. 5)). 

由此可见，在6由能的展开式中紧接经典项之后的是 ft 的二次项.这并不 
偶然.我们用逐次近似法解方程 （33. 8) ，而量子常数仅以 i / i 的形式出现在该方 
程内； 因此所得到的展开式也是按 A 幂次的展开式.自由能是实数，所以在自由 
能中只能出现实数的幂次.因此在这里推导出的自由能展开式（不考虑交换 
效应）是按 ft 偶次幂的展开式. 


(33. 10) 

( 33 . 11 ) 


我们剩下的问题是计算平均值 f 2 . 在§29中我们看到 ：在经 典统计学中坐 
标的概率分布与动量的概率分布是相互独立的.因此对动量的平均和对坐标的 
平均可以分别进行. 


显然，两个不同的动量的乘积其平均值等于零，而平方 〆 的平均值等于 


因此可以写成 
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右边的第一项给出代表表面效应的表达式，第二项给出体积 效应； 由于物体的 
宏观性，第一项与第二项比较起来完全可以忽略不计. 


把这样得到的的表达式代入公式 （33.12) 并以 1/ r 代荇沐最后求得自 
由能的表达式为 

f 一+‘1 士 〈( g ) 2 〉. ( 33 . 15 ) 

我们看到，对经典值的修正项总是一个正的量，它由作用到粒子上的力的均方 
值来决定.这个修正项随着粒子质量的增加以及温度的升高而减小. 

根据以上所述，在这里所推导出来的展开式的下一项应该是四次项.这个 
情况使我们可以完全独立地计算# 项； 该项在自由能中的出现，起因于量子力 
学粒子全同性导致的动®:求和的某些特点.这一项在形式上与对理想气体进行 
类似计算时出现的修正项相同，因而（对于由 iV 个相同粒子构成的物体）由公式 
(56.14)： 

p (3, ，艽 3/2 心 3 

F (33 - ,6) 

所确定.正号属于费米统计的情形，负号属于玻色统计的 情形； g 是关于电子和 
核二者角动 M 取向的总简并度. 

所得到的这些公式也可以用于求出物体内的原子坐标与动量槪率分布函 
数中的修正项.根据在§5中得到的普遍结果，把/对扣积分后就得到动量的 
概率分布（参看 （5. 10)) 


dw p =常数 • dpj / dg . 

在/中的含有对坐标的全微商，对坐标积分后它给 出的量 代表表 


面效应，可以忽略不计.因 此有： 


=常数. exp | - ^- Jd /)|(1 + h 2 x 2 )e p ， dq . 

在 h 的表达式 （33. 10) 中的第三项和第四项在对坐标积分后给出一个微小的 


常数项包含动量），它在这一近似下噚以忽略不计.把因子^ ""如也归并 
到常系数中去，得 到： 

dw p =常数 . exp(-^V 1 - + 

\ 今 2 m ./ 8 m ? m ,. \ dq t dq k / 




P,Pk / d^U 
dq t dq k 


〉h 


式中所包含的平均值由如下关系式（类似于 （33. 14)> 相联系 


d 2 U 




因 此有: 


6 w 


常数.叫旮 ) h - 約 


PJh 


/ dUdll\ u p 

\ dq % dq k / 


(33. 17) 

用同样精度的指数式代替 （33. 17) 中方括号项，该表达式可以很方便地改写成 
如下 形式： 


V ^_\ lldp . 

^ 4" 2 m ； 247° m . m L \ da ： da L / J J 


dw p = 常数 . expl-gz 

l Ti ^ 2 m - 24 /合 m , m 4 \ bq x bq k f J 1 

(33. 18) 

因此，我们看到，对经典的动量分布函数的修正归结为把动 M 的一个二次 
式附加到指数中的动能上，这个二次式的系数与物体中粒子的相互作用定律 
有关. 

如果我们想求对于任意一个动 Mp , 的概率分布，就必须把 （33. 17) 对所有 
其余的动量进行积分.这时，所有带平方 — 0 的项给出一些常数，它们比1 
小得多而可以忽略不计，而所有带不同动 M 乘积的项积分后变为零.重新变为 
指数形式后，最后求得 • 


常数 • exp | - 1 - 


〈 ( M ) 2 〉] 卜. (33. 19) 


= 常数，卜為卜☆〈⑵‘〉]卜 • （33. 19 

我们看到，得到的分布与麦克斯韦分布的差别只在于用某个较高的“有效温度 
去代替真正的温度 
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用类似的方法可以计算出修正的坐标分布函数.在把/对动量积分后就得 
到坐标的分布函 数：. 


dw q :常数 • d ^/ dp . 


利用类似于获得表达式 （33. 13) 的计算，得到如下结果 


dw q =常数 • exp 


1 

T . 


U 


24 T 2 


I 


dU 


2 


+ 


h 2 


\2T 


I 


1 d 2 U 


2 


扣: 


:h. 


(33.20) 


§34 转动物体的吉布斯分布 


关于转动物体的热力学关系式的问题已经在§26中研究过了.现在我们来 
看，应该如何表述转动物体的吉布斯 分布； 这样就完全解决了关于转动物体的 
统计性质的问题.至于匀速平动，正如在 §26 中已经指出的，因为伽利略相对性 
原理，它对统计性质只起着无关紧要的影响，所以不必特殊考虑. 

在随物体一起转动的坐标系中，通常的吉布斯分布是正确的；在经典统计 
学中， 


p = ' J exp -- 叹乂 ， (34.1) 

*1 

式中 £'( p ，9) 是物体在该坐标系中的能量，它是物体粒子的坐标和动量的函数, 
而广是物体在该坐标系中的自由能（但是它决不同于静止物体的自由能）.能 

1 与静止坐标系中的能量 E ( PW ) 之间的关系式为 

E '( p t q ) = E ( p t q ) - ft • M ( p t q ) (34.2) 

式中是转动角速度，而是物体的角动量（参看 §26). 把 （34. 2) 代人 

(34. 1)，我们求出转动物体的吉布斯分布形式为 ® 

p = ( 2 ^ h )- t exp\ r ^ (34.3) 

T 


在经典统计学中，转动物体的吉布斯分布也可以表示成另外一种形式•为 
此，我们利用物体能傲在转动坐标系中的如下表 达式： 

[ = Z f ~\ -+"， (34. 4) 

式中 V 是粒子相对于转动坐标系的速度，而 r 是粒子的径矢（参看第一卷 
§39). 不依赖于/2的那部分能量我们用 


①分布（34.3>,像通常的吉布斯分布一样，是同§ 4 中由刘维尔定理（公式（4.2>> 出发所得到的 
结果完全符合的：分布函数的对数是物体的能 M 和角 动墩 的线性函数. 
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E 0 ( v \ r ) = X ^ Y ~ + U (34.5) 

来表示，于是就得到吉布斯分布的形式为 

p = (2irfe) _， exp -i- F’ - E 0 (v’ ， r) + m(fi x r) 2 J j- 

函数 P 决定处于相空间体积元 (Kdhdvd/^d/^dp:, …中的概率，其中〆 
= mi/+m(/2xO 是物体粒子的动景（参看第一卷 §39). 因为在求动量的微分 
时坐标应该看成常数，所以 d〆=mdV， 并且我们可以用粒子的坐标和速度表示 
概率 分布： 

dw =C expjy Z y(/2 x r) 2 ]}x 


x dx { dy x dz x •••di/ , u dy , ly di/ f ll ##0 , (34.6) 

为简单起见，在这里我们用字母 C 表示因子 （2 orfc ) ”与所有粒子质量的乘积, 
这些质量的乘积是在把动量微分变换为速度微分时而出现的. 

对于静出的物体我们有 




, 

C exp 

b 


F - E 0 (v ， r) 


, (34. 7) 


式中的表达式与 （34. 5) 相同，不过现在是静止坐标系中的速度的函 
数.因此，我们看到，转动物体按坐标和速度的吉布斯分布与静止物体的吉布斯 
分布之间的区别仅在于附加了一项势能，它等于 


一 + x r) 2 . 


换句话说，对物体的统计性质而言，转动相当于出现一个对应于离心力的 外场. 
科里奥利力并不影响这些性质. 

然而，必须着重指出 ：上述 结论只适用于经典统计学.在量子的情形下，对 
于转动物体用类似于 （34. 3) 式的统计算符表达式 


= exp 


F 9 - H ^ n ^ M 


(34. 8) 


才是正 确的. 形式上可以把这个算符化为与 （34. 6) 相应的形式，这时速度 V 用 
算符 6 = f -(/2 xr ) 来代替•但是这个矢 M 算符各分量彼此不对易，不像静止 

m 

坐标系中的速度算符6那样.因此，与 （34. 6) 式和 （34. 7) 式相应的两个统计算 
符，除了其中有一个存在着离心能量以外 ，一 般来讲，彼此之间还存在着重大的 
差别. 


§35粒子数可变的吉布斯分布 


直到目前为止我们始终默认 ：物体 中的粒子数是给定的常数.同时我们有 
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意不提各个子系统之间实际上可以发生.粒子交换这一事实.换而言之，子系统 
中的粒子数/ V 不可避免地会在它的平均值附近涨落.为了准确地表述这里的粒 
子数是什么意思，我们把系统中被包围在一个确定体积内的部分称为子系统, 
那么我们把/ V 理解为处于该体积内的粒子数災 

这样就产生了把吉布斯分布推广到粒子数可变的物体上的问题.在这电， 
我们只写出由相同粒子所组成的物体的 公式； 如何进一步推广到含有不同粒子 
的系统上去是很显然的（ §85). 

现在分布函数不仅号量子态的能量有关，而且还与物体中的粒子数/ V 冇 
关，并且能级 £\. v 本身在不同的/ V 下当然也是不同的（该情况用角标/ V 表明）. 
物体包含/ V 个粒 f 并且同时处于第 n 个状态的概率用 ％. v 表示. 

确定这个函数形式的方法与§28中获得函数％的方法完全一样.区别只 
在 于：介 质的熵现在不仅是它的能量 P 的函数，而且也是其粒子数 A 〃的函数， 
S，=S W ) •把 £，和 AT 写成 E. =E 10 、 -E nS m N ， = -/V(/V 是物体中的粒 

子数，是整个闭合系统中给定的粒子总数，它比 / V 大得多），根据 （28. 2)， 我 
们有 

=常数 • exp\S r (E (0) - U 0 、 - ； V)f 
(正如在§28中一样，把当成常数） • 

其次，把•^按和/ V 的冪次展开，而 R 仍然只保留到线性项.把等式 
(24. 5) 写成形式 

由这个式子得出 

/ dS\ -丄 / dS\ 一 ■ 

因此， 

S，（£( 0 〉- E nN 〆 0 、- N) ^ V (0> ) - ^ 


并且根据平衡条件，物体和介质的化学势/ X ( 正如温度一样）是相 同的. 
这样，我们就得到分布函数的如下表达式： 



= 4exp 


…- E nS 

T ~~ 



归一化常数 4 就像在 §31 中那样可以用热力学量表示出来.计算出物体的 


①在§28中推导吉布斯分布时，我们所考虑的实 质上庀 是在这种怠义 F 的子 系统： 从公式<28.2〉 
变换到 （28. 3), 我们对熵进行微分时.就认为物体的体积是忸定的 （ W 而介质体积也是恒定的）. 
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熵， 

S = - (\nw nN ) = - \nA -今 + 拳， 

由此得出 

TlnA = E - TS - fiN. 

但是云 = 而差是热力学势 a 因此， rin > l =/2, 而且可以把 （35. 1) 
改写成 

n + ftN - e hN 

w nN = exp --- • (35. 2) 

这就是粒子数可变情形的吉布斯分布的最后形式 

分布 （35.2) 的归一化条件，要求把首先对所有的量子态（在给定的 iV 
下）然后对所有的/ V 值求和的结果应当等于1: 

=1 - 

N n N n 

由此得到热力学势 /2 的如下表达式： 

O = - rin Z [ e ^ /r Y e e ，】. (35.3) 

N n 

除了公式 （31. 3) 以外，这个公式也可以用来计算具体物体的热力学量.公 
式 （31. 3) 给出物体的自由能作为 7\/ V 和 V 的函数，而公式 （35. 3) 给出物体的 
热力学势打作为 r # 和 V 的 函数. 

在经典统计学中，我们写概率分布形如 

= p„dp ⑻ dq ⑻， 

式中 

(1 + LL^f — E jl, ( p 

Pn : (2 irM ' 1 exp — M T NKP ^ H) (35.4) 

我们把变量 W 写成分布函数的角标；我们给相空间的体积元也写上同样的角 
标，以此强 调：与 每一个/ V 值对应的有它自己的相空间（其维数为 2 s ). 相应地, 
打的公式写成 

/2 = - Hn{ ^ e ^/rr e - £w ( P .,)/r dr 1 (35.5) 

最后，我们讨论一下在这里推导出的粒子数可变情形的吉布斯分布 （35. 2) 
与此前的分布 （31.1) 之间的关系.首先很明显，在确定物体所有的统计性质（除 
了物体中粒子总数的涨落以外）时，这两种分布完全 等效. 忽略 粒子数 W 的涨 


①这个分布有时称为巨正则分布. 
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落，我们就得到/2+/^ =厂分布（35.2)与（31.1)也就完全一致了.分布 （31. 1) 
和 （35.2) 之间的关系在一定意义下类 似于微 正则分布和正则分布之间的关系. 
用微正则分布描述子系统相当于忽略它的总能量的 涨落； 而正则分布在它的通 
常形式 （3 L 1) 下则考虑了这种涨落.但是，后者没有考虑到粒子数的涨落，可以 
说，它是“相对于粒子数的微正则分布”.而分布 （35. 2) 无论对能量或是对粒子 
数都是“正则的”. 

因此，所有这三种分布一微正则分布和两种形式的吉布斯分布，对于确 
定物体的热力学性质来说原则上都适用.从这种观点来看，区别只在于数学上 
的方便程度.实际上，微正则分布是最不方便的，而且从来不用于这个目的.最 
方便的通常是粒子数可变的吉布斯分布. 


§36从吉布斯分布出发的热力学关系式推导 


吉布斯分布在整个统计学中起着最主要的作用，所以在这里我们再给一种 
说法看其合理性.这个分布实质上早在§4和§6中就已经直接从刘维尔定理 
推导出来了.我们看到，应用刘维尔定理（与子系统分布函数可乘性假设一起） 

就能够得出，子系统分布函数的对数应该是其能量的线性 函数： 

lnw n = a + (36. 1 ) 

系数 )8 对于给定闭合系统的所有子系统来讲都是相同的（参看 （6. 4) 式，或经典 
情形的类似关系式 （4. 5)). 由此可得 

= e a ^ £ "； 

如果形式上引人符号 )3= - a 那么这个表达式在形式上就与吉布斯分 


布 （31. 1) —致.剩下来还需要 证明： 从吉布斯分布本身，即用纯粹统计学的方 
式，可以推导出基本的热力学关系式. 

我们已经看到， )8 这个量，因而也就是 r 这个量，对处于平衡状态的系统的 
所有部分应该是相同的.其次，显然应该有々<0,即 r > o , 否则归一化的和式 

就必然会发散（由于包含粒子的动能，能量 A 可以取任意大的数值）.所 

有这些性质都与热力学温度的基本性质一致. 

为了导出定量的关系式，我们从归一化条件 


出发.对这个等式取微分，把它的左边看成 r 和某些参量 A M A 2 ，…的函数，这些 
参量表征我们所考虑的物体所处的外部 条件； 例如，这些参量可以确定物体所 
占体积的形状和大小.能级匕依赖于 A , , A 2 ，…，以它们为参量. 

进行微分后，我们写出 
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n 


n 


dE F - E i ^ 

公 dA - -^r-dr] = 0 


( 为简短起见，我们在这里只考虑一个外参量 A ). 由此可得 


dF Z = dA X + y ( ^ - X 災 人 ) 

M n n 


在等式的左边， X w ^ = 1,而在右边 

2 >人 = 左， 


dE n dE 


n 


n 


n 


n 


再考虑到/ ^ -云 = 一 TSVA 及① 


dE 


n 


d \ 


A 

dH 
dA f 


(36.2) 


最后得到 




这就是自由能微分的一般形式. 

用同样的方法也可以得到粒子数可变情形的吉布斯分布.如果把粒子数看 

成动力学变量，则显然它（对于闭合系统而言）也是一个“运动积分”，并且同样 

也是可加性的.所以应当写成 

In w nN : a + E n + yN ， (36. 3 ) 

式中 y 也像 办一样 ，对于平衡系统的所有各部分都应该是相同的•设 


T f 


T ， 


1 L 


就得到形为 （35. 2) 的分布，然后用与上面相同的方法，就可以得到热力学势/2 
微分的表达式. 


①如果哈密顿算符/ /( 因而还有它的本征值 £ n ) 与某个参量 A 有关，则 

dX \ dA L 

(参看第三卷， （ H . 16)), 对它进行统计平均后就得到公式 （36. 2). 
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理想气体 


§37玻尔兹曼分布 

统计物理学最重要的研究对象之一，是所谓的理想 气体. 理想气体是指这 
样一种气体，它的粒子（分子）间的相互作用是如此微弱，以至于可以忽略不计. 
物理上允许这种忽略的前提 是：或 者粒子之间的相互作用在任何距离下都很 
小，或者气体足够稀薄.后一种情况更为重要，在这种情形下，气体稀薄导致它 
们的分子几乎始终彼此相距很远，在这种距离下相互作用力已经足够小了. 

由于分子间不存在相互作用，就可以把确定整个气体的能级^的量子力 
学问题归结为确定单个分子的能级问题.我们用^表示这些能级，其中角标 A 
是确定分子状态的量子数的集合.于是能量 A 可以表示为每个分子的能量之 
和的形式. 

但是，必须注意，即使不存在直接的力学相互作用，在量子力学中也有独特 
的处于相同量子状态的粒子间的相互影响（称为交换效应）.比如，若粒子服从 
费米统计,那么这种效应表现为在每一个量子态中不可能同时出现一个以匕的 
粒子对于服从玻色统计的粒子发生类似的效应，但以另一种方式表现出来. 

我们用\来代表气体中处于第 A 个》子态的粒子数 ， n 4 这些数有时称为各 
个量子态的占 有数. 我们来考虑怎样计算这些数的平 均值心 的问题，并且先来 
详细地研究对所有左有 


①应当强调一下 ：当我 们讲到单个粒子的设子态时，所指的总是由全部 S 子数的集合才能完全确 
定的状态（其中包括粒子角动量的取向，如果它具有这种子数的话）.不应当把坩子态和请子能级混为 
一谈一对应 T 同一个能级可以有一系列不同的 量子态 （如果能级是简并的）. 
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h k « 1 (37.1) 

的一种非常重要的情形.这种情形在物理上相当于足够稀薄的气体.以后我们 
将建立一个保证满足这个条件的判据，但是现在 d 经可以 指出： 事实上通常所 
有的分子气体或原子气体都是满足这个条件的.只有当密度大到使物质尤论如 
何也+能考虑为理想气体时，这个条件才被破坏. 

平均占有数 n 4 « l 的条件意 味着： 事实上，在每一时刻处于每一个量子态 
中的粒子不会多于一个.由于这个缘故，不仅粒子间的直接的动力学相互作用 
可以忽略不计，而且连上述它们之间的量子力学间接相互影响也可以忽略不 
计.这种情况也就使得吉布斯分布公式可应用于各个分子. 

事实上，我们是对任何大的闭合系统中较小的但同时又是宏观的部分来推 
导吉布斯分布的.由于物体是宏观的，可以认为它们是准闭合的，亦即在某种意 
义下可以把它们同系统中其它各部分的相互作用忽略不计.在这里所考虑的情 
形下，气体的各个分子是准闭合的，虽然它们绝不是宏观物体. 

把吉布斯分布公式应用于气体的分子，我们可以断言 ：分子 处于第&个状 
态的概率 lH 比于'从而在这个状态的分子的平均数 心也 正比于即 

h k = ae £k/T f (37. 2) 

式中 a 是常数，由归一化条件 


=/V (37.3) 

k 

来决定（/ V 是气体中的粒子总数）.由公式 （37. 2) 所确定的理想气体分子按不同 
状态的分布称为玻 尔兹曼 分布； 它是玻尔兹曼在1871年对于经典统计学的情 
形所发现的. 

在 （37. 2) 中的常系数可以通过气体的热力学量来 表示. 为此，我们再给出 
这个公式的一种推导方法，其基础在于把吉布斯分布应用于气体中处于一个给 
定 M 子态中的所有粒子的集合.我们之所以能这么做（即使粒子数心并不小）， 
是因为这些粒子与其余粒子之间（与理想气体中的所有粒子之间一样）没有直 


接的动力学相互作用，而量子力学的交换效应只对处在同一状态上的粒子才会 
发生.在粒子数可变的吉布斯分布的普遍公式（35.2)中，令£=; 1 / 4 ，~ = \，并 
把这个量写上角标 I 我们就得到\取各种不同值的概率分布的形式 

O k + n k (fi - e h ) 


exp 


T 


(37.4) 


特别是, u ;。 为第 A 个状态中完全没有粒子的 概率. 在这里所感兴趣的 
情况下，心《 1，这时概率％接近于1，所以在第 a 个状态中有一个粒子的概率 

表达式叫 =exp 中，可以略去高阶无穷小量，而令 e ft4/r = 1 . 于是 
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= exp 


M _ A 
~ ¥~ 


至于说到 n k >\ 的值的概率，则在同样的近似下可以认为它们等 于零. 因此 



我们就得到玻尔兹曼分布的形式为 



= exp 


M _ A 


由此可见，公式 （37. 2) 中的系数可以用气体的化学势 表示. 


(37.5) 


§38经典统计中的玻尔兹曼分布 


假如气体分子（以及分子内的原子）的运动遵循经典力学，那么我们就可以 
用分子在相空间中的分布，亦即按动量和坐标的分布，来代替按 M 子态的分布. 
设在分子的一个相空间体积元 

dpdq = dp { •^dp r dq l 999 dq r 

( r 是分子的自由度的数目）中所“含有”的平均分子数为 d / V ， 我们把它写成 

dW = n(p y q)dT f dr = ， (38. 1) 

(2 tt « ) 

并且把 〃（ P ,9) 称为相空间中的密度（虽然扣与相空间的体积元相差一个 
(27 T /0 …因子）.现在代替 （37. 5) 我们得到 

n { p , q ) = exp ^ ~ g (户 ， (38.2) 


式中 Wp ,9) 是一个分子的能 M ， 它是分子内原子的坐标和动讀的函数. 

何是，通常并非分子的全部运动都是准经典的，只有对应于它的一部分自 


由度的运动才是准经 典的. 例如，当气体不处于外力场中时，分子的平动总是准 
经典的，同时平动的动能在分子的 能量心 屮是一个独立分量，而能量的其余部 
分完全不包含分子质心的坐标 try 和动量这种情况使我们可以从 
玻尔兹曼分布的普遍公式中分离出一个因子，该因子决定气体分子按上述诸变 
量的分布.显然，分子在气体所占据的体积内的分布就是均勻分布，而对于单位 
体积内具有在给定间隔 dp s , dp Y , d Pt 中的（平动） 动董 的分子数而言，我们得到 


麦克斯韦分布公式 


dN . 


N 




V {2 nmT ) 
ZV /_ m _\ 3/2 


I7Y ex P 


2 


% 


■ 

P 


2 


P , 


exp 


2 mT 

( v\ + v) 4-^ )1 

IT 


dp , dp ， dp ,， 


dv x dv dv i 


(38.3) 

(38.4) 


(爪是分子的质量） > 该公式已归一化为在单位体积内有 f 个 粒子- 
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我们进一步考虑处于外场中的气体，并且认为分子在外场中的势能只是其 
质心坐标的函数 ： u = a (* ，: K ， z )( 例如，引力场就是如此）.如果在这个外场中平 
动是准经典的（实际上总是如此的），那么 Wmz ) 在分子的能 M 中就是一个 
独立的分址.按分子速度的麦克斯韦分布显然保持不变，而按质心坐标的分布 
由公式 

diV r = n 0 e- u>r * ,,/r dF (38.5) 

来决定. 

这个公式给出空间体积元 dV = dx 6 ydz 中的分 子数； 而 

n ( r ) = (38.6) 

这个 M 就是粒子数密度. 常数％ 是在 u =0的那些点的密度.公式 （38. 6) 称为 

玻尔兹曼公式. 

特别是，在沿着 z 轴方向的均匀重力场中， mg ;:， 气体的密度分布由所谓 
的大气压公式 

n ( z ) = n 0 e~ mgt/T t (38.7) 

式中％是在2=0的水平面上的密度. 

在距离地球很远的地方，引力场应该用精确的牛顿公式来描述，并且势能“ 
在无穷远处变为零.按照公式 （38. 6) ，这时气体的密度在无穷远处应该具有不 
等于零的有限值.但是有限数量的气体不可能以到处都不等于零的密度分布在 
无限大的体积内.这意味着 ：在引 力场中，气体（大气）不可能处于平衡状态而必 
然会连续不断地弥散到空间中. 


习 题 

1. 设有一半径为 尺， 长度为/的圆柱体，以角速度绕它自己的轴转动 （圆 
柱体内共有/ V 个分子），试求圆柱体内的气体密度. 

解：在 §34 中已经指出，物体的整体转动相当于具有势能的外 

力场 （ r 是到转动轴的距离）.所以气体的密度为 

n ( r ) = Ae ^ 2 ^. 

归一化后给出 

打⑺ = 2^r/(e^ r -l)' 

2. 求相对论性理想气体的粒子按动量的分布. 

解：相 对论性粒子的能量用它的动量来表示时为 e - c y / m 2 c 2 +/> 2 ( c 是光 
速）.归一化以后按动量的分布为 





现在我们来研究气体分子彼此间的碰撞.为此必须预先求出分子按它们彼 
此间的相对速度（速度总是指的质心的速度）的分布函数.因此我们选取任意 -- 
个分子并研究其余所有的分子相对于这个分子的运动，亦即对于每一个分子来 
说我们不考虑它（相对于器壁）的绝对速度考虑它相对于其它某个分子的 
相对速度换句话说，我们不讨论单个分子的运动，而每次都考虑一对分子的 
相对运动，并且对它们的共同质心的运动不感兴趣. 

大家从力学中知 道：两 个质点（其质量为 m , 和 m 2 ) 的相对运动的动能等于 


其中 


是它们的“约化质量”，而是相对速度.因此理想气 


2 


体的分子按相对速度的分布具有按绝对速度分布同样的形式，不同的只在于 m 

被约化质量 m ’ 所代替.因为所有的分子都是相同的，所以，因而我们得 

到在单位体积内相对于某个给定分子的相对速度位于 V 和 r / + dr / 之间的分子 
数表达式为 


d/V_. = 


f( 




exp (一 


AT 


dv\ 


(39.4) 


分子的相互碰撞可以伴随着各种不同的过程 ：偏离 （散射）一定的角度、分 
解为原子等等.在碰撞时发生的这些过程通常用它们的“有效截面”来农征 .一 
个给定的粒子同其它粒子碰撞时，所发生的某种过程的有 效截面 或简称截面， 
就是单位时间内发生这种碰撞的槪率与粒子流密度的比值.（粒子流密度是 
单位体积内相应的粒子数和它们的速度的乘积. ） 因此一个给定的粒子（在单 
位时间内）与其它粒子发生碰撞而同时伴随着有效截面为^的某种过程的次 
数等于 




3/2 


exp 


4 T 


3 dv\ 


(39.5) 


在单位时间内气体的整个体积内所发生的这种碰撞的总次数显然等于 〆 

习 题 

1. 求速度方向与器壁表面法线的夹角位于 （9 和 0 + 之间的气体分子在 
单位时间内碰撞到单位面积器壁上的次数- 


解： 


= 


N l IT 


sin 6 cos 0 6 6 . 


2. 求速度的绝对值位于 i / 和 + dr ; 之间的气体分子在单位时间内碰撞到 
单位面积器壁上的 次数. 
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解： 


dp 


N t 


\ 


3/2 


v 




Tf 


dv. 


3. 求单位时间内碰撞到单位面积器壁上的气体分子的总动能. 

解： 




4. 求一个分子在单位时间内与其余的分子发生碰撞的 次数. 在这里分子可 
以看成是半径为 r 的 刚球. 

解 ：分子 相互碰撞的有效截面现在是 a =« rr (2 r ) 2 = 4 Trr 2 (因为每当分子彼 




此接近到小于 2 r 的距离时就发生碰撞）.将其代入 （39. 5) 式，求得 




\6r 2 P 



§40非平衡的理想气体 

玻尔兹曼分布还可以用另一种完全不同的方法推导出来，即把整个气体看 
作为一个闭合系统而从它所有的熵应为极大值的条件推导出来.这种推导具有 
极为重要的独特意义，因为它所依据的方法使我们能够把处于任何非平衡宏观 
状态的气体的熵计算出来. 

理想气体的任何宏观状态可以用下述方式来表征.我们把气体中单个粒子 
的全部量子态分成许多组，每一组包含许多邻近的状态（例如 能鲎相 近的状 
态），并且每组中的状态数和处于这些状态中的粒 T 数都非常大.我们把这些状 
态组用号码7 = 1,2,…来进行编号，设 G 是第 ） 组中的状态数,％是在这些状态 
中的粒子数.于是 ，数％ 的集合完全表征了气体的宏观状态. 

计算气体的熵的问题归结为确定该宏观状态的统计权重 Ar 的问题，也就 
是确定这个宏观状态可能以多少种微观方式来实现的问题.把' 个粒子所组 
成的每一组看成是一个独立系统，并用来代表它的统计权重，我们就可以 
写出： 

Ar = Ar ; . (40. l ) 

由此可见，问题归结为计算 Ar r 

在玻尔兹曼统计中，所有量子态的平均占有数比1小得多•这就意味 着：粒 
f 数'应当比状态数6小得多但是它本身当然还是很大的.在§37 
屮已经阐明，由于平均占有数很小，可以认为所有的粒子彼此完全独立地分布 
在各个不同的状态中.把/ V ,个粒子中的每一个粒子都放到 C , 个状态中的任何 
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一个状态中去，我们总共得到种可能的分布，但是其中有许多种分布是等同 
的，区别仅仅在于粒子的不同排列（所有的粒子都是等同的） . ％个粒子的排列 
数目是 '! ，因此,％个粒子在个状态中分布的统计权重等于 


△厂 




(40.2) 


取统计权重的对数，就算出气体 的熵: 


S = lnA/^ = Z InA/^y 
把 （40.2) 代入，我 们有： ； 


S = ^ lnG j - InTVJ). 

注意到 '这些数都很大，对 ln /^! 可以运用近似公式$ 

lnA ^! ^ N Inf ―) 


(40.3) 


得到 

5 = 2 ^ ln ^ (40 4) 

这个公式确定了处于任意宏观状态（由' 这些数的集合来确定）的理想气 
体的熵，因而也就解决了上面所提出的问题.我们用\来代表第 > 组中每个童 

子态中的平均粒子数：'，就可以把 （40. 4) 式改写为 


S = Z 冬. (40.5) 

J 氏 j 

如果粒子的运动是准经典的，则在这个公式中可以变换到粒子在相空间内 
的分布.我们把粒子的相空间分成许多个区域 Ap (/> A 9 (;> ，每一个区域都很小，但 
是仍旧包含着很多粒子.“包含”在这些区域中的量子态的数目等于 


(» A ^0) 


= Ar 


(40.6) 


， (2irfc) r 

( r 是粒子的自由度数目），而在这些状态中的粒子数可以写成形式％ = 


n ( p 參 T … ，其中 n (/> W ) 是粒子在相空间中的分布 密度. 我们把这些表达式代 
人 （40.5), 注意到这些区域都很小而它们的数目很大，我们就可以把对 y 


的求和用遍及粒子的整个相空间的积分来代替: 


S = fn In — dr . (40,7) 

J n 

在平衡状态，熵应该具有极大值（在应用于理想气体时，这个论断有时称为 

① 3 / V 很大时，可以近似地用积分 In * d * 代替和式 In/VJ =lnl + ln 2 + … ♦ In / V . 由此得到 （ 4 0. 3 广 
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e k 的可能值的集合对于气体中所有的分子来讲都是相同的，因此和式 

k 

对于气体中所有的分子来讲也是相同的. 

但是，必须注意到下述情况.在 w 个不同^值的所有各种可能的集合中， 
有许多集合的区别只在于气体分子在各&能级上的不同排列，由于气体分子 
是等同的，所以这些集合对应于气体的同一个最子态.但是在公式 （41. 1) 的配 
分函数中，每一个状态只应该计算一次因此，我们还必须把 （41. 2) 式除以 /V 
个分子彼此间可能的排列数目，即除以 NI ②. 

因此， 


n 


N \ 


(Se-)\ 

k 


把这个表达式代入 （41. 1) 后，我们 得到: 


T ln / VJ . 


(41.3) 


因为/ V 是个很大的数，所以可以对 TV ! 应用公式 （40.3). 
结果我们得到如下 公式： 


F = - 


1 位 


(41.4) 


利用这个公式，就能够把相同粒子所组成的而且遵循玻尔兹曼统计的任何气体 
的自由能计算出来. 

在经典统计学中，公式 （41.4) 应该写成形式 


F = - / Vrin -^ Je - ^ dr , 

式中积分是遍及分子的相空间来进行的，而 Ch ■由 （38. 1) 式给出. 

§42理想气体的物态方程 


(4 K 5) 


在§38中已经指出，气体分子的平动总是准经典的，并且分子的能最可以 
写成形式 


2 丄 2 

4,/VP:) 


2 


(42. 1) 


式中第一项是分子的平动动能，而 <代表与分子的转动和它的内部状态相对应 
的能级;< 既与速度无关，也与分子质心的坐标无关（假定没有任何外 场）. 

公式 （41.4) 中对数号下的配分函数，现在应该用下式来 代替： 



(42.2) 


① 参看§31的第二个脚注 • 

② 这里重要的是，在玻尔兹曼统计中包含有相同 A 的项在（ 4 1.2)式中所起的作用应可忽略 不计. 
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(对 dV = ckd y dz 的积分是遍及气体的整个体积 V 来进行 的）. 于是我们得到 fl 
由能为： 


F 


=-叫苷( 


mT \ 
2 nft 2 / 


3/2 



(42.3) 


当然，如果对分子的性质不作任何假定，出现在上式中的和式是不可能以 
普遍形式计算出来的.但是值得注意 的是： 它只是温度的函数.因此自由能对体 
积的依赖关系可以由公式 （42. 3) 完全确定，这就使得我们可以从这个公式获得 
有关（不处于外场中的）理想气体性质的一系列重要的普遍结果. 

在 （42. 3) 中把包含体积的项分离出来，我们就可以把这个公式写成 

F = - NT \n 令 + Nf ( T ) ， (42.4) 

式中/(『)是温度的某个函数. 

由此可得气体的压强为 

D dF NT 

r = - = -, 

dV V 9 
或 

PV = NT . (42.5) 

这样，我们就得到了著名的理想气体物态方程（克拉 珀龙方程）. 如是温度以开 
尔文 （ K ) 来量度，则 ® 

PV = NkT . (42.5 a ) 

知道了厂也就可以求出其它的热力 学量. 例如，热力学势等于 


(P 


= -AT In g 


+ yv/( T ) + pv . 


根据 （42.5) 用 p 和 r 来代替以少应该表示成 P 和 r 的函数），并且引人一个 


新的温度函数 i ( r ) =/(n - rinr ， 我们 得到： 


熵被确定为 


少 = AT inP + NX ( T ). 


S =-g = /Vln^-ZV/^D, 

或者表示为/ > 和 T 的函 数： 

S = - = -/Vln 尸- ! W ( T ), 


(42.6) 

(42.7) 


(42. 8) 


最后，能量等于 


①对于 I 摩尔分子的气体而言 （/V =6. 023 x 10 23 / mol 是阿伏伽德罗 常董〉 .乘积/? = / Vt 称为气体 


/?=8*3I4 x 10 7 crg/K =8.314 J/K. 
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E = F ^ TS = Nf ( T ) - NTf ’（ T ). (42.9) 

我们看到，能 M 只是气体温度的函数（焓 W = E ^ PV^E + AT 也只是温度的函 
数）.其实，这个情况早就是很明显的——因为理想气体的分子被假定为彼此不 
相互作用的，所以在气体的总体积变化时，所引起的分子彼此间平均距离的变 
化不会影响气体的能量. 

与£和『一样，热容 1 = (^1) 和也只是温度的函数•以后我 

们将更方便地使用属于一个分子的热容，并 R 用小写字母 c 来表示 它们： 

C v = Nc v , C p = Nc p . (42. 10) 

对于理想气体，有取- £ = AT , 所以差为一普适常数① 

C P - c v = 1 - (42. II ) 

习 题 


1. 试求在等溫过程中把理想气体的体积从 h 变到 V 2 (或把压强从 G 变 
到/^)时对它所做的功. 

解：所 求的功 尺 等于气体的自由能的改变，根据 （ 42. 4) 我 们有： 

V, P 2 

R ^ F 2 - F } ^ NT \n~ ^ NT In 
在该过程中吸收的热量为 

v 2 

^ = r(S 2 -5,) = NT In 

后者也可以直接用以下的方法求 得：尺 + p 是能量的改变，在等温过程中对于理 
想气体来讲它等于零. 

2. 两种相同的理想气体处于两个容器中，它们具有相同的溫度 r 和相同的 
粒子数/ V ,但是具有不同的 压强尸 ，和尸 2 .然后把两个容器连通，试求熵的改变. 

解： 在两个容器连通以前，两种气体的熵等于它们的熵之和，即等于 

5 0 = - /V InP , P 2 - 2NX'{T). 

在把容器连通以后，气体的溫度保持不变（这是由于两种气体的能量守恒所 
致）.压强由关系式 

1 + K 1/1 1 、 

P 2NT 2 \p { P 2 I 

来决定.熵现在等于 

① 值得提醒，因为热容是能 M (热 》) 对温度的导数•所以在变换到通常的单位 （ K > 时在公式中必 
须作代换 c — c / k . 例如，公式 （42. 1丨 > 在通常单位下 为 wk . 
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S = 2 /V In 


2/>九 


2NX\T). 


因此，熵的改变为 


AS = in 


( P , +^) 2 


4 P ' 2 

3. —个圆柱体容器（半径为/?,高为 /) 以角速度绕它本身的轴转动，试 
求处于该容器中的理想气体的能量. 

解 ：根据 §34,转动相当于呈现一个“离心 ; 力”外场，其势能为 



( r 为粒子到转动轴之间的距离）. 

当有外场存在时，在 （42. 2) 的被积式中多出一个因子〃，与此相应，在 
(42. 3) 式的对数的宗量中，体积 K 用积分来代替.因此我们得到 下式： 

F = F 0 - NT lnyJe^dK, 

式中/^是气体在没有外场时的自由能. 

在这里所讨论的情形下，借助于这个公式我们得到自由能（在转动坐标系 

中）为 : 

/^ = F 0 - AT In - 「|| e 2r lixrdrAz = 

° irR 2 lkk 



- NT In 


2T 

mQ 1 R 1 



气体的转动角动量为 


M 


dF. 


2NT 

~7 T 


+ 


NmR 2 n 




在随物体一起转动的坐标系中的能量为 

dF f 


E f ^ F r -T 


= 芯。 一 


NmlfR 1 


dT - 2(1 

而在静止坐标系中的能量为（参看 （26. 5)) 


mf) 2 R 2 /2T 


NT 、 


E = E， + Mf} = E 


Nmit R 1 


o 


2(1 


-mffiR 2 /2T 


一 NT 


(E 0 是静止气体的能量） • 

§43 热容为常数的理想气体 


以后我们将看 到：在 一系列重要的情形下，气体的热容——在或大或小的 
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温度范围内——是与温度无关的常数.考虑到这种情况，在这甲.我们将以普遍 
形式计算出这种气体的热力学量. 

把能量的表达式 （42.9) 进行求导，我们求得函数 /( r ) 同比热的关系为 

- Tf \ T ) = c u . 

把这个关系式进行积分，我们得到： 

f ( T ) =- cJ \ nT-^T + e 0 , 

式中（和 Q 为常数.把这个式子代人 （42. 4) ，我们最后得到自由能的表达式如 
下： 

F = - /Vr In ^ - NcT lnr - NrT. (43. 1 ) 

N r 


常数 < 称为气体的化学常数•我们得到能 量为： 

E = Ne 0 + NcJ , (43.2) 

即能量是温度的线性函数. 

把 PV = AT 这个量附加到 （43. 1) 中去，并且用压强和温度来表示气体的体 

积，就可以得到气体的热力学势价我们 求得： 

(p = Ne 0 + NT \uP - NcJ \nT - N ^ T . (43.3) 

火含等于 


W 二 Ne 0 + Nc p T . (43.4) 

最后，把 （43. 1) 和 （43. 3) 式对温度进行求导，我们就分别求得用7 1 和 V 或 T 和 
P 来表示的煉： 


S=^ln ¥ + ^lnr + a + 0 /V, (43.5) 

S 二 -N InP + Nc p lnT + (( + c p )N ， (43. 6) 


特别是，从熵的这两个表达式出发可以直接求得（具有恒定热 容的〉 理想气 
体的体积、温度和压强之间在绝热膨胀或绝热压缩（所谓泊松绝热）条件下的相 
互关系.因为在绝热过程中熵保持不变，所以从 （43. 6 )式我 们有 ： -；V + 

Nc p hr = 常数，由此得出 f = 常数，再利用 （42. 11)， 我 们有： 

=常数， （43.7) 

式中 y 代表常数比值 

r = (43.8) 

C P 

再利用物态方程= AT , 我们得到 r 和 p 之间以及 p 和 k 之间的关系式 各为: 

rr l -常数，= 常数. (43.9) 
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习 题 

1. 两个相同的理想气体分别处于体积为 I 和 v 2 的两个容器中，它们具有 

相同的压强 P 和粒子数/ V ,但是具有不同的温度7\和 7 V 然后把容器连通，试 
求熵的改变. 

解：在 容器连通以前，根据 （43. 6) 两个气体的熵（等于它们的熵之和）为5。 
= -IN \nP + Nc p In T x T 2 ®. 在容器连通以后，气体的溫度变为相等.两个气体的 
能量之和保持不变.利用能量的表达式 （43.2) 我们 求出： 

T + T 2 ) 

(7 1 是变为相等后的温度）. 

在容器连通以后，气体有 2/ V 个粒子，并且占据体积 

N ( T { + T 2 ) 

h h 

2NT 

现在它的压强等于即保持 不变. 因此燏等于 

V, + V 2 

r + r 

S = -2 /V inP + 2 Nc . In 1 ^ , 


熵的改变为 


A5 = S 


Nc- \n 


(T, + T 2 ) 2 

^t x t 2 


• 2. 试求绝热压缩时对理想气体所做 的功. 

解： 在绝热过程中，热量（？=0,因此 /?=£ 2 - E , ,其中 e 2 - e x 是过程中能量 
的改变.根据（43.2)我们求得/?=胱,（7' 2 - r ,), 其中 r 2 和厂 分别是过程之后 
和过程之前的气体 溫度； 利用关系式 （43. 9)，/?可以用开始的体积 V ,和最终的 
体积 h 来 表示： 


r / V 广 1 

r - Nc M ( v ) - 1 ) 


Nc 


m 卜③ 


3. 试求气体在体积恒定的过程（等容过程）中所获得的热量. 

解 ：因为 在这种情形下，功=0,所以我 们有： 

Q = H Nd T x ). 

4. 试求气体在压强恒定的过程（等压过程）中所获得的功和热量. 
解：在恒定的压强下，我们有： 


①熵和能倣中的常数项在解决问®时是无关紧要的，因此我们总是把它们荇 略掉. 
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由此得出 

R = N(T X - r 2 ), Q = Nc p (T 2 - r,). 

5. 如果把气体按照 pr = a 的规律（多方过程）从体积 h 压缩到体积 V 2 , 
试求对它所作的功和它所获得的热量. 

解：功 



因为热量与功之和等于能量的总改变，所以我们得到 ： <? = / vc ,( r 2 -八） -/?, 又 
因为 r = pvyyv = ( d / zv ) 〆 -11 , 所以 

Q = «( c , + r ^)( K -- v ：-*). 

6. 设一理想气体经历了一个循环过程（即在过程结束后回复到初态），这 
个循环过程由两个等容过程和两个等压过程所 组成： 气体从压强和体积为尸，， 
V, 的状态过渡到 P lt V 2 的状态，再到 P 2t V 2 的状态，再到 P 2 ， h 的状态，最后仍 
旧回到的 状态； 试求对这个气体所做的功和它所获得的热量. 

解：能 f 在循环过程中的改变等于零，因为初态是同终态重合的.因此在这 
样的过程中所获得的功和热量彼此相等而符号相反 （/? = -<?). 为了求出在这 
种情形下的尺，应当 注意： 在等容过程中，功等于零，而在两个等压过程中，功分 
别等于 - P,(h - V ,)和-尸 2 ( V \ - V 2 ). 因此， 

及= -p r ). 

7. 同上題，但是循环过程由两个等容过程和两个等温过程构成，气体状态 
的体积和温度依次为： 1 ) V x J r% 2) v ,, r 2 ；3) v 2 , r 2 ；4) v 21 t ]； 5) v , j ,. 

解： 

R = (T 2 - T } )N\n 

8. 同上，但循环过程由两个等溫过程和两个绝热过程构成，状态的熵、溫度 

和压强依次为 ： i ) s lt T lt p l； 2) s Xf T 2 ；3) S 2 ,r 2 ,p 2 ；4) s 2 , r ,；5) s ,， r,,/v 

解： 

0 = ( 7^ - ) (<S 2 - S,) = ( ^2 ~ In —+ Nc f In 

9. 同上，但循环过程由两个等压过程和两个等溫过程构成，状态依 次为： 

1 ) P it T l ； 2) 尸"。;” p 2 ， r 2; 4) P 2 f r ,；5) 尸 "7 V 

解： 在两个等压过程中对气体所作的功（见习題 4) 分别等于 / v ( r , - r 2 ) 和 
/ v ( r 2 - r ,) ,而在两个等溫过程中分别等于 at 2 和 at , hi ^. 它们之和等 

1 I * ， 
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在容器连通以前，两个气体的能量为£：。 =2 Nc v T q . 在容器连通以后，两个气 
体的能量为 E =2NcJ. 因此最大功为 

2 zl 

^ : E 0 - E : 2Nc p (T 0 -T) = 2Nc v T 0 \\ -( , ，二 ) 2 • 

\ ( V, + K 2 ) / 

13. 同上題，但是在容器连通以前，气体具有相同的压强 P 。， 而具有不同的 
溫度 r , 和 r 2 . 

解 ：类似 于习題12的解法我们 求得： 

TJ 2 

(T, + T 2 ) 2 

14. 把理想气体在恒定温度（等于介质的溫度 r = r Q ) 下从压强 p , 压缩到 
压强尸 2 ，试求对它必须做的最 小功. 

解 ：根据 （20. 2) 式，最小功 R mm = ( £； 2 - £, ) - r 0 ( S 2 - S ,) +尸 0 ( v 2 -6),其 
中角标1 和免标2 分别表示气体在压缩前、后的量.在这里所给定的情形下，能 
量 E 不发生变化（因为溫度不变），即 =0. 利用 （43. 6) 式，我们求得压强 

从 P , 改变到匕时熵的改变为 ： S 2 =yv In 而体积的改变为 - V , = 

尸2 

由此我们 求出： 

、.,= ^o[ln^ + P 0 (i--i-) • 

15. 把理想气体在恒定体积下从溫度 r 冷却到介质的溫度7；,试求这时可 

能获得的最大功. • 

解： 根据普遍公式 （20. 3)，我们 求得： 

= Nc v (T-T 0 ) + Nc o T 0 In 

16. 同上题，但气体从溫度 r 冷却到介质的溫度『。，同时它的压强从尸膨 
胀到介质的压强 /V 

解： 

尺腿 = Nc v {T-T q ) + NT 0 In ^ + Nc p T 0 \n ^ + r ^ - r o ). 

17. 气体从一个绝热的大热库流入一个绝热的空容器，热库的溫度为心， 
热库中的压强保持恒定.试求在这个过程中气体溫度的改变 • 

解： 气体在容器中的能量£等于气体在热库中所具备的能量五。加上气体 
从热库“排出”的过程中对气体所做的功.因为气体在热库中的状态可以看成是 
稳定的，所以我们得到取。=五的条件（参看§ 1 B ). 因此气体在容器中的溫度为 
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气体 


T = yT 0 . 

§44能量均分定理 

在考虑到各种量子效应来详细计算气体的热力学量以前，先从纯经典统计 
学的观点来研究一 F 这个问题是有益处的.以后我们将看 到：在 怎样的情形下 
以及在怎样的程度上这样得到的结果可以应用于实际气体. 

分子是由原子构成的系统，原子在一定的平衡位置附近作微小的振动，这 
些位置相应于它们的相互作用势能的极小.这里的相互作用势能形为 

U + X 〜 ㈣ ， 

a ,k * I 

式中 A 是所有的原子都处于平衡位置时的相互作用 势能； 各 g 是表征原子对平 
衡位置偏离程度的坐标，第二项是这些坐标的二次函数.在这个函数中坐标的 
数目 r ， lb 是分子振动的自由度的数目. 

自由度的数目可以由分子中的原子数〃来决定.就是说个原子的分子总 
共有3/1个自由度.其中三个对应于分子整体的平动，三个对应于分子整体的转 
动.如果全部原子都位于一条直线上（特别是，在双原子分子的情形），则转动自 
由度总共为 2. 由此可见， n 个原？的非直线型分子总共有 3 n -6 个振动自由 
度，而直线型分子有 -5 个振动 Q 由度.当然，在 n = l 时，根本就没有振动自 
由度，因为原子的三个自由度全部相应于分子的平动了. 

分子的总能量 e 是势能与动能之和.动能是所有动量的二次函数，动 董的 
数目等于分子的自由度总数 3 m 因此能量 e 具有形式 +/ B (p j ), 其中 
/ B ( PW ) 是动 M 和坐标的二次 函数； 这个函数中的自变量的总数为/=6« -6( 对 
于非直线型分子）或/ = 6 n - 5( 对于直线型分 子）； 在单原子气体的情形中， 
/ =3,因为能置的表达式中根本不出现坐标. 

把能1的这个表达式代人公式 （41.5), 我 们有： 

F = - AT In -e 一 ^ ~dr. 

N J 

为了确定上式中的积分对温度的依赖关系，我们对函数 / U ( P ,9) 所依赖的所有 / 

个自变量作的变换.由于这个函数是二次式，所以有： 

fa (P4) = T fn (P’ ， 7 ’） ， 

因而在被积式的指数中的 T 被消去了.包含在 d T 中的这些自变量的微分经过 
变换后给出一个 r i /2 的因子，它可以提到积分号外面来.对各振动坐标 9 迸行积 
分所遍及的坐标值范围应该相当于原子的振动保持在分子内部的范围.但是， 
因为被积函数随着 q 的增加而很快地减小，所以积分可扩展到从 - 00到 
+ 00的整个区域，就像对所有的动量值进行积分时那样.于是，我们所作的变 M 



代换并不改变积分的上下限，因而整个积分是一个与温度无关的常数.对分子 
质心坐标进行积分所给出的结果就是气体所占据的体积 V ,考虑到这一点，结果 
我们就得到自由能的表达式为 



(式中4是常数）.把对数展开，我们就得到与热容为常数情形下的 （43. 1) 式同 
一类型的表达式，在这里常数热容等于 



(44. 1) 


相应地，热容 + l 等于 


I + 2 



(44.2) 


因此，我们看到纯粹经典的理想气体应该具有常数 热容. 同时公式 （44.1) 
使我们找到下述法 则：分 子能量 dp ，？） 中的每一个变量在气体的热容 q 中都 

占有相等的一份 +( 在通常单位下取，也就是说每一个变量在气体的能量中 


都占有相等的一份这个法则称为能量均分定理. 

对于平动和转动的自由度来说，能 M f ( P ， g ) 中只包含与它们对应的动量, 
注意到这一点，我们可以说，这两类自由度中的每一个自由度对热容的贡献等 

于对于每一个振动自由度来说，能量中包含有两个变最（坐标和动 

量），因而每一个振动自由度对热容的贡献等于 1. 

对于我们在这里所讨论的模型，很容易在普遍形式下求得气体分子按能量 
的分布.为了方便起见，我们现在假 定：分 子的能量是从^开始算起的，也就是 
说，在 Hp ，7) 的表达式中把这个常数去掉.我们来考虑分子相空间中这样一个 
体积 ：其中 的点所对应的能量值 WPW ) 小于和等于某个给定值&换句话说，我 


们来确定 7 ■(幻= jd T 的积分，这积分所遍及的区域为 Hp ,9) 矣&根据上面所 
述 9) 是〖个变量的二次 函数. 能量 dp ,9) 依赖于/个变量 P , 9,现在我们 


引入/ 个新变量来代 替这/ 个 变量. 于是条件 e ( p , q )^ e 变换 

%! e y/e 

为 


而 JdT 变为^ " jd〆 . 积分 jW ' 显然与 S 无关，因此 ,T = 常数 • 由此得出 



dr (^)= 常数 • 

以及按能量的概率分布为 

dw g = Ae ^ s T 1 ds . 

由归一化条件确定 >4,我们就 求出： 



(44.3) 


习 题 

试求在相对论性的极限情形（粒子的能量和动量之间的关系为 
光速）下理想气体的 热容. 

解 ：根据 （41. 5)，我 们有： 

w j 00 

F 二一 NT In --- rf e ^4irp 2 d/>. 

/V(2TTfe) Jo ^ 


= cp , c 是 


进行积分后我们 得到： 


NT In 


AVT " 


( A 是常数）.由此我们得到热容的 值为： 

= 3, 

即两倍于非相对论性单原子气体的热容 • 


§45 单原子理想气体 

为了彻底计算出理想气体的自由能（其余的热力学 M 也就同它一起计算出 
来），需要把公式 （42. 3) 中对数宗 M 中的配分函数 

k 

具体地计算出来.式中 < 是原子或分子的能级（不计粒子的平动动能）.如果求 
和只是遍及所有不同的能级，那么必须考虑到能级可能是简并的，因而相应项 
必定在遍及全部状态的求和中多次出现，其次数等于简 并度. 我们用 A 来代表 
能级的简 并度； 由于这种关系，能级的简并度常常称为能级的统计权重.为了简 
便起见，我们省略掉 < 上的一撇而把我们感兴趣的配分函数写成如下形式 

z = 戈 （45.1) 

k 

气体的自由能为 

F 二一 NT lnf^f z\. (45.2) 

N\2W) 


§45 单原子理想气体 


• 117 • 


现在来考虑单原子气体，首先，我们提出下述的重要事实.气体中处于激发 
态（包括相应于原？电离的连续谱中的状态在内）的原子数随着温度的升高而 
增加.当温度不太高时，气体中电离原子的数目相对而言是微乎其微的.但重要 
的是： 只要在 r 与电离能/_同数量级的温度下（而不只是在的条件 
下——关于这一点参看§ 104) ,气体实际 h 已经差不多完全电离了.因此只有 
在满足条件^的温度下方可合理考虑非离化气体. 

大家知道，原子谱项（不考虑它们的精细结构）以如下方式排 布：基 态能级 
到第一激发态能级的距离大小同电离能相当.因此在『《/^的温度下，实际上 
气体屮不仅没有电离的原子而且也没有激发的原子，以致所有的原子都可以认 
为是处于基态. 

锌先，我们来考虑原子的 M 简单情形，这些原子处于基态，既没有轨道角动 
墩，也没有0旋角动量 =5=0); 惰件气体的原子就是这样的例子.这时基态 


能级不是简并的，因而配分函数归结为单一项对于单原子气体通常假 
设 A =0,即能量是从原子的基态能级开始算 起的； 于是 Z = l . 把 （45. 2) 中的对 
数分解为几项之和，我们就得到 （43. 1 ) 沏的自由能表达式，其常数热容为 


而化学常数等于 




(45. 3) 


(45.4) 


所得到的这个热容值完全是由于原子的平动自由度所引起的——每个自 


由度为顺便提醒一下 ：气体 粒子的平动总是准经典的. 0然，在这里所给的 

条件下（气体中不存在激发原子）“电子的自由度”是根本不会影响到热力学量 
的②. 

从 h 面所得的衣达式可以推导出玻尔兹曼统计适用性的判据.在这种统计 
中是假定心这个数很 小的： 

為 

h k ^ e 7 « 1 


① 各种原子的温度值 !^/k 位于 5 X 10 4 K( 碱金 W 原子） 和 28 X 10 4 K( 氦）之间 • 

② A 然，热力学 M 的“电+部分”尤论在什么条件下都不能用经典的方式来处理.就此而言，必须指 
出以下的悄况（实质上这种情况是我们9•已默认 的）： 在经典统计学中原子应该看成是没有内部结构的 
粒子.把电子同原子核的相互作用能鴃代人经典的分布公式中，会得出荒谬的结论.由之再 次町以 看到, 

以经典力学为基础的统计学不能适用于原子内部的现象.这个 能铋具 有形式其中 r 是电子与原子 

忮之间的距离，^是常数.把它代人后，我们就会在分布中得到一个 WT exp <«^>， 它在 r =0 时变成无限 
大； 这就意 味符： 在热平衡状态下所有的电子都势必“落入"原子核中 • 


I 
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(见 （37. 1 )). 显然，充分条件是需要满足 

摯 



从 （45. 3) 和 （45. 4) 式把 q 和 （的值 代人 （43. 3〉， 我们就求得化学势 g 


Tv 


为： 




rin 


r P t2nh 2 \ 


3 / 2 , 


= r In 


^2irftV /2 l 


v\ 

mT I 


(45.5) 


因此我们得到判据 


/V / h 2 


3/2 


(45.6) 


这个条件要求在给定的温度下气体足够稀薄.把实际的数值代人以后发 现：事 
实上对于所有的原子气体（和分子气体）来说，只有当气体的密度很大以至于粒 
子间的相互作用变得很重要的情况下这个条件才会被破坏，而这时气体也已经 
绝对不能被认为是理想气体了. 

对于上面所得到的判据作如下的显而易见的解释是很有用处的.由于大部 

分原子具有数董级为 r 的能量，因而动童的数量级为所以可 以说: 所有的 
原子在相空间内占据大小为 V ( mn 3/2 的体积.这个体积内有 
~ K ( mD 3/2 / fe 3 个量子态.在玻尔兹曼情形下，这个数目应当比粒子数/ V 大得 
多，由此就得到了 （45.6). 

最后我们再作如下的注解.我们在这一节中所得到的公式初看起来是同能 
斯特定理发生矛 盾的： 无论是熵还是热容在3^ = 0时都不趋向零.但是，首先必 
须注意 到：在 能斯特定理能够成立的那些条件下，所有的实际气体在足够低的 
温度下早已凝聚了.实际上，能斯特定理要求当物体体积保持一定值时它的熵 
在 r =0 时变为零.但是在 T —0 时所有物质的饱和蒸气压变得如此任意地小, 
以至于数量一定有限的物质在一定的有限体积下就不可能在 r - o 时保持气态 
了. 

如果我们考虑一种由相互排斥的粒子所构成的气体模型，这种模型原则上 
是可能存在的，那么虽然这样的气体永远不会凝聚起来，但是在足够低的温度 
下玻尔兹曼统计也无论如何不再正 确了； 我们在下面会看到，应用费米统计或 
玻色统计所得出的表达式就满足能斯特定理. 


§46单原子 气体. 电子角动置的影响 

如果在原子的基态中，角动量 L 或 S 之一不等于零，那么基态能级仍然没 
有精细结构.基态能级不存在精细结构，实际上，总是由于轨道角动量 L 等于零 
的 缘故； 而自旋角动量 S 常常是不等于零的（例如，碱金属蒸气中的原子）. 
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具有自旋 S 的能级的简并度为 2 S + 1. 与上节所考虑的情形的全部差别只 
在 于：配 分函数 Z 变为等于 2 S + 1 (而不再等于1 了），由于这个缘故，化学常数 
(45.4> 被附加上一个量$ 

“ = ln (2 S + 1). (46. 1 ) 

如果原子的基态谱项具有精细结构，那么必须注意到 ：这种 结构的能量间 
距一般来讲是可能同 r 相 比的； 因此在配分函数中应该考虑到基态谱项精细结 
构的所有组态. 

大家知道，精细结构的组态（在同样的轨道角动量 L 和自旋角动量 s 下）因 
原子总角动量值的不同而不同.我们用~来代表这些能级（以其中最低的能级 
作为计算能量的起点）.具有给定•/的每个能级按总角动量不同取向的简并度 
为 2 J + 所以配分函数具有如下形式 

Z = 2 (2/ + l ) e ” /r ; (46.2) 

j 

求和是遍及所有可能的（在一定的 L 和 S 下）值来进行的.我们得到自由能 
为： 

(46 3) 

这个表 h 式在两种极限情形下可以大大简化.我们假定温度是如此的高, 
以至 r 远远大于精细结构的所有 间距： 

T » Sj . 

于是可以令 e-^ /r «1，因而 Z 就直接变为等于精细结构组态的总数 
(25 + l )(2 L + l ). 出现在自由能公式中的常数热容仍然是以前的,而附 

加到化学常数 （45. 4) 上的量为 

“ L = ln (2 S + 1)(2 L + 1). (46.4) 

在相反的极限情形下，即当『远远小于精细结构的间距时 ® ，所得到的热力 
学量表达式是一样的 U 不同）.在这种情形下在和式 （46. 2) 中可以忽略掉所有 
的项，而只保留~ =0的一项（精细结构的最低组态，即原子的基态能级）.结果 

① 为了提供参考起见，我们写出基态统计权重（简并度）为 g 的单原子理想气体的化学势 公式： 

^ = 7 ， 11 ， [；(^(^)] = 叫; (等 广]‘ <461<1) 

这个公式也适用于由基本粒子所构成的玻尔兹曼 气体； 例如对于电子气来说 g =2. 

② 我们假定在原子中发生的耦合是所谓罗素-桑德斯 （ Russdl - Saumlers ) 的情形——例如，参看本 
教程第三卷 §72. 

③ 举例来说，氧原子三重基态谱项诸组态的+值等于 230 K 和 320 K , 铁原子五重基态谱项诸组态 

k 

的 | 值从 600 K 到丨 400 K , 氣原 子双® 基态谱项的 j 值等于丨300 K . 
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附 加到化学常数 （ 45. 4 ) 上的项等于 

Cj = ln(27 + 1 ) ， (46.5) 

式中•/是原子在基态的总角动量. 

由此可见，当原子的基态谱项存在精细结构时，气体的热容在足够低和足 
够高的温度下具有相同的常数值，而在中间的温度下随温度而变化，并经过一 
个最大值.但是必须 注意： 对于实际上在这里可能讨论的气体（重金属的蒸气、 
原子状态的氧等）而言，重要的只是高温区域，这时气体的热容已经是常数. 

到现在为止，我们完全没有考虑原子中可能存在的不等于零的核自旋〖.大 
家知道，核自旋的存在导致所谓原子能级的超精细分裂.但是，这种结构的间距 
是如此微小，以至于差不多在气体以气态存在的所有温度下，都可以认为它们 
比 T 小 得多叭 因此在计算配分函数时，超精细结构多重态的各个组态之间的能 
量差可以完全忽略不计，而必要计及这种分裂之处只是将全部能级的简并度 
(因而也就是使配分函数 Z) 增加为 2i + l 倍.相应地，在自由能中出现了附加的 
“原子核的”一项 

F nut = - /V7 ln(2i -f 1 ). (46. 6) 

这一项并不改变气体的热容 （相应的能姑 £：_ =0) ，而只是使熵改变 S_ = 

夢 

N ln(2i + l) ，或是使化学常数改 变 = ln(2t + I). 

由于核自旋同电子壳层之间的相互作用极其微弱.热力学摄的“原子核”部 
分在各种热过程中通常都不起任何作用，因而在所有的方程式中不出现.因此 
我们像通常所做的那样省略掉这 些项； 换句话说，我们假定熵并不是从零算起， 
而是以由核自旋所引起的值 S „ u ..作为计算熵的起点. 


§47分子由不同原子构成的双原子气体•分子的转动 


现在我们来计算双原子气体的热力学量，首先应当指 出：正 像单原子气体 
只有在 r 远小于电离能的温度下研究才冇意义一样，双原了 气体也 只有在 r 远 
小于分子离解能的条件 F 才可以这样考虑叭这种情况也就使得我们在配分函 
数中只需要考虑分子的电子基态谱项. 

我们从研究一种最重要的情形开始，此时气体分子在其电子基态上既没有 
自旋，也没有绕轴转动的轨道角动量 （ s = o，yi =0); 当然，这样的电子谱项不会 
具有精细结构.此外，必须区别由不同原子所构成的分子（包括由同一种元素的 
不同同位素所构成的情形在内）和由相同原子所构成的分子这两种情形，因为 

① 各种原子的超精细结构间距相应的温度范围是从 0.1 K 到 1.5 K . 

② 举例来说，某些双原子分子的温度 / d .., A 为 ： h 52 OOOK.Nj 113 OOOK.Oj 59 000 K , CI 2 
29 OOOK.NO 61 OOOK.CO 98 000 K . 
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后一种情形具有某些特点.在本节中我们将认为分子是由不同原子所构成的. 

大家知道，双原子分子的能级在通常的近似下由三个独立部分组成——电 
子能（其中也包括两个原子核在它们的平衡位置上的库仑相互作用能量，并且 
我们以两个孤立原子的能量之和作为计算电子能的起点）、转动能和原子核在 
分子内的振动能.对于单重态的电子谱项而言，可以把这些能级写成形式（参看 
第三卷 §82) 

e uK = A + 心卜 + +) 十 |)尺(尺 + 1). (47. 1) 

式中 &是 电子能，知> 是振动量子，〃是振动量子数，是转动 M 子数（分子的转 
动角动量）， / = mV 〖 是分子的转动惯量■是两 个原子 的约化质量， r 。 

TTl j + /7l 2 

是两个原子核之间的距离的平衡值）. 

把 （47. 1) 代人配分函数，后者显然分解为三个独立的 因子： 

Z = e ^ Z rol Z . lb , (47.2) 

式中“转动的”和“振动的”配分函数决定于 

Z ro« = 2 ^ 2K + 1 ) eXP 

K*Q 


[-基 W ”]， （47. ” 


z = X ex p * ( 47 . 4 ) 

在中的因子 （2 K + 1) 是由于考虑到转动能级按角动量 K 的不同取向的简并 
化.相应地，自由能被表示为三部分之和的 形式： 

F = -紹 n [穿(爲 ) 32 ] + F - +匕 傷。 （ 47 . 5 ) 

( m = m , + m 2 是分子的质量）.第一项可以称为“平动”部分因为它是由于 

分子的平动自由度而引起的），而 

F ml =-/Vr lnZ rol , F vib = - /Vr In Z, ib (47.6) 

可以称为“转动”部分和“振动”部分.平动部分总是可以表示为 （43. 1) 型的公 
式，其常数热容为~ =*|•，而化学常数为 


3 , m 


(47.7) 


气体的总热容可以写成几项之和的 形式： 

= C .r + C r.l + ^vibt C p = C lr + C rot + C vib + 1 • ( 47 - 8 ) 

其中的每一项分别相当于分子的平动的、转动的和原子在分子内振动的热激 


发. 
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动部分都不出现.在这个范围内，双原子气体的热容等于即 


C " = Y 9 Cp ^ ^2 


而化学常数为 


In 


fi 5 \ 2tt 


3/2 


在相反的低温极限情形下, 


2 


T « 


2/， 


(47.11) 


(47. 12) 


保留和式中的头两项就足 够了: 


L = 1 +3e' 

在这样的近似下我们得到的自由 能为： 

=-3ATe-f 

由此得到熵为 

c 3/ Vfi 2 

S rol = —jjT 

比热为 

C ro, = 3 ^(^) 



(47. 13) 

(47. 14) 


(47. 15) 


由此可见，气体转动部分的熵和比热在 T -.0 时基本上按指数规律趋向于零.因 
此，在低温下双原子气体的行为就像单原子气体的行为 一样； 无论是它的比热 
的值还是它的化学常数的值都与粒子质量为 m 的单原子气体所具有的值一样. 
在任意温度的普遍情形下，配分函数应该用数值方法 计算. 在图4中我 



0 0.4 0.8 1.2 1.4 

277 


n 2 


图4 
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下标 g 表示分子具有偶数的总核自旋（对于 H 2 是0,对于 D 2 是0或 2) 和偶数 
的转动角动量 AC ; 下标 u 表示奇数的总核自旋（对于 H 2 和 D 2 都是 1) 和奇数的 
夂值. 

在具有不同原子的分子中，全部转动能级的核简并度都是相同的，因此假 
如考虑到这种简并性，那么也不过使得化学常数发生一个我们不感兴趣的改 
变，但在这里却导致配分函数本身形式的改变，现在应该把它写成如下的形 
式®: 

Z ro ， = Sg Z g + gu Z af (48. 2) 

式中 

Z i = X ^ 2K + 1 )ex P - Trr K( ^ K + * 

k ••• l Z // 


•… 


z u = X ( 2 欠 + 1 ) ex P f - & 尺(尺 + 1) 

•… m 


(48. 3) 


自由能发生相应的 改变： 

L =-/vr \ n ( g t z t ^ g u z u ) f 

其余的热力学童亦然.在高温下， 


(48.4) 


A « A « fz nx = 

因此，对于自由能仍旧得到以前的经典表达式，这正是理所当然的. 

当 r - o 时，和式 Z , 趋近于1，而4按指数规律趋近于0;所以，在低温下气 
体的行为就像单原子气体的情形一样（比热 c ro ― 0 ) ，对气体的化学常数只需要 
附加上一个“核部分”，它等于 （_== \ ng g . 

显然，上述各公式只适合于处于完全热平衡状态的气体.在这样的气体中， 
正氢分子数和仲氢分子数的比值是温度的确定函数，按照玻尔兹曼分布它等于 



^iEH 2 

gu Z u 


Xh 2 : 


-g t z g 


1 



_ 2 ^ 

_ 

Xd 2 

2 _ 

gu Z u 

一 z u 


(48.5) 


当温度从0变到 OC 时，比值; ^从 0变到3,而;^从0变到 f (当 r = o 时，所有 

的分子 a 然都处于&最小的状态，即处于 k = o 的状态，这相当于纯仲 h 2 或纯 
正 D 2 ). 

①我们采用归一化的核统计权 *( 即使得~ =丨），这种归一化怠味着：熵的计算是以 In(2i^ 

I) 1 的值为起点的，这相当于在§46末尾所采用的条件. 
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伹是必须注 意：在 分子碰撞时，总核自旋改变的概率是非常小的.因此正氢 
分子和仲氢分子的行为实际上就像氢的两种彼此不能转变 ® 的不同变体一样. 
因此在实际上碰到的并不是平衡的气体，而是正态和仲态的非平衡混合物，它 
们的相对的量是一个给定的常数值这种混合物的自由能等于两种成分的自 
由能之和. 

特别是，当 ; T = * ( 纯正 H 2 或纯仲 D 2 ) 时，我 们有： 

=-NT \ n ( g u z u ). 

在低温下在中可以只保留和式的第一项，因此有= 
3 exp ( -备)，因而自由能为 

F rol = Nj-NT ln (3 gj . 

这表示.•气体的行为就像单原子气体一样 （ Q , =0) ,并且在化学常数中出现一个 
附加项 bi 3^， 而在能量中出现一个常数项相当于全部分子都具有 /C = l 
时的转动能. 

§49双原子 气体. 原子的振动 

气体热力学量的振动部分在非常髙的温度下要比转动部分重要得多，因为 
谱项振动结构的间距比转动结构的间距大得多 

但是，我们将认为温度只高到这样的程 度：太 高的振动能级基本上都没有 
被激发.这时振动是微小的（因而也是简谐的），因而能级由（幻. 4) 中用过的通 

常的表达式―卜 + 来决定. 

振动配分函数 U 47. 4) 的计算是很容易的.由于级数收敛得很快，可以在 
形式上把求和扩展到.我们假定以最低的（〃 = 0〉振动能级作为计算分子 

能量的起点（即把_包括到 （47. 1) 中的常数心中去）. 

于是我 们有： 

① 不存在特殊的催化刑时 • 

② 对于通常长时间处于室温下的气体来讲，这个比值等于 Xh 2 =3, Xd2 

③ 举例来说.某些双原子气体的+值为 : H 2 6100 K ， N 2 3340 K . O , 2230 K.NO 2690 K . HC 1 4140 K . 
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= X 

V = 0 


由此得出自由能为 


F. lb = NT ln(l -e 々 ）. 


熵为 


= -/Vln(l - e 


Nha) 

7( e 亨 -1 ) 


能量为 


Nh(o 


vib 

e T - 


比热为 




2 


(49. 


(49.2) 


(49.3) 


(49.4) 


在图 5 中我们描出了 c vib 与 & 的函数关系曲线. 
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图 5 


在低温下 （» r ) ，所有这些量都按指数规律趋于零 

=-版_， 


hw 


2 


hm> 

e" T . 


(49.5) 


在高温下 （ h ；« r )， 我 们有: 


F vib = - ；vr In r + AT In — - /V 宇 , 


(49.6) 
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我们把分子看成由两个粒子所构成的力学系统，在相对于它们的质心为静 
it 的坐标系中，它们按规律叭 r ) 相互作用着.经典地讲，以精确方式描述系统 
的转动和振动的能量（哈密顿函数）是动能（具有约化质量^的粒子的能量）和 
势能叭 r ) 之和.配分函数在对动量进行积分后归结为对坐标的 积分： 

C Hr) 

je -厂 dV, 

对角度（在球坐标中）进行积分后，剩下的积分为 



如果令 U ( r ) 并且在积分时把变化缓慢的因子 r 2 用 rg 

来代替（其中 r 。 是两个粒子间的平衡距离，而％ = i /( r 。））， 那么就可以获得相 
当于分子的转动和各种简谐振动都是独立的近似.为了考虑振动的非简谐性以 
及各种振动同转动的相互作用，我们现在把 i /( r ) 写成 

U ( r ) = U 0 O (49.11) 

(在=1-1,«和沒是常数①），然后从被积式中把因子 

r o 

exp [ _+("。 + +心 2 «). 

提出来，再把被积式按 f 的幂次展开.在展 幵式中 仅须保留在积分以后给出温 
度下一高次幂的那 些项； 对叱从积分限 - »积到+ * . 展开式的零阶项就是配 
分函数的通常的值，而其余所有的项都是所求的修正项.我们把中间的计算省 I 
略掉，而直接把对自由能的修正的最后结果写 出来： 

^ = -^i( 1+3a -T^ + y4 ( 4912) 

由此可见，由于振动的非简谐性（以及它们同转动的相互作用）在自由能中 
所引起的修正项与温度的 f •方成正比.相应地，对比热所附加的修正项与温度 • 
的一次方成正比. 


§50双原子气体•电子角动置的影响 


某些分子（当然，为数是不多的）在它们的电子基态中具有不等于零的轨道 
角动量或自旋. 

大家知道，由于不等于零的轨道角动量 A 的存在，电 TH 普项成为二重简并 


①这两个常数可以用分子的光谱常数来表示（参看本教程第三卷 §82). 


• 130 • 


第四章理想气体 


的，对应于轨道角动 M 相对于分子轴的两种可能的 取向叭 这种情况对气体的热 
力学量的影响是 ：由于 配分函数增加了一倍，化学常数附加了一个量 

I 

= In 2. (50- 1 ) 

由于不等于零的自旋 S 的存在，谱项分裂成 2 S + 1 个 谱项； 但是（当 A =0 
时），这些精细结构的间距是如此的微小，以至在计算热力学 M 时总是可以忽略 
不计.自旋的存在仅仅导致所有的能级的简并度增加25 + 1倍，与此相应，化学 
常数附加了一个量 

( s = ln (25 + 1 ). (50. 2) 

出现在5^0,71^0的精细结构需要特别的考虑.在这种情形下，精细结构 
的间距所可能达到的值使我们在计算热力学量时必须考虑到它们.我们来推导 
二重态电子谱项情形的公式. I 电子二重态的每个组态都具有它 A 己的振动的 
和转动的结构，但参量可以认为是相同的.因此在配分函数 （47. 2) 中还要出现 
一个 因子： 

Z el = ^0 + 茗 〆 下， 

式中是二重态的两个组态的简并度， △ 是它们之间的距离.相应地，自由 
能附加了一项“电子的" 部分： 

匕】=- AT ln ( g 0 + g , e ' T ). 

我们也可以写出“电子的” 比热： 


L ^1 8o 

它应该添加到比热的其余部分上.在 r — 0和 t — 这两种极限情形下，~显然 
趋向于0,而在温度 T - A 时具有极大值. 

习 题 

试确定由0 2 分子第一激发态电子谱项（参看 （50. 2) 后的脚注）所引起的 
氧自由能修正项.溫度比振动量子大得多，但是比基态谱项 3 2和激发态谱项 1 A 

① 严格地讲，谱项是分裂成两个能级的 （称为 ^ - 二重态 >, m 是这两个能级之间的距离是如此的 
微小，以至在这里耐以完全忽略不计. 

② 臟形在中 出现; 分子 NO 的基态 电子潜 项是二*态 n f !•其宽度 (以 K 为 单位) 等于 4 
= 178K. 二重态的两个组态都是二重简并的. 

在氣中发生特殊的情况.分子 0 2 的基态电子谱项是 距离非 常窄的三重态汔.它们的宽度吋以忽略 

不计.但是由于偶然的原因，下一个（潋发态的）谱项_ A (二承简 >1} •的）相距 不太远 J = H300K, 在高温时 
可以被激发，因而对热力学量会有影响. 



(50.3) 


(50.4) 



之间的距离 A 小 得多. 

, 解 ：配分 函数为 

z=3 X.ZV + 2e -4.JL.ZV：, 

ha ) \\ ha / H 2 

式中第一项和第二项各为基态谱项的和激发态谱项的配分函数，每一项都是电 
子因子、振动因子和转动因子的乘积.因此，所求的对自由能的修正项为 

F - = ~ NT H l+2 ^)- NT ^' 

式中 (O,r 0 和各为在电子基态和电子激发态中的角频率和原子核之间的 
平衡距离. 

§51多原子气体 


F . = ：- 


2 wr 


卜_ 


如同双原子气体一样，多原子气体的自由能可以表示为三部分之和一平 
动的、转动的和振动的.平动部分仍旧由比热 c t ，和化学常数^即 


，“ 


^ 丨 rn 

—In - r 

2 2irh 


(51. 1) 


来表征. 

由于多原子分子的转动惯 M 值很大（因而相应地，转动 董子很 小），它们的 
转动总是可以经典地来考虑多原子分子具有三个转动自由度，因而在一般情 
形下具有三个不同的主转动惯量/,，/ 2 ，/ 3 ;因此它的转动动能是 


2 


r2 

V 


4TM ^ iWM ^ ITM m 

€m = 2/^ + 27^ + 2/^ (51.2) 

式中是转动坐标系的坐标，其坐标轴 N 分子的惯量主轴重合（我们暂时 
不考虑构成分子的诸原子排列在一条直线上的特殊情形）.这个表达式应该代 
人到配分函数 


(51.3) 


其中 


-jdM ( dM v dM ( d(p ( d(p v d(p ( y 


像平常一样，积分号上的一撇 表示： 积分应该只对分子在物理上彼此不同的取 
向来进行. 

如果分子具有某些对称轴，那么绕这些轴的某些转动使分子同它本身重 
合，因而其结果只不过是相同原子的置换.显然，分子在物理上相同的取向的数 

①转动的量子效应只有在甲烷 CH 4 中才会观察到，这种效应大约在 50 K 的温度下出现（参看本节 
的习题）. 
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这时所有的简正振动都是独立的，因而振动能 M 就是各个振动的能量之和.因 
此振动配分函数分解成各个振动的配分函数之积，而所得到的自由能 厂, 
(49. 1) 型的表达式之和 

F %lh = yvr 2； ln(l - e ->). (51.8) 

a 

在这个和式中每一个角频率出现的次数等于它的简并度.对于其它热力学量的 
振动部分也相应地得到这种类型的和式. 

每一种简正振动在各自的经典情形 （T ) 下对比热的贡献等于; 

当 r 比最大的一个；还大时，我们就会得到 

c *ib = r vib* (51.9) 

但是，事实上这个极限是达不到的，因为多原子分子通常在比这低得多的温度 
下就已经分解了. . 

多原子分子的各种角频率0>。的值通常是散布在一个很大的范围内的.随 
着温度的升高，各种简正振动逐个“计入”到比热中去.这种情况使得多原子气 
体的比热往往可以在相当宽阔的温度范围内认为几乎是常数. 

我们现在来讨论一种从振动到转动的特殊转变的可能性，乙烷分子 c 2 H 6 
就是这种例子.这种分子由两个 ch 3 原子团构成，它们彼此相隔一定的距离，并 
且以一定的方式相对地取向.分子的简正振动之一是“扭转振动”，在这种振动 
下，一个 CH 3 原子团相对于另一个 CH , 扭转.随着振动能量的增加，它们的振 
幅也在增长，最后在足够高的温度下，振动转变为自由转动.结果这个自由度对 
比热的贡献在振动被完全激发时大约达到1，当温度继续增高时开始下降，渐近 
地 趋近于 转动的特征值 1/2. • 

最后，应当指 出：如 果分子具有不等于零的自旋 S (例如，分子 N 0 2 ， C 10 2 ), 

那么就使得化学常数附加一个量 

C 5 = ln (2 S + 1 ). (51. 10) 

习 题 

试确定甲烷在低溫下的转动配分函数. 

解：在 本节第一个脚注中已经指出，在足够低的溫度下，甲烷的应该用 
量子方法计算. 

CH 4 分子具有正四面体的形状，因而转动时像一个球状陀螺，因此它的转动 
能级等于 l^/U + 丨）， 其中/是三个主转动惯量的共同值，7是转动量子数.因为 

H 核的自旋等于 i = + ,而碳原子 C 12 的核自旋等于零，所以 CH 4 分子的总核自 
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旋可以等于0,1,2 ( 相应的核统计权重为1,3, 5) ①. 对于每一个给定的《/值来 
讲，对应于总核自旋每一个不同的值存在着一定数目的状态.在下表中给出了 
前五个值在不同总核自旋时的状 态数： 

核 自旋： 0 1 2 

7=0 — — 1 





如果我们假定熵是以 ln (2 i + 1) 4 = lnl 6 的值作为起点来计算的（参看§48 
第一个脚注），那么在考虑到转动角动量和核自旋各种取向的总简并度后所得 
到的配分函数 Z % 的值还必须除以 16. 结果我们 得到： 


Z 


77 117 .mil 


— + — e ^ + — + — e " 6 ^ + — 
16 16 C 16 e 16 e 16 


e 


rr 


+ 


§52 气体的磁性 

置于外磁场 W 中的物体还需要一个宏观量来表征——物体在场中所具有 

的磁矩妍.对于理想气体，该磁矩妍=以运（式中运是原子或分子的单粒子磁 
矩），因此，计算它只需要考虑气体的单个粒子在磁场中的行为.我们还要着重 
指出，因为作为稀薄介质的气体其磁化强度及密度都很小，所以可以忽略介质 
对磁场的影响，即认为作用在每个粒子上的磁场就是外磁场 

当外磁场有微小变化时，气体的哈密顿量的变化是&6 =-玢 • 8 W , 式 

中汾是气体的磁矩算符 <2> •根据公式 （15. 11)( 另见 （11.4)), 那里的外参量 A 
现在应取作场丑，因此我们有 

. (52. 1) 

^dH) T ^ N 

为汁算粒子在磁场中的自由能必须预先确定与场有关的气体粒子能级修 
正，我们先考虑单原子气体.原子在磁场中的哈密顿算符为 

H = H 0 - A - H +-^7 (H xr a )\ (52.2) 

8 me a 


① 参看本教程第三卷 §105 5, 

② 在经典力学中•磁场变化时粒子系统拉格朗日燉的微小变化为 8 L= W { q , q ) - SW •式 
中历 U， 9 ) 是系统的磁矩，为其动力学变 敏坐标 与速度的函数（参看本教程第二卷 ，（45. 3)). 哈 密顿柑 
的变化（在给定的坐标9与动馒/>下）与从的区别仅在于符号（参看第一卷，（ 4 0.7>);5«=-»(厂9)* 

曹 

hH . 在置子力学中哈密顿蜇的变化也有类似的表达式，并且 i 是磁矩算符，通过粒子的坐标与动量（以 
及它们的自旋）算符来 表示. 




式中 //。 是没有外场时原子的哈密顿算符， e 和 m 是电子的电荷与质量是电 


子的坐标（求和对所有的电子进行），廣=-々（2左+幻是原子的“内禀”磁矩算 
符和元是电子的自旋和轨道角动量算符，/3 是玻尔磁子（参看第三卷 

2 me 

§ 113)) .把 （52.2) 中的第二项和第三项看成对&的微扰，我们确定精确到场 
的二阶的能级修正项，其形为 


= ~ ^* 0> = - * 七 8 〆 ， 


(52.3) 


其中 


2 Z 


A =(爪上, 

1 ( 讲 ，）》. I 2 _ e 2 

e[? ] - d 。） 4mc 


X (< + y 2 ^kkf 


(52.4) 

(52.5) 


a 


这里 z 轴沿好的方向 ； （52. 5) 中的第一项来自 （52.2) 中》线性项的二阶微扰, 
而第二项来自哈密顿算符二次项的一阶微扰. 

在计算自由能时，我们假设气体的温度不太低，从而修正项 Ah « T . 这时 
配分函数可按//的幂次展开.精确到好的平方项我们有 

T 2 T 2 2 T 


I 

k 


I 


对 A 的求和特别包含了对原子内禀磁矩 0 取向的平均（未微扰能级与磁矩无 
关）； 考虑到对称性，显然，这时平均值 i 为零，于是有 

， r , . H 2 1 a 2 ~ \ 1 ^ 


+ B 


)]?〆 ， 


式中横线表示按（无微扰场）玻尔兹曼分布求平均.把这个表达式代人 （41. 4) 并 


随后求自由能对好的导数，就得到磁矩形如所式中 


(52.6) 


是气体的分子磁化率 U H . Van Vleck ,1927). 我们考虑几种特殊情形. 

我们考虑同基态能级与激发态能级中最接近能级（包括基态谱项的精细结 
构组态）之间的间距相比温度7 1 很小的情况.这时可以认为只有原子的基态 （ A ： 

= 0) 对平均 值万与 6有 贡献. 

如果原子（在基态中）既无自旋又无轨道角动量，在这种最简单的情况下， 
原子的内禀磁矩的所有矩阵元也等于 0. 这时4。=0,而只有第二项 B 。 不等于 
零.由于 L = 5=0态的波函数有球对称性，对角矩阵元（即对原子态的平均值） 

为 （Ooo = (rJoo =4-(^> oo - 结果我们求得 
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X = - 7^-2 X (4)00, 

bmc a 


(52.7) 


即气体是抗磁的，具有与温度无关的磁化率 （ P . 朗之万 ，1905)®. 

如果原子的内禀磁矩不为零，则且 （52.6) 中的第一项（在关于温度 
所作的假设下）比第二项大.根据定义 （52.4) ，计算给出 




J(J + 1 ) - L(L + \) +5(5 -f 1) 

27 ( 777 ) 


式中 g 为朗德因子,是原子总角动适的投影（参看第三卷 
中的求平均化为对求平均.注意到 


得 




j 


2J 


1 


7(7 + 1 ) 


x 




7(7 


113节） • (52.6) 


(52.8) 


因此,气体是顺磁的，其磁化率遵从居里定律，与温度成反比 （ P . 朗之万 ,1905)®. 

如杲原子的轨道角动最和自旋都不等于芩但数值相同 U ，而目.合 

成总角动量•/=0,那么内禀磁矩的对角矩阵元等于零，然而非对角矩阵元（对于 
多重态内的 UJ — MSJrtl 跃迁）不为零.这时，/ I 。=0,而 （52.5) 的^ 中第 
二项（抗磁性项）比第一项小，后者的分母含有相对较小的基态精细结构间距. 
这里 A >0:相对于基态能级，1求和中的每一项无论分子还是分母都是止 :的. 


因此，在这种情况下气体是顺磁的，其磁化率与温度无关4 = H . Van 

Vleck ,1928) ③. 

分子气体的磁化率可用类似的方法计算.在通常温度下分子的转动是经典 
的.因此计算磁矩的矩阵元可以先对固定不动的原子核计算，然后再将分子看 
成如同是刚性的经典磁偶极子对分子的取向求平均（参看习题） ®. 


① 我们着®指出，这种抗磁性（在第三卷§113就已经指出）具有敏子 本性： 虽然在 （52. 7) 中不显 
含燉子常数 ft , 争实上它决定原子的“大小”.在这…方面我们指出，在经典统计学中物质的宏观磁性完全 

不出现•实际上，在经典力学中，磁场中系统的哈密顿 fi 与没有磁场时的区別只在于用差代 

c 

替粒+的动这里/^是广义动链，而是场的 矢势.在配 分函数中积分是对所有的动 MP (以及坐 

标 r > 逬行的.变 a 代换以后（从对 P 积分变到对积分），我们发现磁场通常从配分函数中因 

c 

时也从所有热力学 M 中消失 • 

② 公式 （52.8) 不仅适用于气体，而且也适用于凝聚体•只要原子磁矩由于某种原 K 可以当成是“白 
由的”.例如稀土元素的固体盐类与溶液中的磁性就厲于这种 情况. 这些离子的顺磁性与未被占满的 4 f 
壳层有关.这些较深层电子被外层电子所屏蔽 ( fn 不受近邻原子影响，结果在磁性方面，这咚离子就像稀薄 
气体的原子 一样. 

③ 这种情况可出现在铕盐的铕离子 Eu ^ 中（参看上 注）. 

④ 核运动所产生的磁矩与电子运动所产生的磁矩相比很小，因此总可以忽略 不计- 
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习 题 

1. 在 r 同原子基态精细结构间距相比很小的情况下，确定单原子气体的磁 
化率. 

解：在 这种情况下， （52. 6) 中的平均应该对原子多重态的所有组态求，并且 
所有组态的玻尔兹曼因子卜々 ）可以认为是相同的. 这时， 

^ = I (JMj r , 

式中求平均对所有的值•/和 W y ( 在给定的 S 和下）进行.但是这种求平均的 
结果，与求平均在角动量 S 和 L 相加成•/之后还是之前没有 关系； 换句话说，可 
以对和 M s 独立求平均来计算 

^ = | ( M l M s \ rn ； \ M l M s U 2 • 

注意到 

M s M l =M s M l = 0, M] = yS(S + 1), = jL(L + 1) , 

得 一 

= p 2 [4S(S + 1) + L(L + 1)]. 

在的 （52. 5) 式中第二项可以 忽略； 第一项（由于它的分母即多重态间距很小 
而可能很大）在对多重态的组态求平均后变 为零： 在和式 

丨 (JMj r 

2 - 4 0) - ^ 

中的求和，现在遍及所有的数财；，於沁而 •/和 ，的互换的不同项相消•因 
此，磁化率为 

^ = f^[45(S + 1) +L(L + 1)]. 

2. 在与7相比分子的电子基态精细结构间距很大时①，求双原子气体的磁 
化率. 

解： 在这种情况下，只要研究分子的基态能级即基态多重态的最低的组态 
就够了.在轨道角动量与自旋在分子轴上的投影为 A 和乏的态中，分子磁矩的 
平均值为 

(AX\m\AX) = -)8/i(A + 21 ) , 

式中/!是沿分子轴的单位矢 I . 在经典转动的情况下7 =+，我们求得磁化率 


①在通常温度卜 '多® 态的间距与转动能级结构间距相比明显地大，因而分子 项厲于 a 型綱合（参 
看第三卷 §83). 
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(因子 | ■来自 


sin 2 (9 的平均广磁化率的完全表达式可得如下式 


^ = 


rr 


(夸)，/⑴ 


4[1 - e”（l - x )] 


x(l 


e 


第五章 

费米分布和玻色分布 


§53 费米分布 

如果理想气体的温度（在给定的密度下）足够低，那么玻尔兹曼统计就不冉 
适用而必须建立另一种统计，在这种统计中粒子在各量子态的平均占有数不能 
假定为很小. 

但是，这种统计是随气体（考虑为由/ V 个相同粒子所构成的系统）由何种波 
函数来描述而有所不同的.大家知道，这些波函数相对于任何一对粒子的交换 
来讲，不是反对称的，就是对称 的：前 一种情形发生于半整数自旋的粒子，后一 
种情形发生于整数自旋的粒子. 

由反对称波函数来描述的粒子系统遵循泡利原 理：不 可能有多于一个以上 
的粒子同时处在每一个量子态中.以这个原理为基础的统计称为费米统计（或 
费米-狄拉克统计 ®). 

类似于我们在§37中所做过的那样，我们把吉布斯分布应用于气体中处于 
给定量子态的全部粒子的 集合； 在§37中已经指出，即使在粒子之间存在着交 
换作用时也是可以这样做的.我们用 A 来代表这个粒子系统的热力学势，根据 
普遍公式 （35. 3)，我 们有： 

f} k = - rin ^ expf — —j , (53. 1 ) 

n k ' T I 

因为在第 A 个状态中的&个粒子的能量就是根据泡利原理，每一个状态 
的占有数都只可能取0或者1两个值.因此我们 得到： 

① 这种统计是由费米 （ E.Fcrmi, 1926) 对电子提出的 ，而它 同摄子力学的联系由狄拉克 （ P. A. M. 
Dirac,1926 ) 所 阐明. 
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A = - Tin 1 + 


exp 




T 


土). 


因为系统中的平均粒子数等于热力学势对化学势 / x 的导数取反号，所以 
在现在的情形下，我们就得到所求的 在第々 个 i ： 子态中的平均粒子数为导数 


或者最后写为 


sn k e (M '^ )/r 

:一 i : 1 + e (〜 7r ’ 







(53.2) 


这就是遵循费米统计的理想气体（或简称之 为费米气体） 的分布函数.正如所预 


期的，所 有的心《1 .当 ^ « 1时，公式 （53. 2) 当然就过渡到玻尔兹曼分布 




费米分布由以下条件归一化 

? 。二 “ “， (53 - 3) 
式中 /V 是气体中的粒子总数.这个等式以隐函数的形式确定化学势为 r 和 yv 的 
函数. 

把 A 对所有的 M 子态求和，就得到整个气体的热力学势 


12 = - T'X ln ( 1 + exp 广 ). 


(53.4) 


§54玻色分布 


现在我们来研究由对称波函数描述的粒子所构成的理想气体，这种理想气 
体所遵循的统计法称 为玻色统计法 （或玻色-爱因斯坦统计法） 

在对称波函数的情形下，量子态的占有数不受任何限制，而可以具有任意 
的值.分布函数的推导可以像前一节那样来进行，我们 写出： 

M - ^ 




Hn 


exp 


T 


). 


出现在这里的几何级数只有当 exp |^ i | <1时才是收敛的.因为这个条 

件对于所有的^(^ 4 =0也包括在内）来说都应该成立，所以显然在任何情形下 
都应 该有： 

fi < 0. (54. 1) 


①这种统计是玻色对 光&子 提出的，后为爱因斯坦所推广. 
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关于化学势，应当提醒一 下：玻 尔兹曼气体的化学势总是取（绝对值很大的）负 
值•，但是费米气体的 m 可负可正. 

求出几何级数的和，我们 得到： 


fl k ^ T\r\ 


( 1 _ e 


xp 




T 


) 


由此我们求得平均占有数 


dfJL 


为 




(54.2) 


这就是遵循玻色统计的理想气体（或简称为玻色气体）的分布函数•玻色分布函 
数与费米分布函数的区别在于分母中1前面的符号 相反. 也像费米分布函数那 


样，当 




T 


时，玻色分布函数自然地过渡到玻尔兹曼分布 函数. 气体中的粒 


子总数表示为公式 


N 


1 


{e k -n)/T 


(54. 3) 


把仏对所有的置子态求和，就得到整个气体的热力学势 


fl = T 


? ln ( , - 


exp 


M _ A 

~~ T~ 


). 


(54.4) 


§55 非平衡的费米气体和玻色气体 


类似于在§40中的那种做法，同样能计算出非平衡费米气体和玻色气体的 
熵，而从熵为极大值的条件出发又重新得到费米分布函数和玻色分布函数. 

在费米情况下，不可能有多于一个以上的粒子处在每个量子态中，但是' 
这个数并不小 ，一 般来讲，是与 G 这个数同数量级的（这里所有的符号与§ 4 0 
中的符号相同）. 


Nj 个相同粒子分布在个状态上（每个状态不可多于一个粒子）的可能方 
式数不是别的，而就是从个状态中选取'个状态的可能方式数，也就是从 
个元素中选取'个元素的组 合数. 因此，我 们有： 




Gj\ 

一 Nj)\ 


(55. 1) 


把这个表达式取对数，并对 （55. 1) 中三个阶乘的对数都应用公式 （40. 3) , 


我们 求得: 


S = $ i G ; ln G J - N j \nN J - (G J -/ V ; ) ln ( G y -7 V y )|. (55.2) 

j 

再引入量子态的平均占有数\ = p , 最后我们得到非平衡费米气体的熵的表达 



式 如下: 
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S = - ^ G y [ n y ln + ( 1 - \) In ( 1 - \ ) ] • ( 55. 3 ) 

从这个表达式为极;^值的条件出发，根据方程式 （40. 8) 很容易求出确定平 
衡分布的公 式为： 



正如所希望的那样，它是同费米分布一致的. 

最后，在玻色统计的情形下，在每个量子态中可以有任意个粒子数，所以统 
计权重 Ar ; 就是％个粒子分布在 G 个状态上的一切可能方式的数目.这个数 
目等于( X ) 


△尸 y = 


(q + %•- 1)! 

(G ； -l)!^! - 


(55.4) 


对这个表达式取对数，同时，与 ' 和这两个很大的数相比而略去1，我们 
得到 


S = [ |(A + / V y ) ln ( C ; + ') - yv ； lnyv ； - G^ln G J | . (55.5) 

摹 

引入平均占有数'，我们可以把非平衡玻色气体的熵写成形式 


S = ^ [ ( 1 + )In ( 1 + ) - fijlnhj ]. (55. 6) 

很容易证 明：实际上导 致玻色分布的就是这个表达式为极大值的条件. 
自然， （55. 2) 和 （55. 5) 这两个熵的公式在 ％ « Gj 的极限情形下都过渡到 
玻尔兹曼公式 （40.4). 费米统计和玻色统计的统计权重 （55. 1) 和 （55.4) 也都 
过渡到玻尔兹曼表达式 (40. 2). 为此必须设 

Gj\ - (G 一 (C. + yv y - 1)! - (C y - l)!Cf>. 

N 2 

但是，必须注意 到：统 计权重的这种过渡意味着在其中忽略掉数量级为 7^ 的项, 
这是不难证 明的； 一般来讲，这些项本身并不很小，但是在取对数后，这些项在 


熵中所给出的修正项具有相对较小的数童级 


①可以说，问题在于找出把' 个相同的球分配到 c , 个盒子中去的方 式数. 我们把这些球表示成 
' 个点按次序排列成一个队列的 形式； 把盒子编号，并假定用 G ; - l 根竖线排列在点的队列中，表示这些 
盒子间的分界.例如，下图 

• | • • • | • • • • | * # 

表示10个球分配在五个盒 子内： 第一个盒子内1个球，第二个盒子内3个球，第三个盒子内0个球，第四 
个盒子内4个球，第五个盒子内2个球.在这个队列中（点或竖线所占据的）位置总数是 G ^ N ^ X . 我们 

所求的把球分配到食子中去的方式数 R 就是选取 q -1 个竖线位置的可能方式的数目，也就 是从％ 

-1 个元素中选取-丨个元索的组合数，由此就得到在正文中引用的 公式. 
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最后，每个 M 子态中的粒子数很大（以致％ » 的极限情形是很 

重要的，我们写出在这种情形下的玻色气体熵的 公式. 从量子力学中大家知道， 


这种情形对应丁•场的经典波动 图像. 统计权重 （55. 4) 具有形式 


而熵为 



S = 2 




以后我们在§71中要用到这个公式 • 


(55.7) 

(55.8) 


§56基本粒子的费米气体和玻色气体 


我们来研究由基本粒子（或者在给定条件 F 吋以看成是基本粒子的粒子） 
构成的气体.以前已经指出，对于通常的原子气体或分子气^来说，根本不需要 
应用费米分布或玻色分布，因为用玻尔兹曼分布来描述这_气体实际上总是足 
够精确的. 

在这一节中所有推导出来的公式对于费米和玻色这两种分布具有完全类 
似的形式，差别只在 p —个正负号.在后文中，正负号的上号总是对应于费米统 
计，而下号对应于玻色统计. 

基本粒子的能 M 归结为它的平动动能，平动动能总是准经典的 • 因此我们 


有： 

e = + p\ + P ” ， （ 56 . 1 ) 


而分布函数就像通常那样过渡到在粒子相空间中的分布 • 同时应该注意到：在 
一定的动量值下，粒子的状态还取决于它的自旋 方向. 因此，把分布函数 （53. 2) 


或 （54.2) 乘以 


g^T = g 


dp x dp y dp : dV 

( 2tt^ ) 3 


就得到了在相空间体积元中的粒子数，式中 g =2; + 1 ,而是粒子 
的自旋.于是，粒子数等于 



(56.2) 


对 djz 积分（这！ H 结为以气体的总体积「来代替 dio ，我们得到按粒子动量分 M 
的分布.在动量空间中变换到球坐标，并对角度进行积分，我们就求得按动绝 


对值的分布 •. 


d ' 


gVp 2 dp 

± 1) 


(56.3) 
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2 


(奸 6：=!^) ，舰龍瞻布 •： 

d/v = sXULLJe^^ 

^ ± 1 

这两个公式代替了经典的麦克斯韦分布. 

把 （56. 4) 对如积分，我们得到气体中的粒子 总数: 

N = gVm 3/2 f* yfede 

" V 2^ 2 fi 3jo e^±T 

引入新的积分变量我们把上式改写为形式 


(56.4) 


g(mT )^ 1 

7 一 V 2^ 2 ft 3 


y/zdz 




(56.5) 


这个公式以隐函数的形式确定 f 气体的化学势/ X 对温度 T 和密度 | 的函数关 
系. 

在公式 （53. 4 )，（54. 4) 中，同样地把求和变换到积分，我们得到热力学势 
的表达式 如下： 

1/ 3/2 _ 


VgTm 3/ 
yflV ! 2 h 


— y ^ ln(l ± )df . 


作分部积分，求得 : 


1 1/ 3/2 «e 3/2 i 

心-夺 


(56.6) 


这个表达式同气体的总能量 


E = edN 


de 


V 2 ir 2 ft 


(56.7) 


只差一个因子-冬.同时注意到/2= - PV ， 我们因此就得到下述关 系式: 


PV 


(56.8) 


因为这个关系式是精确的，所以它在玻尔兹曼气体的极限情形下也应该满足 
事实上，我们把玻尔兹曼气体的值 e =+々^代人上式，就得到克拉珀龙方程. 

在公式 （56. 6) 中作变量代换+ •= &我们求得： 


17 = — 


VT 


咐， 


(56.9) 
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式中/是单变量函数，亦即■^是弘和 r 的 | ■次齐次函数 ®. 

因此 

y V\dT) v ^ ^ v V\ dtl ) TV 
是 M 和 r 的夺次齐次函数，而它们的比 值吾是 零次齐次函数，即 ln ( f ) •由 

此可以 看出： 在绝热过程中 （s = 常数），比值 f 保持不变，又因为^也只是 f 


的函数，所以 


vt 3/2 =常数. 


(56. 10) 


于是从 （56.9) 得出 

PV 5/3 =常数， （56.11) 

而同样地 r 5/2 p = 常数.这些等式同通常单原子气体的泊松绝热曲线方程 
(43. 9) 是一致的.但是 ，应 当着重指出 ：公式 （56. 10), (56. 11) 中的幂指数现在 


同比热_值没有好“因为綠式卜 | ■和再成立). 

v 

把公式 （56. 6) 改写成如下形式 

P = 

它同公式 （56.5) —起以参量形式（参量是 M ) 确定气体的物态方程，即和 T 

之间的关系.在玻尔兹曼气体的极限情形下（与此相应的是# «1)，也可以从 
这些公式得到克拉珀龙方程，这是理所应当的.我们通过计算证实这一点，同时 
给出物态方程展开式的一阶修正项. 

当# <<1 时，我们把 （56. 12) 中的被积式按的幂次展开成级数，保留 
展开式的头两项，我们就 得到： 

C f 八卜。； e 卜一許卜 知”. 

以此代人 （56. 12), 我 们有： 



①如果按照表达式 （56.9) 来计算能量 

E = Np ♦ TS - 






那么我们再次得到关系式 （56. 8). 




如果只保留展开式的第一项，我们 iH 好得到单原子气体热力学势的玻尔兹曼值 
(公式 （46. la )). 次一项给出所求的修正项，因此可以 写出： 


3/2 m5/2 


— 


(56. 13) 


但是对所有的热力学势用相应的变量来表示的微小增量 （ 参看 （24. 16)) 都 
是相等的.因此，用 r 和 K 来表示的修正项（借助于玻尔兹曼表达式也可以得 

到相同精度），我们就直接得到对自由能的修 正项： 

- • 

3/2 ^ 2.3 

^ ± (56.14) 

VT m 

最后，对体积进行微分，我们就得到所求的物态 方程： 


3/2 _ 


(56. 14) 


PV = AT 1 土 


Nh 


(56. 15) 


i 2g K(mD 3/2 J 、 

在这个公式中修正项很小的条件同玻尔兹曼统计能够适用的条件 （45. 6) 自然 
是一致的.因此，我们看 到：理 想气体的性质偏离经典性质，在给定的密度下降 
低温度时（或是说，当理想气体开始简并化时）发生，使得在费米统计中压强比 
它在通常气体中的值有所增加;可以说，在这种情形中，量子力学的交换效应使 
得粒子之间出现某种附加的有效“排斥力”. 

在玻色统计中，气体的压强值向相反的方面偏离——偏向比经典值小的方 
面； 可以说，在这里粒子之间出现了某种附加的有效“吸引力”. 


§57简并电子气 


在足够低的温度下研究费米气体的性质有着非常重要的原则性的意义.在 
下面我们将看到，这里所指的低温，实际 h 从别的观点看来可能还是很高的. 
下面我们来讨论电子气，因为考虑到它是费米统计最重要的应用.对于电 

子来讲 ， g =2( 自旋 S 

我们从研究绝对零度 F 的电子气（完全简并化的费米气体）开始.在这种气 
体中电子按不同量子态的分布方式是使得气体的总能量具有最小的可能值.因 
为每个量子态不可能有一个以上的电子，所以电子占满了能量从最小值（等于 
0) 到某个最大值为止的全部状态，这个最大值取决于气体中的电子数. 

考虑能级的二重自旋简并 （ g = 2 )，动量绝对值位于间隔和 P +如之间的 
在体积 V 内运动的电子的量子态数等于 

2 4 — P •/ = V 嚷 (57.1) 

(27Tfe) 3 1T 2 H 3 

电子占据了动 M 从零到边界值 p = p f 的全部状态；这个值称为动量空间中的费 
米球半径.在这些状态中的电子总数为 
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由此得边界动量 

并且边界能量为 




n 2 h 


3 / F p 2(i P 
J 0 


yp \ 


3 W 


/> F = (3tt 2 )-(|) 1/3 ^ 


2 




) 


(57.2) 


(57.3) 


这个能 M 具有简单的热力学意义.根据前面的叙述，量子态（具有确定的动 
量值 P 和自旋投影）的费米分布函数 



(57.4) 


在 T -^ 0 的极限下变为“阶跃”函 数：在 时为1,在时为 0( 在图6中用 
实线表示这个函数）.由此可见，在 r = o 时，气体的化学势与电子的边界能量是 
一致的. 

a = £r r . (57. 5 ) 




2 


把状态数 （57. 1) 乘以; f -， 并遍及所有的动量值进行积分，就得到气体的总 

2 m 


能 


E 


2niTT 2 h^ 


f Vdp 

Jo 


Vp\ 


lOmir 2 h 


把 （57.2) 代人上式后 得到： 


E = 


3(3tt 2 ) 2/: 

10 


/V 

V 


) 


2/3 


N . 


最后，按照普遍关系式 （56. 8) 我们求得气体的物态方程 


P 


(3tt 2 ) 2/3 h 2 /N 


5 




5/3 


(57.6) 


(57.7) 


由此 可见， 在绝对零度的温度下，费米气体的压强与密度的了次方成正比 • 
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在给定的气体密度下，所得到的公式 （57. 6), (57 刀）也可以近似地适用于 
非常接近绝对零度的温度.显然，这些公式适用（气体为“强简并化”）的条件要 
求 r 比边界能量~小 得多： 

r 《郭广 （57 . 8) 

正如预期的那样，这个条件与玻尔兹曼统计的适用条件 （45. 6) 是相反的.由关 
系式 T f ^ s ? 所决定的温度称为 简并化温度. 

简并电子气具有独特的特性——它的密度愈大，它就愈接近于理想气体. 
这点容易证实如下. 

我们来考虑由电子和带 TK 电荷的原子核所构成的气体，原子核的数量正好 
能够中和所有电子的电荷 .（ 显然，仅由电子构成的气体是根本不稳 定的； 我们 
在前面没冇提到原子核，这是由于假设了气体的理想性，因而原子核的存在并 
不影响电 T 气的热力学量 .） 电子同原子核的库仑相互作用能 （ 相对于一个电子 

来讲）的数量级为 f ，其中办是原子核的电荷，而 a ~ 是电子和原子核 

之间的平均距离.气体理想性的条件归结为要求这个库仑相互作用能远小于电 
子的平均动能，后者与费米能贷^同一数量级.不等式 

Ze 2 

/ ZV \ 1/3 ^ 

在把 a 和 G 的表达式 （ 57. 3 ) 代人后，给出条件 

令》冷) V . (57.9) 

我们看 到：气 体密度 | •愈大，这个条件就满足得愈好 

习 题 

试求在绝对零度下的电子气中同器壁碰撞的次数. 

解：动 量大小在间隔如内而动量方向与器壁法线所成角度在间隔 d 6 l 内的 
电子数（在单位体积内）为 

2 • 27rsin dddp 2 dp 
(2tt/i) 3 

把它乘以 ycos el U = 并对⑽从 0 积到 I 且对 dp 从 0 积到，就得到所求 

I m / 2 F 


①在电子气密度等于时，相应的简并化温度是 40 Z 4/ 、 V *0.5 x 10 6 Z 4/3 K . 
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的（相对于 lcm 2 器壁的）碰撞次数队结果求得： 

一 3(3 tt 2 ) i/3 ft / ； V \ 

v 一 i 6^( y ) 


§58 简并电子气的热容 


当温度比简并化温度心低得多时，分布函数 （57.4) 具有图6中虚线所示 

的形式 ：分布 函数只在能量 s 的值靠近边界能量~的狭窄间隔内才显著地不 
等于1或 0. 这个间隔称为费米分布的展布区，其宽度的数量级为7\ 

表达式 （57. 6),(57. 7) 为相应量按微小比值777> 的幂次展开的头一项.我 
们来确定这些展开式中其次几项. 

在公式 （56.6) 中出现形式为 

j _ f m f(s)ds 

一 Jo e ( ^ )/r + 1 


的积分，式中 /( 幻是（使得积分收敛的）某个 函数； 在 （56.6) 中， / U ) =/ /2 .作 
代换 e - ti : 7>,把这个积分 变为： 




/(/i + Tz) 



Tdz 


y^ /r /(M - Tz)dz 

Jo e " + 1 


T C m /(M + Tz)dz 

Jo e 1 + 1 


在第一个积分中利用 



就得到 •. 

I = ff(e)de - — Tz ^dz + Tf /(勹 + Tz>) 

Jo e 1 + 1 M + 1 


在第二个积分中，我们注意到 f » i 而积分收敛得很快，所以把积分上限换成 

无穷 大①. 因此，我们 得到： 

， = [/U)de + T 〔 认 " Tz) -dz. 

现在我们把第二个积分中被积式的分子按 z 的幂次展开成泰勒级数，并逐项进 
行 积分： 


①这个替换意味着忽略掉指数 《 的小项.必须注意，下面得到的展开式 （58.1) 是渐近的（而并非 
收敛的）级数. 
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把各个积分的值 ® 代入上式，最后我 们有: 


f / U)d 


妥广 尸 00 + 7 j ^ rr(fM) 


(58. 1) 


展开式的第三项列出供参考，我们在这里并不需要. 

在公式 （58. 1) 中令 /= e 3/2 并将它代人 （56. 6), 就得到所求的热力学势 
在低温下的展开式中次 一项： 


A ) • 


2 



6 h 


(58.2) 


n 0 代表在绝对零度下的值. 

把第二项看作是对 /2。 的微小增量，并借助于“零级近似 ”（57. 5) 把其中的 
m 用 r 和 k 来表示，可以直接写出自由能的表达式（根据小增量定理 （2< 16)) 


广， 


(58.3) 


①这种类贺的积分计算 如下: 

r r . 


厂广、-2 卜 D - e^dr - r ( x ) Z (- 

e ♦ 1 J ° A aO n>! 


(1 -2 卜。 ru) x 




-■dj 


(I -2 … ） r ⑷ 5 ⑴ U >0) 


式中 


{(*) = X 


是黎曼【函 数. 

当 x = i 时， （ u 式变为不 定的； 积分值为 


ln2, 


当*为偶数 U =2 n ) 时，【函数可以用所谓伯努利数化来表示，因而 得到： 


类似的方式可以用来计算下述积分： 

r :… dz 

Jo c 1 • 1 

当* 为偶数 2ri 时 ，有： 




r (*)4(%) (* > 1 )• 


••d2 (2it) u B i 


为了参考起见，我们列出头几个伯努利数的值以及 5 函数和 r 函数的一 些值: 


， b 2 


, B 


, b 4 


30 ， 


4(3/2) =2.612, 4(5/2) ^ 1.341 f 4(3) = 1.202, t(5) 

r(3/2) = /^/2 ， r(5/2) =3/JT/4. 
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(I) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


(5) 
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式中为了简便起见引人符号 


由此我们求得气体 的熵： 

气体热容® 




to 2/3 m 


ft 2 . 


〃叫 I 广， 


C 






2/3 


(58.4) 


(58. 5) 

(58.6) 


以及能量 

E = +0 . 18 (钟(1广]. (58 . 7 〉 

由此可见，在低温下简并费米气体的热容与温度的一次方成正比. 

§59 电子气的 磁性. 弱场 

弱磁场屮电子气的磁化强度由两个独立部分 组成： 与电子（自旋的）内禀磁 
矩有关的顺磁性（泡利顺磁性， W . P au li ，1927) 以及与电子在磁场中的轨道运动 
M 子化有关的抗磁性（朗道抗磁性， L . D . Landau , 1930). 设气体是简并化 的：温 
度我们来计算相应的磁化率.磁场很弱的条件 表明： 应该有（参看下面) 

pH « r , 式中々= 是玻尔磁子叭 


对于简并气体，以而不是 7\ K ，/ v ) 为独立变 M 进行热力学计算较方 
便.与此相应，玻尔兹曼气体的磁矩计算公式 （52. 1) 在这里替代为热力学势/2 
的导数 




=-(i) 


(59. I ) 




我们首先确定磁化率的顺磁性部分 • 电子在磁场中的附加（自旋）能 M 等于 


±)8//，这里的两个符号对应于自旋沿场方向的两个投影值( ± y ). 因此，电子在 
磁场中的统计分布与没有磁场时的区别就在于用能量代替£ = 


① 我们不写出热容的角标1/或 P , W 为在这种近似 F C , 和~是同 一的. 的确，我们在§23中 li 经 
看到 ：如果 r -0 时 s 以 r 的方式趋于0•那么差值 c , - c 。 依的//式趋向于 o ; 因而在这里所考虑 
的情形下， 

c p - c v oc T\ 

② 在高温 （ r » e F ) 的相反情况下，电子形成玻尔兹曼气体，单位体枳磁化率的顺磁性部 分为: 
4«=#(《=2^ = +下的公式（52.8)). 
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2 


&但是 ，因 h 与化学势一道以组合 


At 出现在分布中，上述替代等价于以 


M 不代替于是，磁场中电子气的势可以表示为 


O ( fi ) = y /2 0 (/a + pH ) + /2 0 ( /!-芦 ， 


(59.2) 


式中是没有磁场的势（为简略没有写出宗量;和式中的两项对应于 
电子不同自旋投影的组分，而因子+是考虑在取定的自旋投影值下电子量子态 
数减半. 

在 （59.2) 中按辦/的幕次作展开，得到 


12(^) « n Q {n) -f ^h 2 a 

^ dfM 


(59.3) 


由此得到磁矩 W 


邱 2 货.但是导数 f = -"， 因此在本节中相对于气体 


t ( SN \ 

V 1 dfj T , v 


(59.4) 


单位体积而言的顺磁磁化率为 

“ = ^(^) r .； (59 . 

忽略（当时）微小的温度效应，即认为气体是完全简并的，从 （57. 3) 有 

(2mfiy /2 
(3#) ， 

求导给出 

^ 2 (2m) 3/2 vt ^ Pr m ,， 0 

‘ ■ = - W (59 . 

我们现在计算抗磁性磁 化率. 电子在磁场中轨道运动的能级由下式给出 


(59.5) 


2 


2 m 


+ ( 2 n + 1)/3//, 


(59.6) 


式中 n=0 ， l ， 2, … ，而 a 是在磁场方向上的动量，取从 -00 到 * 的连续值（参看 
第三卷§ 112). 这里，对于每个给定的值/ I 在间隔 d P : 中态的数目是 

， K 丨 e | // 」 / cn n \ 


2 ^ V dp y , 

(27 rfc ) c 

式中因子2计及自旋的两个方向.势的表达式 （53. 4) 取 

OD 

n = 2 谷 //2/[ 弘 -(2fi + \ )^H) f 


(59.7) 


(59.8) 


/(M) 


TmV 


2 




)]办 


(59.9) 
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和式 （59. 8) 可计算并达到要求的精度，这须借助于公式 ® 


F ( " ) d " + 24 r(0) - 


(59. 10) 


这个公式适用的条件在于函数 F 的 n —n • 
(59.9) 时就归结为要求供/« r . ◎ 

把 （59. 10) 用于和式 （59. 8) ,我们得到 


的单步相对变化 很小. 在应用于 


O = 2/3// J [ V(m - 2/3// x ) dx + ^ 


0 


( 2 ^ 3//) 2 a / U ) 

24 dfi 


/U)d 


x 


第一项不含//，即它是没有磁场下气体的势 n Q ( fi ). 因此, 

dV2 0 (/x) 


/2 = /2 0 (/x) - — )8 2 // 2 

o dfi 


2 » 


(59. 11 


由此得到磁化率® 




B 2 5 2 /? 0 


3 


par a 


(59. 12) 


2 


整体上气体是顺磁的，有磁化率;在这里我们为解释其两部分的 

起源对它们分别进行了计算.当然也可直接计算总磁化率 > 为此必须把电子的 

2 

能级写成£=^ + (2/1 + 1)邱：^//，它由（59.6)附加上自旋的磁能±讲/ 得到. 

2 m 

这组 e 值也可写成 


e 


2 

2 m 


+ 2npH ， n = 0 ， 1，2 


(59. 13) 


并且 n ^ O 的每个值会出现两次，而 n =0 的值出现 一次； 换句话说, n #0 的状态 
数密度由相同的 （59 刀）式给出，而 a =0时取其半•势/2现在由以下和式 给出： 


① 根据著名的欧拉-麦克劳林求和公式 

. ■丨 

- ir - F ( a ) ^ ^ F(a ^ n ) ^ \ F ( x)dx (59. 10 a ) 

深 n>l 』 a 2 

如果设 a = +并且把区间 0 名 X 名+内的函数 n 幻表示成 FU ) # F (0) 厂（0>，由此可得到公式 
(59. 10). 

② 否则，在/1-<2打+ 1>/3//接近于零的3值“危险”区中条件不成立.这个区域导致（参看下节）在 
/2中出现迅速振荡的项（作为 W 的函 数）. 如果选取区间 A //， 使得（在 m - 2 片 i // aO 的点附近）宗铍 m _ 

2办 n // 的改变比它的两个相邻值之差大得多 : 沒//«/1^\//~#^，或者¥ ，则将级数（59_ 8> 对厶// 

n n /i. 

求平均后振誤项不出现.公式 （59. 10) 乂重新适用，并 R 用它所得到的结果将只受限于条件 

③ 值得指出.这个关系式适用于气体的任意程度的简 并化. 
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" = 叫 +/U) + X/(m - 释)}， (59. 14) 

并借助下式计算：® 

yF(O) + XF(n) = jjf(x)dx -^F f (0). (59. 15) 

鳥 ® 1 

§60 电子气的 磁性. 强场 


现在我们来考虑这样的场，这时辦/同 m 相比仍然很小，但与 r 相比未必 很小： 

T ^ pH « fx (60. 1) 

在这些条件下，轨道运动的量子化效应和自旋效应已经不能彼此分开而应该同 
时 顾及； 换句话说,在计算时必须从表达式 （59. 14) 出发. 

我们将看到，在 iSZ / sr 时电子气的磁性含有作为 f / 的函数的大振幅振荡部 
分; 在这里我们感兴趣的正是这种磁性的振荡部分. 

为了从热力学量中分出振荡部分，利用泊松公式@ 

| ® 篇 ® CD 

yF (0) + ^ F ( n ) = J o F ( x)dx + 2 Re ^ J [ F ( x ) e 2 iriks dx , (60.2) 

变换和式 （59. 14) 较为方便，变换后它取如下形式 

OD 

n : /2 0 (/ i ) +^ ReY (60.3) 

tt n 


式中 


c r in [ 


exp 


(f 


2 


P , 

2 mT 


2 . x l H \] e ll , ikx dxdp tf (60.4) 
T I • 


而仏(/0是没有场的热力学势. 

2 

在积分 A 中我们用代替变量^我们可得感兴趣的积分振荡 


部分（记作 /'): 

’* = - C f ln ( 1 + -p^) ex p( W^ exp l ~ '0i) dedp - 

① 它由欧拉-麦克劳林公式设 d =0 得到 • 

② 该公式由以下等式得出： 

2 - Z e2 、 

I• 雇參 _ its ■着 

这个等式左边的8函数之和是变置 * 的周期为1的周期函数•而右边的和式是这个函数的傳里叶级数展 
开式. 等式乘上任意函数 FU ) 随后对*从0积分到00，就得到（60.2)式.（这时，积分 f FU )5 U ) d ； r 是 

和式的 n =0 的项，只沿 x =0 点的一侧区域积分给出^^ > 
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对 A 积分时, g ； 〜 之值很 重要. 积分的振荡部分源于 M 附近的 e 值区域（见 

2 

后 面）； 因此 e 的积分下限取作 0( 替代; 

Zm 

分出对 P , 的积分并用下式@ 



计算之后得 




J["ln[l + e i,l ~ e)/T ]e' wke/pN de. 


对这个积分中作两次分部积分，在留下的积分中作变量代换^ 


芒.略去非振 


荡部分，我们得到 


y 2 m ( i 8 f /) 


5/2 


Tir 2 k 


5/2 


exp 


( 


inkfi 


iir 

T 


)L 


e 


exp (^) df 


(+ 1 ) 2 




《积分的下限等于因条件 / xaT 替换为在 p/ZsT 1 时即 e 值接 
近于 M 的区域对积分起决定性作用.积分的计算可运用公式@ 


e 


— 00 


( e f + 1 ) 2 


e ia( di 


ira 


sinh Tra 


最后对的振荡部分求得 


- ^2{mfiH) yn TV 
J / — ^ •» 




COS 



(费 - f ) 


(60.5) 


TT 2 h 3 kT\ k 3/2 sinh (^i 2 kT/^H) 

在由 （60. 5) 的导数计算磁矩时，只需对变化最快的因子即和式各项分子中 
的余弦求导.这给出 


— TTh 3 /H ^ y/hsinh{it 2 kT/fiH) 


( 60 . 6 ) 


① 在 P 的 S 平面中旋转积分路径，令 P = e ^ iw /4 u 且对实值“从 -*> 积到 

② 用代换 （〆 ♦ 1 ) H 积分化为欧拉 B 积分： 

1 \\ -“广卜 d “ s - ia ) 

】0 

并且根据公式 


r( 2 ) 


，可得该式. 


就得到正文中所示的结果. 


r(i -z)r(i 


m 

sin TX2 
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L D . Landau , 1939). 这个函数以很高的频率振荡它的 以去为 变量的“周期 

// 


是与温度无关的常数 


一 M 


(60.7) 


这 C《K 


在时，磁矩的振幅磁化的“单调”部分（记作 

疠），由上节计算的磁化率决定，为云~ VfJL W2 Hm in p 2 h -\ 因而，命/示~ ( M / 
/8//广 2 ;振荡部分的振幅同单调部分相比很大.与此相反，在辦/«『时，这个振 
幅为指数型小 M 如 exp ( -V 77/3//) 而变得可略. 

§61相对论性简并电子气 

电子的平均能量随着气体的压缩而增加 （&增加）； 当它变得与 me 2 相近 

时，相对论效应就成为重要的了.我们在这里详细地研究完全简并化的超相对 
论性电子气，这种气体的粒子能量比 m C 2 大得多.大家知道，在这种情形下，粒 
子的能量与它的动 M 由以下的关系式相 联系： 

e = cp . (61. 1 ) 

对于 M 子态数及由之而来的边界动量，我们仍有前面的公式 （57. 1) 和 
(57. 2) .但是边界能量（即气体的化学势）现在等于 


F = ⑹叫令广 


(61.2) 


气体的总能量为 


cV 广 
1 T 2 fc 3 Jo 


4 


P ' d P 


c Pv 

At ： 1 \i 


3(3 ir 2 ) , \., 7 / J V 


hcN 


(y) - 


(61.3) 


把能钕对体积进行微分（在熵保持不变——等于零的情况下），可以得到气 
体的压强.这样做 给出： 

p = fv - (6K4) 


(61.4) 


即超相对论性电子气的压强与它的密度的 4/3 次方成正比 • 


① 朗遒 （1930) 定性预言了磁化率振荡.在金属中，这种现象称为德哈斯-范阿尔芬效应 • 
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必须指出 ：实际 上不仅在绝对零度下，而且在所有的温度下，对于超相对论 
性电子气来讲，关系式 

pv = Y ( 61 . 5 ) 

总是成立的.只要对于能董£用表达式 S =印来代替£ =；^,利用与推导关系式 

2 m 

(56.8) 完全同样的方法就很容易证明这一点.实际上，取，从公式 （53.4) 
得到的表达式 



+ exp 




T 


卜， 


进行分部积分，我们求得： 

V s 3 de E /^! 

^ ~i = "T (6L6) 

由此可见，超相对论性费米气体的压强达到了任何宏观物体的压强（在给 
定的£:下）所能达到的极限值（参看 §27). 


引入积分变量我们 写出: 


n 


vr 4 


3TrW 


r 


dz 




由此 可见: 


n 


叫 专). 


(61.7) 


用 §56 中所采用的同样方法，我们可以由此求出在绝热过程中超相对论性费米 
气体的体积、压强和温度之间的关系式为 


PV 4/3 =常数 ， VT 


T 4 

常数， 下： 常数. 


(61.8) 


它们同 y = f 的通常的泊松绝热曲线方程是一致的；但是，应当着重指出 ：在这 
里7绝不是气体热容的 比值. 


习 题 

1. 试求在超相对论性的完全简并电子气中同器壁碰撞的次数. 

解：计 算的方法与在 §57 习题中的一样，但是必须注意到电子的速度 v 対 c . 
结果 得到： 

c N 

V =- • 

4 V 

2. 试求超相对论性简并电子气的 热容. 
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解： 把公式 （ 58. 1) 用于 （ 61.6) 中的积分，我们 求得: 


器 K 


由此得到熵 


2 


5 = 


3( ch ) 




和热容 




3. 试求相对论性的完全简并电子气的物态方程（电子的能量和动量之间 
的关系式为占 2 = c 2 p 1 + m 2 c 4 ). 

解：对 于状态数和边界动量，我们仍旧有前面的公式 （ 57. 1) 和 （ 57. 2), 而总 
能量等于 


- R f 
= 


c 2 + p 2 dp f 


由此得出 


E = ST^{ p ^ 2p2f + m 2 c ^ V ^- 


- (mc) 4 arsinh — l 

me J 


对于压强尸我 们有: 


p - c / 2 


(me) 4 arsinh — 

me 


我们引入 


4arsinh 


me 


作为参量，就可以把以上所得到的公式表示为参量形式 • 于是我们得到 


h 说 


忐 sinh3 f 


p = ^ y ^( T sinh ^- 


r inh i 


E 一 m A c 

V = 32^h 


j(sinh^ - ^). 


气体的化学势終（包括粒子的静止能量）与边界能 f = e (/^) 相一致，它 
身密 A 的关系为 


/V 1 / 

y = wFl 


2 


tL . 
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§62简并玻色气体 


在低温下，玻色气体的性质与费米气体的性质毫无共同之处.这事先就很 
明显，因为玻色气体在 r = o 时所处的最低能量的状态应该是 £= o 的状态（所 
有的粒子都处于6： = o 的量子态），但是费米气体在绝对零度下却具有不等于零 
的能量. 

如果在给定的密度•^下降低玻色气体的温度，那么由方程 （56. 5)( 取下面 


的符号）所决定的化学势 M 将增加，也就是说它的绝对值将减小.因为 M 是负 
的.化学势达到 M =0时的值的温度决定于等式 


7 


g ( rnT ) 


3/2 


yfzd. 


e ： - 


(62. 1 ) 


AttV 

出现在上式中的积分可以用（函数来表示（参看§58第二个脚注）；用来代 
表所求的温度，我们 得到： 


To 


3.31 r/TV 


( 

g 


2/3 


(y) 


2/3 


(62.2) 


在 T < T 0 时方程 （56. 5) 没有负值解，但是在玻色统计中化学势在所有的温度下 
都应该是负的. 

这种表面上的矛盾是由于把 （（54. 3) 式 中的）求和转换为 （（56. 5) 式 中的） 
积分在这里所讨论的条件下是不合理的.这是因为，在这个转换中和式的第一 


项=0的项）被 = 0 所乘，也就是说它从求和式中消失 /. 但是在温度降低 
时，粒子正是应当聚集到这个能量最低的状态上去，到 T = 0 时，所有的粒子全 
都落在这个状态上了.这种情况在数学上表现 为：当 P 向极限值过渡 ( M —0) 时， 
在和式 （54. 3) 中除第一项以外，级数的所有项之和趋向于一个有限的极限值 
(由积分 （56.5) 所确定），而第一项 （a =0的项）趋向于尤限大.所以，使 M 不趋 
向于0而趋向于某个小的有限值，就可以陚予和式的第一项以所要求的有限 
值. 

因此在 T < T 0 时的实际情况如下 ：能域 O 0 的粒子按照 M =0 的 （56.4) 式 
分布： 

d/V (62.3) 

* AW ， - 1 

所以，能量 £>0 的粒子总数为 





= fd ^ 


gV ( mT ) i/2 r ^dz 一 T \ 

Jo 7TT 一、 
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其余的粒子处于最低的状态即具有能量£ =0® ，数目为 

AU =十 •( 是广 (62.4) 

在 T < T 0 时气体的能量当然只由 e>0 的那些粒子来 决定； 在 （56.7) 中令 /x=0, 
我 们有： 

gV ( mT) 3/2 Tr z yn dz 
= ^Tr 2 ft 3 

这个积分可化为 < |^ ( 参看§ 58第二个脚注），于是 得到： 

fp 3/2 3/2 nn 5/2 

E = o. 770AT (丄) = 0. \ 2 % g ^—\ — V . (62.5) 

\ T q ’ h 

由此得到热容 


r 

v 2 T 9 

即热容正比于 f /2 .把热容进行积分后，我们求 得熵: 



和自由能 F = £ : -rs: 



(62.6) 

(62.7) 

(62.8) 


后一结果是非常自然的，因为当时， 

f = <p - pv 二 Nfi + n = a 

对于压 & p = -(|^1我们有： 

3/2 rpS/2 

P : 0. 0851^^-4 — . (62.9) 

h 

我们看 到:在 r<r。 时，压强正比于 r 5/2 , 并且完全与体积 无关. 这种情况是下述事实 
的自然结果 :处于 e =o 的状态的粒子不具有动量，因而对压强就没有任何贡献. 

在 t = t 0 这一点，所有上列的热力学量都是连续的.但是，可以证明 ：热容 
对温度的导数在这一点经历了一个跃变（参看本节的习题）.作为温度函数的热 

容曲线本身在 t = t 0 这一点具有一个折点，并且热容在这一点为极大 

/ 3 \② 

等于 1.28X+/V • 


① 粒子聚集到£二0的状态中去的现象常常称为“玻色-爱因斯坦凝聚'应当着重指 出：这 里所指 
的只是“ 在动错 空间中的凝聚、当然，气体中并没有发生任何实在的凝聚. 

② 但是，必须着重指出.热容的这种行为正是完全忽略了气体粒子相互作用的结果，在弓 I 人即使微 
弱的相互作用后，这种转变就成为二级相变了（这种转变在第十四章中讨 论）. 
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习 题 


试求导数 


( 


dC 


V 


dT 


在 T=T 0 这一点的跃变. 


v 


解 ：为了 解决这个问题，必须确定当 T - T , 为很小的正值时气体的能量.我 
们把等式 （56. 5) 恒等地改写如下式 

. gVm 3/2 


N : N 0 (T) 


在 0 u 1 h 


1 

_ 1 

e ( ， - M)" ■ 

^ e s/T -T 




式中函数由等式 （62. 1) 所 确定. 我们把被积式展开，同时注意到在 r = 
T 0 这一点附近/ I 很小，因而在积分中重要的只是 e 很小的区域，于是我们求得 
在上式中出现的积分为 

de 




广 一=一 /Tu 

•Je(e + |^t|) 

把这个数值代入前式，并用 N 来表示我们得到： 

2ttV//V 0 - /V 


⑴ 


一 /x = 


\ TV 


)• 


在同样的精确程度下 


dE 

dfx 


3 dQ 3 


2 d/JL 




由此得出 


E = E 0 + —N 0 fx = E 0 - 


3it 2 ft 6 ,, //V 0 - /V. 2 


■N. 


g rn 


( 


TV 


)， 


式中五。是 〆 =0 时的能量，即函数 （62. 5). 显然，第二项对温度的二阶 
导数就是我们所求的热容导数的跃变.经过计算后，我们 求得： 




dC 


V 


\ dT 


V 

dC 


67T 2 ft 6 

~ V 1 


g rn 


乂 ㈠ 


dN 


2 


0 


T dT 


To 


- 3.66 


N 


N _ 


( 2 ) 


根据 （ 62 . 5 ), 导数在 r = r 。- o 时的值是 + 2 .89 因而在 r = r 。+ o 时 


它等于 -0.77 


T^o 


§63 黑体辐射 

玻色统计法的最重要的应用对象是处于热平衡中的电磁辐射，即所谓的黑 

体辐射. 

黑体辐射可以看作是由光子构成的“气体”.电动力学方程的线性性质反映出这 


样一个事实 :光子 彼此间并不相互作用（电磁场的叠加原理），因此“光子气体”可以 
看成是理想气体.由于已知光子的角动童是整数，所以这种气体服从玻色统计法. 

如果辐射不是处在真空中，而是处在物质介质中，那么光子气体理想性的 
条件还要求辐射同介质的相互作用也很小.这个条件在气体介质中是满足的 
(除了靠近物质吸收谱线的那些频率以外，在辐射的整个光谱中都是满足的）； 
但是当物质密度很大时，这个条件只有在很高的温度下才对能满足. 

应该注意到 ：正是 为了有可能在辐射中建立起热平衡，哪怕是很少景的物 
质的存在也是必需的，因为光子本身之间的相互作用可以认为完全不存在 

这时使平衡建立起来的机制就在于光子被物质吸收和发射.这种情况使得 
光子气体具有非常重要的 特性： 光子气体中的粒子数 yv 是一个变童，而不像在 
通常气体中那样是一个给定的常数.因此 /V 本身应该由热平衡条件来确定•要 


求气体的自由能（在给定的 T 和 V 下）为极小，作为必要条件之一我们得到 


3F 

a/v 


= 0 .但是由于 


dF 

dN 


) 

I T,V 


我们 求得: 


私 = 0， (63. 1 ) 

即光子气体的化学势等于零. 

因此，光子在具有确定的动 M 肽和能量 e = haj = hck( 而且有确定的极化） 
的不同量子态上的分布由 M =0 的 （54.2) 式来 确定： 

~ -• (63.2) 

e 一 1 

这就是所谓普朗克分布. 

认为体积足够大，我们可以像通常那样（参看第二卷§52>从辐射本征频率 
的不连续分布过渡到连续分布.大家知道，波矢々的分量在间隔 ，k = dk x dk r dk t 
内的本征振动数等于 


(271) 3 


d 3 灸， 


而波矢的绝对值在间隔 M 内的本征振动数相应 地为: 


(2ir) 3 


4irk 2 dh. 


引用频率并乘以 2 ( 每一振动有两个独立的偏振方向），就得到频率在 
和+ dw 之间的光子的量子态数： 


Vo) 2 dco 


(63. 3) 


①与可能产生的虚的电子-正电子对有关的相互作用（光对光的散射）是完全町以忽略 +计的 ，在 
这里不考虑（参肴第四卷 §127). 
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把分布 （63. 2) 乘以这个量，我们就求出在该频率间隔内的光 子数: 

V o) 2 da) 


dN 


^ tt 2 c 3 e wr 


再乘以就得到在这个能谱间隔内所包含的辐 射能: 

Vk a) 3 dcj 


dE 


ir 2 c 3 e hto/r 


(63.4) 


(63.5) 


黑体辐射能谱分布的这个公式称为普朗克公式 ®. 如果用波氏 A 来表示， 

0 J 

这个公式具有如下 形式： 

JI7 16 tt chV dA / 

~7i -- • (63.6) 

A e n - 1 

当频率很小 （few « r ) 时，公式 （ 63. 5) 给出： 

= V ^ z a ) 2 d ( o . (63. 7 ) 

tt c 

这就是所谓的瑞利 -金斯 公式.我们注 意到： 这个公式并不包含量子常数 h 并 
且可以直接由『乘以本征振动数 （63. 3) 来 获得； 在这种意义上，它与经典统计 
相似，在经典统计学中每个振动自由度应该占有能 M H 能 M 均分定理， §44). 
在频率很大 （ » r ) 的相反的极限情形下，公式 （63. 5 ) 给出： 

dE ^ = V ^ o ) 3 e ^ / T dw . (63.8) 

TT C 

这就是维恩 公式. 



012345678 


图 7 


①普朗克 （ M . Planck ) 在1900年发现的该定律标志被子理论开始 创立. 









黑体辐射能量的频谱分布 密度& 在 

do ; 


的频率处具有极大值， 


下式 决定: 


hco 


-= 2. 822 


(63.9) 


由此可见，当温度升高时，分布的极大值的位置以与成 〖 K 比的方式向频率较 
大的方向移动$ (维恩位移定 律）. 

我们来计算黑体辐射的热力学量.当 M = 0时自由能 F 同—致（因为 F = 
少 -/>V = / V M + /2 ) .根据公式（54.4),在其中令/^=0,并且像通常那样（借助于 
( 6 3 . 3 )) 从求和转换到积分，我们就 得到： 


2 


In ( 1 


hut/T 


) dco . 


(63. 10) 


引入积分变量 


ha) 


并迸行分部积分，我们得到: 


F - - V 


3 Wc 3 


4 


上式中的积分等于 g (参看§58第二个脚 注）. 由此可见, 


45( fee ) 

如果 r 用开尔文量度，那么系数 (7 等于 


^ VT \ 

3 c 


60hc 


= 5.67 x 10 


6_ 
• K 4 


称为斯特藩-玻尔兹曼常置 • 
熵为 


dF 

dT 


\6(t 


VT 


它与温度的立方成 正比. 辐射总能量 E = F + TS 等干 

e = —vr 4 = - 3F. 


(63. 11 


(63. 12) 


(63^ 13) 


(63. 14) 


当然，这个表达式也可以由直接对分布 （63. 5) 积分而得到 • 由此可见，黑体辐射 


①按波长的分布密度 •: 也具有极大值，它的位置由另一个类似的比值 

clA 


2 it Me 


= 4.965 


所 决定. 由此可见，按波长的分布极大值点 （Am ) 以与温度成反比的方式移动 • 
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的总能童与温度的四次方成正比（玻尔兹曼定律）. 
对于辐射的热容，有 


最后，压强等于 



(63. 15) 

(63. 16) 
(63. 17) 


理所当然，对于光子气体可以得到与超相对论性电子气 （§61) 同样的压强极限 
表 达式; 关系式 （63. 17) 是粒子的能量和动量之间的线性关系（£=印）的直接结 
果. 

黑体辐射中的光子总数为 

v r (odio vt 3 r 

N : Iwt 7 = 2 3.3L r- 

tt c e 一 1 iv c h e - 1 


上式中的积分可以用以 3) 来表示（参看 §58 第二个脚 注）. 由此可见, 


N 


2j(3) 


2 


( 


工 

hi 


3 


K = 0 


(£ 


3 


v. 


(63. 18) 


当光子气体做绝热膨胀（或压缩）时，体积和温度彼此由 VT 3 =常数的关系 
式联系着.同时由于 （63. 16), 压强和体积由 PV 4/3 =常数的关系式联系着.与 
(61. 8) 相比较，我们看 到：光 子气体的绝热曲线方程同超相对论性电子气的绝 
热曲线方程一致（这正是我们所预期的） • 

我们来研究与周围的黑体辐射处于热平衡的任何物体.物体不断地反射和 
吸收投射到它上面的光子，同时物体本身也辐射出新的光子，并且在平衡状态 
下所有这些过程相互抵消，以使得光子按频率和方向的分布平均地来讲保持不 


变. 

由于黑体辐射是完全各向同性的，能流从它的每个体积元中均匀地向四面 
八方流出.我们引入符号 




dE 




ha ) 3 


(63. 19) 


4ttV da) 4tt 3 c 3 ( e wr - 1) 

代表在单位体积和单位立体角内黑体辐射的能谱密度.于是，从每一点流出而 
进人立体角元 do 且频率在间隔 do > 内的能流密 度为： 


ce Q (a)) dodo). 

因此在单位时间内，投射到物体表面的单位面积上而投射方向与表面法线成 0 
角（同时频率在 d6 > 内）的辐射能量为 
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ce 0 () cos Ododa ), do = 2 irsin 0 d $. 

我们用来代表物体的吸收本领，它是辐射频率及其投射方向的函 
数； 这个量被定义 为：投 射到物体表面上的在给定频率间隔 dw 内的辐射能量被 
该物体所吸收的部分，不包括透过物体的辐射（如果有的话）.于是（在 Is 内、在 
lcm 2 表面上）被吸收辐射的 量为： 

ce 0 (( o ) A (( o J 6) cos 6 doda ). (63. 20) 

我们假定物体不散射辐射，也不发荧光，也就是说反射时不改变 0 角和频 
率.此外，我们认为辐射不能穿透 物体； 换句话说，所有未被反射的辐射完全 
被吸收了.这时被吸收辐射的数量 （63. 20) 应该被物体本身在同一个方向上 
和在同一个频率间隔内所发射的辐射所抵消.用 J (< o t 0) dojdo 来代表（从 
lcm 2 表面上）发射出来的强度，并且令它等于被吸收的能量，我们就得到如下 
关系式： 

J ( o ) t d ) = ce 0 ( cj ) A ( a > ,6) cos d . (63.21) 

当然，函数和对于不同的物体是不同的.但是，我们看到 ：它们 
的比值是频率和方向的普适函数而与物体的性质无关： 

^ = ce o ( w ) co S 0, 

这个函数由黑体辐射（当温度等于物体的温度时）的能谱分布所决定；这个结论 
就是所谓基尔霣夫定律的内容. 

如果物体对光散射，那么基尔霍夫定律只能以一种更为局限的方式来表 
述.因为在这种情形下反射时会改变0角，所以从平衡条件出发只能要求•.物体 
从所有方向吸收来的辐射（在一定的频率下）等于物体发射到所有方向去的总 
辐射： 


jj (( o 9 0 )do = ce 0 (( o ) jA(cj f 6) cos 0 do . 


(63.22) 


在辐射可以穿透物体的情形下 ，一 般来讲 J 角也发生改变（由于射人物体 
和由物体射出时发生折射所致）.在这种情形下，关系式 （63. 22) 还应该对物体 
的整个表面进行积分；同时函数 >4( A 幻和八〜幻不但与物体的材料和形状有 
关，而且还与物体表面上的所在点有关. 

最后，当有伴随着频率改变的散射（荧光）存在时，基尔霍夫定律只有在既 
对方向进行积分，又对辐射频率进行积分后才能成立： 


^ J ( co f 6) dod(o = c^j e 0 ( a )) A ( o ) j 0) cos Ododu . 


(63.23) 


如果一个物体能够完全吸收投射到它上面的全部辐射，那么这个物体就称 
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第五章费米分布和玻色分布 


为绝对 黑体屯 根据定义，这种物体的 4( o >，0) =1，而它的发射本领完全决定于 
函数 


J 0 (( o ^ O ) = c € 0 ( a )) cosd % (63. 24) 

这个函数对于所有的绝对黑体来讲都是相同的.应当注意 ：绝对 黑体的发射强 
度对方向的依赖关系非常简单一它正比于发射方向同物体表面法线的夹角 
的余弦.把 （63. 24) 对所有的频率和对半球内的所有立体角进行积分，就得到绝 
对黑体的总发射强度4: 


Jo 


fo 


e 0 ( ) di 


.tt/2 


•2ttcos 0 sin 0 d 0 


lo 


cE 

4V ? 


式中 f 由公式 （63. 14) 所确定.由此可见， 

J 0 = aT \ (63.25) 

即绝对黑体的总发射强度与它的温度的四次方成正比. 

最后，我们来研究不处于热平衡的 辐射； 这种不平衡既可以指辐射谱分布, 
也可以指辐射按方向的分布.设是频率在间隔 dw 内而波矢方向/! 
在立体角元 do 内的这种辐射的空间密度.在频率和方向的每一个小间 隔内可 
以这样来引人辐射温度的概念 ：密度 e ( o >，; i ) 等于由普朗克公式在这个温度下 
所给出的值，即 


c ( ,/ 1 ) = e 0 ( aj ). 

把这个温度表示为7^,我 们有： 




ha) 


ha) 


4tt 3 c 3 


(63.26) 


我们来设想一个向周围（真空）空间辐射的绝对黑体.辐射沿着直的射线自 
由地传播，并且在物体以外不再处于热平衡状态一它不冉像平衡辐射那样是 
各向同性的.因为光子在真空中传播时彼此并不相互作用，所以我们有理由把 
刘维尔定理严格地应用于光子在它们的相空间内的分布函数，即光子按坐标和 
波矢分量的分布函数灸根据这个定理，分布函数沿着相轨道保持不变.然而，除 
了一个与频率有关的因子以外，分布函数是同给定频率和方向的辐射的空间密 
度 e ( w ，/ i ， r ) 一致的.因为辐射频率在传播时也不改变，所以我们可以有以下重 
要结 果：在 每一个有辐射在其中（从空间给定的一点）传播的立体角元中，辐射 
密度 e ( o >,/ i , r ) 等于在辐射黑体内部所具有的密度，也就是说等于黑体辐射的 


① 这样的物体可以用空腔的形式实现，它有强吸收的内壁并备有一 小孔. 从外部射入这个小孔的 
任何射线只有在受到腔壁的多次反射以后，才可能亚新射到这个小孔上而外逸•因此只要孔径足够小，空 
腔实际上把投射到小孔 h 的所有辐射都吸收掉，因而小孔成为绝对黑体 • 

② 在研究几何光学的极限情形时，我们可以说光子的 坐标. 
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密度6。（0>).但是，在平衡的辐射中这样的密度是在所有的方向都存在的，而在 
这里这样的密度只在某个选定的方向间隔内才存在. 

根据 （63. 26) 来定义非平衡辐射的温度时，我们可以把这个结果表示为另 
一种形式，譬如说，对于所有的有辐射在其中（从空间的每一给定点）传播的方 
向来讲，温度7^等于辐射黑体的温度 T. 如果辐射温度按照对所有方向求平均 
的密度来定义，那么这个温度当然是低于黑体温度的. 

刘维尔定理的所有这些结论在有反射镜和折射透镜存在的情形中也完全 
保持有效——当然是在保持几何光学适用的条件下.利用透镜或镜子可以使辐 
射聚焦，即扩大射线（到达空间中给定的一点）的通行方向的范围.从而可以提 
高在这一点的辐射平均温度；但是，由上述讨论可以得出结论：无论用什么方式 
也不能使它高于发射这个辐射的黑体的温度. 
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§64低温下的固体 


能够有成效地应用统计方法来计算热力学量的另一类对象是固体.固体的 
特征在于 ：其中 的原子仅仅在某些平衡位置一晶体的格点——附近作微小的 
振动.对应于物体热平衡的格点间相互配置是选定的，即是有别于所有其它可 
能的分布，因而是规则的.换句话说，在热平衡状态下的固体应该是晶体. 

根据经典力学，在绝对零度下原子是不动的，它们的相互作用势能应该取 
平衡极小值.因而在足够低的温度下，原子应该总是只作微小的振动，即所有的 
物体都应该是固态的.然而，在现实中量子效应可以使这个规则产生例外.液氦 
就是一例，它是在绝对零度（不太卨的压强下）仍然保持液态的唯一 物质； 其它 
所有物质在其中的量子效应变得重要以前就已经固化了 

要使物体成为固体，它的温度与原子相互作用能相比在任何情况下应该很 
小（事实上在较高的温度下所有的固体都已经熔化或分解）.与此相关，固体中 
的原子在它们的平衡位置附近的振动总是很小的. 

在自然界中除晶体外还存在着一种非晶固体，其原子在混乱排列的点附近 
振动.从热力学的观点来看，这种物体是亚稳定的，随着时间的推移终究会结晶 
的.但是事实上，它们的弛豫时间是如此的长，以致在无限长的时间内，非晶体 
的行为实际上都像是稳定状态的物体一样.下面所有的计算同样地适用于晶体 
和非晶体.区别仅仅在于 ：由于 非晶体的非平衡性，能斯特定理不适用于它们, 


①当与原子的热运动相对应的德布罗意波长变得可以同原子间距相比较的时候.量子效应变得* 
要.在液态氦中，这种情况在2 ~3 K 时开始出现. 
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r - o 时它们的熵趋向于不等于零的值.因此对于非晶体来讲，对下面所得到的 
熵的公式 （ 64 . 7 ) 必须附加某个常数5。（而对自由能必须附加相应的项 rs 。 ）； 但 
是这个不很重要的常数并不影响例如物体的热容，我们将省略掉它. 

这种在 r — o 时不等于零的剩余的熵在晶态固体中也可以观测到，这与所 
谓的晶体有序化现象有关.一种给定类型的原子可以出现在晶体格点上，如果 
格点数同该类原子的数目一致，那么在每一格点附近都有一个原子；换句话说, 
在每-格点附近出现该种类型的任何一个原子的概率等于一.这样的晶体称为 
完全有序的.但是，也存在着这样的晶 体：在 这种晶体中原子不仅可能出现在它 
们“自身的”位置（即完全有序时它们所占据的位置）上，而且也可能出现在另 
一些“他身的”位置上.在这种情形下，可能出现该类原子的格点的数目超过这 
些原子的 数目； 显然，这时该类原子出现在无论老的或者新的格点上的概率都 
不等于一. 

例如，固态的一氧化碳是分子晶体，其中分子 co 可以有两种相反的 取向： 
通过把原子（:和0相互置换的方式就可以从一种取向得到另一种取向；在这种 
情形下，可能出现原子 c (或 0) 的位置的数目是这些原子的数目的两倍. 

在绝对零度下的完全热力学平衡状态中，任何晶体都应该是完全有序的， 
即每一类原子都应该占据完全确定的位置但是由于晶格结构重排过程非常 
缓慢（特别是在低温下），在高温下不完全有序的晶体，到很低的温度下事实上 
也可能仍然保持着这种不完全有序的状态.这种无序性的“冻结”导致晶体的熵 
中出现一项剩余的常数项.例如，在上述的晶体 co 的例子中，如果分子 co 以 

相等的概率取两种取向，那么剩余熵就等于 

S 0 = In 2. 

设/ V 是晶格的单胞数,〃是一个单胞中的原子数.于是原子的总数为在 
总共 3 AV 个自由度中，三个相应于物体整体的平动，三个相应于物体整体的转 
动.因此振动的自由度数为 3 W -6; 但是由于 3 AV 数量非常巨大，当然可以忽 
略掉6这个数，而认为振动的自由度数就等于 槪 

应当着重 指出： 在考虑固体时，我们在这里完全不考虑原子的“内部”（电子 
的） G 由度.因此，如果这部分的自由度是重要的话（例如，在金属中就可能是这 
样），那么必须注意到下面所有关于固体的热力学量的公式都只是与原子振动 
有关的那一部分（通常称为“晶格”部分）.要得到这些量的总值还必须把电子 


①严格地说，这个说法仅在忽略 a 子效应时才正确.如果晶格原子零点振动的振幅与原子间距可 
比，谊7效应巧以变得很重要（在 r = o 时）.原则上，在这种 “ s 子晶体”中，基态 （ r = o 的 状态〉 时格点数 
有可能超过原子数•于是，晶格中可存在“零点”缺陷（自由空位），但它们并不（像在经典晶体中那样）定 
位在任何特定的格点上，而表现为不打乱周期性的晶格集体性质•参看 Ahapccb A (D f ^H4>UJHU H M. 
) K 3 T < I> f 1969,56: 2057. 
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第六章凝聚体 


的部分附加到晶格的部分上去. 

从力学的观点来看，具有 3/ V */ 个振动自由度的系统可以考虑为 3 A ^ 个独立 
振子的集合，其屮的每一个振子相当于一个单独的简 iE 振动.与一个振动自由 
度相联系的热力学量我们已经在§49中计算过了.以那些公式为基础，我们可 
以把固体的自由能直接写成 ® 

F = ISIe 0 + ln(l - e / h ^ /T ) (64. 1) 

ot 

的形式.求和是对所有的 3/ V 〃 个简正振动进行的，它们的编号用角标 a 来表 
示叭我们把一项 A >。 附加到对振动的求和上去， / V & 代表物体的全部原子在平 
衡位置时（更确切地说，在“零点”振动状态）的相互作用能.该项与密度有关， 

但是与物体的温度无关(令) . 

我们来研究低温的极限情形.当 r 很小时，在对 a 求和的和式中起作用的 
只是频率很低的项 〜 7\但是低频振动不是别的，就是通常的 声波. 声波的 

波长与频率的关系为 A ，其中 u 是声速.在声波的情形中，波长比晶格常数 

0J 

a 大得多 （A » a ) ;这就意味着 a > «—. 换句话说，为了能够把振动考虑为声波, 

a 

温度必须满足写成如下形式的条件： 

T « (64.2) 

a 

假设物体是各向同性的（非晶固体）.大家知道，在各向同性的固体中，纵声 
波（我 们用+ 代表它的速度）的传播和具有两个独立偏振方向的横波（具冇相 
同的传播速度 U ,) 的传播都是可能的.这些波的频率同波矢 ft 的绝对值由线性 
关系式= U |/ r 或似 =联系着 • 

在声波的频谱中，波矢绝对值位于间隔 M 内时具有一定偏振的本征振动 
的数目为 

y 47r/c 2 d/r 
(2tt ) 3 ， 

其中 K 是物体的体积.在三种独立的偏振中，令其中的一种为另外其它 


两种为々=巧動出在间隔&内总共具有的振动数目如下: 


① 振动的 M 子化是首先由爱因斯坦用来计算固体的热力学量的 （ A . Kinstein , 1907). 

② 该公式的积分表示参看 （71.7). 
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根据定义 



我们引入一个平均声速 


于是表达式 （64. 3) 可以写成形式 

3oj 2 d(o 


V 


2 W 


(64.3) 


(64.4) 


在这样的形式下，它不仅吋以应用于各向同性的物体，并且也可以应用于晶体, 

这时 G = 应当理解为声波在晶体中以一定方式取平均的传播速度.要确 

定按照什么规则来进行平均，则要求解决关于声波在具冇给定对称的晶体中传 
播的弹性理论问题 

借助于表达式 （64. 4)，我们在 （64. 1) 中把求和转换到积分，得 到： 

F = + T 」 ^j[ ln(l - e^ /r )io 2 daj (64.5) 

2 tt u 

(当 r 很小时由于积分收敛得很快，我们可以把积分从 o 积到这个表达式 
(除开 A ^。 一项以外）与黑体辐射的 Q 由能公式 （63. 10) 的差别只 在于： 以声速 

G 代替了光速 C 而且多了一个因子 | •.这样的类似是卜分自然的.这是因为，把 


卢振动的频率同它的波矢联系起来的线性关系式对于光 f - 同样是正确的.而且 
在一组声振子所构成的系统的能级 X V ^ o 中，整数可以看成是能董为匕 

a 

= hco a 的不同量子态中的占有数，并 R 这些数的值是任意的（像在玻色统计中 
一样）.在 （64. 5) 中多一个因子是由于声振动具有三个可能的偏振方向，而 


对于光子只有两个偏振方向. 

因此不必重新进行计算，我们可以利用在§63屮所得到的黑体辐射的自由 
能表达式 （63. 11), 在其中用&代替 c 并把它乘以因而固体的自由能等于 


固体的熵为 



-V 


Tr 2 r 4 
30( huy 


(64.6) 


①应3提稱，在各向异性的介质中 .一 般存在三支不间的声波谱支，每支的传播速度都是方向的函 
数（参看第七卷 §23). 
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从(65.3)我们求得物体的能量£ = /^-7^,为 

E = Ne^ 3NvT. (65.4) 

高温的情形相当于对原子振动作经典的 考虑； 因此很自然，公式 （65. 4) 完 
全符合能量均分定理 （§44)： 3 A ^ 个振动自由度中的每一个自由度都占有一 
份能景 r (常数 A ^； 除外）. 

对于热 容有： 

C = Nc = 3Nv ， (65.5) 

式中是每个单胞的热容.注意到在固体中（: p 和 C v 之间的差别是完全可 
以忽略的（参看§67节末尾），我们仍旧把热容简单地写为 C . 

由此可见，在足够高的温度下固体的热容是常数，并且只与固体中的原子 
数有关.特别是，各种不同元素 （〃 =1) 的原子热容应该都是相同的并等于 
3——这称 为杜隆-珀蒂定律. 在常温下许多元素是满足这个定律的.公式 
(65. 5) 在高温下对于一系列简单的化合物也是满 足的； 对于复杂的化合物，热 
容的这种极限值一般来讲事实上是不能达到的（在此以前物质早开始熔化或分 
解了 >• 

把 (65. 5) 代人 (65. 3) 和 （65. 4) ，我们可以把固体的自由能和能量写成形式 

F = Ne， 0 - TVcrinT + NcTXxx h(b y (65.6) 

E = NcT. (65.7) 

熵5 = - g 等于 

S = /Vc In r - Nc in — . (65.8) 

e 

当然，从普遍公式 （31.5) 

F = - rlnj ； e' £(p,f)/r dr. (65.9) 

出发，也可以直接从经典统计学把公式 （65.1) 推导出来.在固体的情形下，在这 
个积分中对坐标的积分可以用下述方式来进行：考虑到每个原子处于晶格中一 
定的格点附近，因而对它的坐标的积分可以只在这个格点周围不大的区域内进 
行; 显然，这样确定的积分区域内所有的点相当于物理上不同的微观状态，在积 
分中不必附加任何因子 

在 （65. 9) 中代人用简正振动的坐标和动 M 表示的能童 


①在气体的情形下，因为对每个粒子的坐标的积分是对整个体积进行的，所以这种因子是必要的 
(参看§31节末尾）. 
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习 题 

1 . 试求使两个相同固体（其溫度为 r , 和 r 2 ) 的温度相等时可能获得的最 
大功. 

解.•与§43中习题12的解法完全相似.我们 求得： 

I«= NcQf ； - yf 2 )\ 

2 . 试求使固体从溫度 r 冷却到介质的温度 r 。 时（在体积不变的情况下） 
可能获得的最大功。 

解：根 据公式 （20. 3) 我们 求得： 

I /? = ^c(T-T 0 ) + NcTJn 


§66德拜内插公式 


由此可见，在两种极限——低温和高温——的情形下，对固体的热力学量 
进行足够完全的计算是可能的.在中间的温度范围内，这样的计算是不町能的， 
因为在 （64. 1) 中对频率的求和在很大程度上依赖于给定物体的整个振动频谱 
分布的具体形式. 

由于这个缘故，如果建立一个统一的内插公式，能够给出热力学 ft 在两种 
极限情形下的正确值，那是很有意义的.当然，关于求得这种公式的问题的解不 
是唯一的.但是，应该 希望： 以合理的方式建立起来的内插公式，至少能够定性 
地正确描述物体在整个中间温度范围内的行为. 

固体的热力学 童在低 温下的形式由振动频谱分布 （64. 4) 所决定.在高温下 
的情况是所有 3 A / 〃个振动都被激发.因此为了建立所求的内插公式自然要从这 
样一个模型 出发： 在这个模型中，在振动频谱的整个范围内频率是按定律 
(64.4) 分布的（实际上它只对于低频是正确的），并且振动频谱是从=0开 
始，到某一有限频率 为止； 决定后者的条件是振动的总数等于应有的值 


由此得出 


3^ 


2tt 2 u ? 


厂 




Vaji 


2 it 2 u 3 


3/ Vi /， 


2 . 1/3 


6tt AV 
V 


) 


( 66 . 1 ) 


由此可见，在所考虑的模型中，频率分布由公式 

> 2 da ) , 


9/ Vi / 


3 




( 66 . 2 ) 
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给出，它表示频率在间隔 dw 内的振动数目 （ 我们已用来表示 S ). 
在 （64. 1) 中把求和变换为积分，我们现在 得到： 

9Np 


F 二 Ne 0 + T 


3 


o/ln( 1 — e ~ h<o/T ) dio. 


我们引入物体的所谓徳拜温度或特征温度0，其定 义为: 

S = h ( o m 

(当然，0是物体密度的函 数）. 于是 


F = Ne 0 + 9/ W ( 

对它进行分部积分，并引入德拜函数 

D ( x )-- 

可以把自由能的公式改写成形式 


T 


3 


z 2 ln ( 1 - e :) dz . 


0} Jo 


3 f x z dz 


x ^ e 


F ^ Ne 0 + NvT 


31 n(l 


e 


^/T\ rv/ S 




(66.3) 


(66.4) 


(66,5) 


( 66 . 6 ) 


由此得到能量 £：= 厂 兰为 


dT 


E = Ne 0 + 3/ V */77)( 早)， 


热容为 


C = 3 i\v 


-(f)-Ml)] 


图 8 给出了忐对 > 依赖关系的曲线. 


(66.7) 


( 66 . 8 ) 



公式 （66.6) — (66. 8) 就是所求的固体各热力学量的内插公式 （ P _ Debye ， 
1912). 

很容易看到.•在两种极限情形下这些公式确实给出了正确的结果.在『<<0 




(低温）时德拜函数的宗量 I 很大.在一级近似下，在德拜函数 D(x) 的定义 


4 


(66. 5) 中可以把积分上限； c 用 * 代替; 所得到的定积分等于因此$ 


4 


D(x) 


» 1 )• 


把它代人（66.8〉，我们得到 


12AW/ 7V 


(去）， 


(66.9) 


这同 （64.9) 是一致的.而在高温 （ r »@) 时德拜函数的宗量 很小； 当* «1 时， 
在一级近似下②，因而从（66.8)我们有'=3；\^，又同以前所得的结果 
(65. 5) 完全一致®. 

值得指出 ：函数 0( 幻的实际变化进程表 明：热 容在两种极限情形下的定律 
能够适用的判据是 r 和 f 的相对大 小：当 时热容可以认为是常数，而 

r « 孕时热容与 r 3 成正比軋 
4 

根据德拜公式，热容是比值 f * 的某个普适函数.换句话说，根据这个公式， 

处于所谓“对应态即具有相同的中的不同物体的热容应该是相同的. 

德拜公式只对一些具冇简单晶格的固体包括大多数元素和一些简单化合 
物如卤素盐类固体，才（在对内插公式所能要求的精确程度内）很好地表达了热 
容随温度变化的进程.对于结构很复杂的物体，实际上它是不适 用的； 这是很自 
然的，因为这些物体的振动谱非常复杂- 


①用积分〔-厂代替在第二个积分的被积式中把 （/- I )」 按的幂次展开并逐项进行积 


分，我们 求出： 当戈》1时， 

D(*) =5-3e-[l + 0(^)]. 

闵此， 在正文中所引用的值，除 f 未考虑指数小的项以外，是正确的 • 

② 当怎《1时，把被积式按 X 的幂次直接展开并逐项积分，就得出 

D(x) = 1 ' T * + ^ ~ **'• 

③ 在高温下，热容精确到展幵的下一项为 



- 去 (A 1 


④举例来说 ，一 些物质从热容数据所得到的》 值为： Pb 90 K ， Ag 210 K,AI 400 K t KBr 180 K,NaCl 
280 K ; 特别大的是金刚石的大约 2000 K . 


• 180 • 


第六章凝聚体 


§67固体的热膨胀 


在自由能 （64. 6) 中，正比于 r 4 的项在低温下可以认为是附加到 F 。 


上的一个很小的增最.从另一方面来看，对自由能的小的修正项（在给 

定的 I 和 r 下）等于（在给定的 p 和 r 下）对热力学势少的小修正项（见 
(15. 12)). 因此我们可以立刻 写出： 

「 2 rx ( 尸） 


4> = 0 O (P) - - 30(fjU y 
式中 AM ) 是热力学势中与温度无关的部分 A ( P ) 是体积，借助于 


(67. I ) 


P 


dF 0 


N 


d £ T 0 


表示为压强的函数，而 


速.物体的体积对温度的依赖关系由 V = i 来 决定: 


dV ， dK 

( p ) 是借助于同一个关系式用压强来表示的平均声 

d 0 


dP 


V = V Q (P) 


_ ILll ±( v o 

30 h' dP 


(67.2) 


热膨胀系数 




2ti 2 T 3 d !V^ 


(67.3) 


V\ d Tf p 

我们看 到：在 低温下 《 与温度的三次方成正比.虽然如此，但是这个事实早就可 
以从能斯特定理（ §23) 和热容的 r 3 定律看出来了. 

类似地，在高温下我们把 （65. 6) 中的第二项和第三项看作是对第一项的小 
修正项（为了使物体是固态的，在任何情形下都应该有 r « f 。）， 我们 得到： 


0 = <P 0 (P) - NcT \nT + NcT \nh(o(P). 


(67.4) 


由此得出 


V = V 0 (P) 


NcT 6a) 
^ dP 


(67.5 


热膨胀系数为 


Nc dw 


(67.6) 


V 0 cj AP 

它是与温度无关的. 

随着压强的增加，固体中的原子彼此靠近，而它们振动的振幅（在间一能摄 
值下） 减小； 换句话说，频率 增加. 所以 g >0, 因此 a >0,即固体随温度的升高 

dr 

而膨胀.类似的讨论表明 ：公式 （67. 3) 中的热膨胀系数 a 也是 正的- 


68 离度各向异性的晶体 


最后，我们来利用在上一节末尾所指出的对应态 定律. 热容只是比值@的 


函数的论断，相当于断言，以热力学势为例，它是如下形式的函数 


少 。⑺叫! 


(67.7) 


同时体积为 


w 諄 (/ 


I 外 


而热膨胀系数为 


T_M r 


v 0 e 2 dp 


用类似的方式我们求得焓 w = ct > - 和热容 c = 


dW 


工 / 
& J 


比较 c 和 《 的两个表达式，我们得到如下关 系式： 

— =— 1 -— —. (67. 8) 

C & V 0 ( P ) dP 

由此可见，在对应态定律能够适用的范围内，固体热膨胀系数和热容的比值与 
温度无关（格林艾森定律） • 

以前我们已经提到过：在固体中热容 G 和 G 之差是非常小的.在低温范 
围内，这是由于适用于所有一般物体的能斯特定理的普遍 结果. 在髙温范围内， 
利用热力学关系式 （16. 9)，我 们有： 




Ta l V 2 0 

dh/d 尸， 


式中 《= a ( P ) 是热膨胀系数 （67.6). 我们看到 ： C p -( V 之差正比于 r ; 这实质 
t 意 味着： 它按工的幂次的展开式是从一次项开始的，但是热容本身的展开式 

占0 

是从零次（常数）项开 始的. 由此得出结论 ：固体 在高温时也有 C p - C v « C . 


§68高度各向异性的晶体 


在§66 末尾已 经指出，德拜公式实际上对结构复杂的晶体不适用.这里尤 
其指“层”型和“链”型的高度各向异性晶体结构.前者可以说是由平行原子层 
构成，并且在每一层内部原子的相互作用能与相邻层的结合能相比很大.类似 
地，链型结构由彼此结合相对较弱的平行原子链 构成. 这些晶体的声波振动谱 
不是由单个而是由几个数 M 级不同的德拜温度来表征 • 只有在温度与德拜温度 
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中的最低一个相比为低时，热容的尸定律才 成立； 在中间范围内会出现新的极 
限親徐《 M . JIh ^ ulihu ， 1952 ). 

我们首先考虑层型结构.相对于层平面（取作 w 平面）中的原子振动而言, 
这种晶格具有最大的 硬度； 而对于以层为整体的层间相对振动，晶格的硬度很 
小. 这些性质导致5支声波谱有频率依赖于波矢的特征（色散关系），这里以六 


方对称晶体为例，它们可以表示为下列 公式: 


io\ = U]x 2 + a\k] t (o\ = U\x 2 + u\k] 9 

(i)\ = u\x 2 + u\k ], ( x 2 = k\ + A:J ), 


( 68 . 1 ) 


此处 U l 9 U 2 »u^u 4 . 在这里传播速度 U ^ U 2 属于层平面中的原子振动 ， u 3 ( 在 
叫两支中）属于层间剪切振动 ， u 4 属于层间距的振动叭 


然而，对于研究晶体的热性质而言，表达式 （68. 1) 还是不够的.实际上，这 
些表达式只是函数 w 2 ( A ) 按波矢幂次展开式的第一项.但是由于这些展开式的 
二次项的某些系数“反常”的小，下一阶（四次）项也起重要的作用叭为阐明它 


们的形式，我们注意到，完全忽略层间耦合时，波的色散关系形为 

0 )\ - U]x 2 1 o)\ = U\x y <o\ - y 2 x*. (68. 2) 

频率 A 和 o > 2 相应于层平面内的纵振动，而频率相应于横振动，这种情况下 
是看作自由弹性薄板的片层的弯曲波（参看第七卷 §25). 所以，略去四次方项 


中与层间耦合有关的小项，我们最后把波的色散关系写成 

to] 2 = <7( 2 x 2 + a\k] t w] = u]x 2 + u\k\ + y 2 x 4 (68. 3) 


我们将认为 K 〜 U 2 , ，并用记号记小比值，以表征层间耦合能 

与同层原子间耦合能相比的相对大小.我们也引进像@ = 一 样的德拜温度 
(更确切地说，是德拜温度中最大的），式中是“硬”振动的极限频率 

a 


是品格常数）；“软”振动的极限频率与相比很小，差一比例 T ?. 最后，自然可 
以认为，弯曲波的极限频率与 N 数量级或 稍小； 设它〜 0； m ®. 在这些情形下， 


① 关于晶体六方对称的假设并非必不可少，这样做只是为了使公式 （68. 1) 更为 明确. 速度 U 、， …， 
u A 用这种晶体的弹性換 M 表示 如下： 

, U\ = 丄 A „ “， u 】 = —A^„ f u] = —, 

P P P P 

式中 p 是密度 .（ 对于层型晶体，弹性模 I * 与校緻比很小•对第七卷§23的习 

题2中求出的表达式，按前者的幕次展开.可得到这些公式 • 正文中所述的振动类型，可以从张鱼 
的各个分量的意义予以辨认. 

② 确定波的色散关系的方程是 J 的代败方程（见下 节）. 因此，它就是函数 w 2 (*) 按幕次 
的正则 展幵. 考虑到这些函数的偶性（参看 §69〉， 展开式仅含偶次项. 

③ 换而言之，我们假设-仏.应该着重指出•与层的“横向刚度”有关的系数 y 并非可以 
只用一些弹性模摄表达. 
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我们阐明在下晶体热容的温度依赖关系的特征 
考虑声学振动的贡献，物体的自由能取决于公式 


3 

+ o(i 


- hiu^/T 


Vdk t dk dk 

_ Y y i 

(2tt) 3 


(68.4) 


式中求和对波谱的三个支进行，而积分遍及波矢变化的所有区域 

如果 r » 770 ，则可以忽略层间耦合，并相应地利用谱 （ 68 . 2 ) •对自由能 
的主要贡献来自“弯曲”支 o > 3 . 由于 r «0 时收敛很快，关于 dk t dk ， 的积分 
可以扩展为从 -00 到00 •用对的积分取代它，经此显而易见的代换，求 


ro 


ln( 1 - e 


hyx/T 


)2ttxcJ 


irTr 
fty Jo 


In( 1 - e 1 ) dx 


对叫的积分(区域取 UJ 在 k … 〜士)给出与温度无关的 因子〜 结果求得 

自由能的温度部分正比于7 12 ,相应地对于热容有 

Coer 当时. (68.5) 

当7'«7 7 0时，在积分（68.4)中必须写出 w a U ) 的完全表达式 （68. 3) ，而 
对 A 的各个分量的积分可以扩展为从 -00 到 oo . 这样得到的自由能的温度关系 
足够复杂，但是仍然可以分出两种极限情形.如果则主要的贡献还是 
来自 A —支，且可略去它的 /项 ，写成 


实际上， xdx 的积分中起主要作用的是如下的值 ： fty 
hux ~ hu ( T / hy ) l/2 - T ( rj 2 e / T ) 1/2 « T . 现在我们求得 


2 


这时 


1 一 exp(- 


k] + y 1 x A ^2Tixdxdk t 


常数 


a 4 y 


结果，对于热容有 

Coer 2 , 当 t / 2 (9« r « ”(9时. (68.6) 

最后，在 r « 77 2 0 时用同样的方法可以证明在 （ 68 . 3) 中可略/项，于是我 
们回到 W 线性依赖于 A 的声波谱 （68. 1 ) ，对于热容得到德拜定律 

C oc 7°,当 r « 77 2 0 时. (68.7) 

用类似的方法可以考虑链型结构的晶体（选取链方向为 z 轴）.在这种情形 
下，声波谱三个分支的色散关系有下列形式 

0)] 2 = u] 2 X 2 + u\k] + y 2 k 4 t f 0)\ = u]x 2 + V\k] , (68.8) 


① 高温构成经典区域，其中热容0 =常数. 

② 也就是一个倒格 子胞； 参肴下面的公式 （71.7). 
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而且现在 a ,, u 2 , a 3 « U 4 ^>. 略去链间相互作用，关系 （68. 8) 归于 

^).1 = y 2 灸 :，= u 2 A k ]； 

谱支叫对应于链中原子的纵振动 ，乂和 ％对应于把链看成弹性弦时的弯曲 

波.设〜 ~ U 2 并巨仍 旧引进小参量77〜 i 和德拜温度，可以得出下列热容 

与温度依赖关系的极限 规律： 

当 V S « T « (9 时， C oc r ,/2 . 

当 T 7 2 <9« r « ”0 时， Cocr 5 ’ 2 ， （68.9) 

当: r « 7^0 时， c oc t \ . 

§69 晶格的振动 

在上节中我们把固体中原子的热运动考虑为晶格的简正微振动的集合.现 
在我们来更仔细地研究这些振动的力学性质. 

在晶体的每个单胞中一般来讲有若十个原子.因此要指定一个原子必须给 
出它所处的单胞以及这个原子在该胞中的编号.宇-胞的位置可以用单胞的任意 

一个特定顶点的径矢 G 来确定.这些径矢的取值为 

r„ = + n 2 a 2 + , (69. 1 ) 

式中 n ,, a 2 , n 3 是整数，而七，£1 2 ，<1 3 是基格矢（即单胞的边长） • 

我 们用化 表示振动的原子位移，式中角标 s 表示原子在胞中的编号 O = 1， 
2,…是胞中的原子数目）.作为在平衡位置（格点）附近作微振动的粒子力 
学系统，晶格的拉格朗日函数具有形式 

L = - n f ) u tl ( n ) u ,, k ( n f ) t (69.2) 

^ ns ^ mm' 

u 

式中矢量 n = (~ ， n 2 ， n 3 ) ; m , 是原子的质 M ,而〗,々是矢里指标，取值:(而 
且依惯例二次重复指标意味着求和）.系数 A 仅仅依赖于差因为原子间 
相互作用力仅仅依赖于晶格单胞的相对位置，而与它们在空间的绝对位置无 
关.这些系数具有对称性 

O ) = A ^ i - n ), (69.3) 

这从函数 （69. 2) 的形式显而易见. 

从拉格朗日函数 （69. 2) 可得运动方程 

m t a ti = - ^ A'iKn - n r ) u t . k ( n '). (69.4) 

应该指出，各系数 A 以特定的关系互相联系，体现如下事实 ：晶格 作为整体作平 

①为明确起见，这里再次假设六方对称一这一次是指链方向•速度 ，仏 用本节第一个脚注中 
提到的间样的公式由弹性模 S 表达，但是现在模 M 与相比 为小. 


§69 晶格的振动 
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移或者转动 时+会 对原子产生任何的作用力.在平移时所有的 《,(/*)= 常数，因 
此应有 

YA ： k ( n ) = 0. (69.5) 

在这里我们不写出从相对转动不变性得出的关系. 

我们求方程 （69. 4) 的单色平面波形式的解 

u ,( n ) = ^(^) exp [ i (* • r H - < ut )]. (69.6) 

(复）振幅 t 仅依赖于角标 S 即仅对同一胞内的不同原子有所不同，而不管不 
同胞中的等效原子.矢量 e , 既决定振幅的大小，也决定它们偏振的方向. 

把 （69. 6) 代人 （69. 4), 我们得到 

£ i > 2 m 1 e li exp ( ik • r n ) = ^ - n ') e t . k exp ( ik • r „.). 

Il’f 

等式的两边除以 exp(ik • r n ) 并用对沪 - n 的求和取代对 W 的求和，得出 

X ~ =0， (69. 7) 

式中引人记号 

A ^( k ) = 2>::’（ n ) exp ( - iA : • rj . (69.8) 

n 

振幅的线性齐次代数方程组 （69. 7) 有非零解，必须满足如下相容性条件 

det | A 3 ' k ( k ) - ( o 2 m t h ik h it > | =0. (69. 9 ) 

指标 M 各取 3 值，而指标各取 1/ 值，因此行列式的阶数等于 3〃， （69. 9) 是 
关于 W 的3〃 次代数方程. 

这个方程3〃 个解的每一个都决定频率 W 依赖于波矢*的函数 关系； 这种 
关系称为波的色散关系，而决定这种关系的方程 （69. 6) 称为色散方程.因此，对 
于波矢的每一个给定值，在一般情况下，频率可以有如个不同的值.可以说频 
率是波矢的多值函数，有3〃 个支， o ; =0>。（幻，这里指标 a 标记函数支. 

从定义 （69. 8) 和等式 （69. 3) 得出 

AUk ) = A ^ i - k ) = [ A s ；；( k )]\ (69.10) 

换句话说， yl ：； (幻各量组成厄米矩阵，从数学观点看来，解方程 （69. 7) 的问题就 

是求解该矩阵的本征值及相应“本征矢量”的问题.根据厄米矩阵的已知性质， 

相应于不同本征值的本征矢量相互正交.现在这意味着 

¥ 

^ m , ii ； a ) ii ； a ^ =0 当 a ^ a # , (69. 11) 

j ^ 1 

位移矢量的角标 U ) 表示它所属的振动谱支厂等式 （69. 11) 表示不同谱支偏 

d 在关系式 （69 •丨丨）中出现 r “权 f •爪••这 a •因为< n II I ；； (*) a ^/ 

〃厂 G 7 的本征值，并且相成的本征矢泔足乂 
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振的正交性. 

因为力学运动方程关于时间变号的对称性，如果某种波 （69. 6) 的传播是可 
能的，则同样的波也可以在相反方向传播.但是这种方向的改变等价于 A 的符 
号改变.因此 , o >( A :) 应该是偶函数 

(0( - k ) = aj ( k ). (69. 12) 

晶格振动的波矢具有如下重要性质.波矢只通过指数因子 exp ( i * • rj 出 
现在 （69. U ) 中.但是该因子在如下代换下完全 不变： 

k — k + b ， b = p x b } + p 2 b 2 + p 3 b ” (69. 13 ) 

式中 a 是任意的倒格矢是它的基本 周期; p ,，/> 2 ， p 3 是整数）换句 
话说，晶格振动的波矢在物理上不是单值的 ：相差 6的所有 * 值在物理上都是 

等价的.函数6>(幻在倒格子中是周 期的： 

a){k + A) = o)(k) f 

因而在 euU ) 的每一支中只要考虑波矢 A 的某个有限范围即一个倒格子胞.例 
如，如果选取坐标轴（在一般情况下是斜交的）沿倒格子的三个基本周期，可以 
只考虑如下区域 

- y 6, < +6‘. (69. 14) 

当 it 取这个区的值时，每个谱支的频率似（灸）取占有某个有限宽波段（或称 
为区）的值.当然不同区可能部分交叠. 

用几何的术语来说，函数关系6>= OiM ) 表示为四维超曲面，它的各个叶对 
应于函数的不同支.这些叶可能并不是完全分开的，即可能相交.这些相交的可 
能类型相当依赖于晶格的具体对称性.研究这个问题需要应用群论方法，这将 
在以后§ 136中讨论. 

在3〃 支振动的波谱中，必定有一些波长（与晶格常数相比大的）很大，对应 
于晶体中通常的弹性波（即声波）.从弹性理论（参看第七卷 §23) 知，当成连续 
介质的晶体可以传播具有不同色散关系的三种波，并且对于所有这二种类型 ， o > 
是矢量灸的分童的一次齐次函数，且在*=0时变为 0. 因此，在函数 o >( A ) 的 h 
支中应该有三支，在 * 很小时其色散关系形为 

^ = V ( y ) (69. 15) 

这三型波称为声 学波； 它们的特征是 ：（ 在&很 小时）晶格像连续介质一样整体 
地振动.在0的极限情形下，这些振动变为整个晶格的简单平移. 

在每胞含有多于一个原子的复杂晶格中，还存在 3(〃 - 1 ) 个类型的波.这 


①这里用到的一些槪念，在下面§ 133会详细 考虑. 


§70 振动数的态密度 
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些波谱支在 A =0时频率并不变为0,当 k ^ O 时趋于常数极限.晶格的这些振动 
称为光学振动.在这种情形下，同一单胞中的原子彼此相对运动，并且在 * =0 
的极限情形下，胞的重心保持不动 

所有 3( vl ) 个光学振动的极限频率 U =0 时的频率）不一定都各不相同. 
在具有一定对称的晶体中，某些光学谱支的极限频率可能重合，或者说是简并 
的（关于这一点参看 §136). 

具有非简并极限频率的函数 w ( Ar ) 可以在々=0的附近展开为矢量 A : 的分 
M 的幂级数.由于 o > U ) 是偶函数，这种展开式 只含卜 的偶次幂，因此它的前几 
项形为 

⑴= ( O 0 + (69. 16) 

式中如。是极限频率， y , 4 是一些常数. 

然而，如果有几支的极限频率相同，则这些支中的频率函数完全不能按 
k 的幂次展开，因为 it =0的点是它们的奇点（分支点）.这时只能够断 言：在 * =0 
的附近差是*的分傲的一次或二次齐次函数（依晶体的对称而定）. 

我们再次 提醒： 上述的一切讨论都是在所谓的“简 谐近似 ”之下，这时势能 
只考虑原子位移的二次项.只有在这种近似下，各种不同的单色波 （69. 6) 才彼 
此没有相互作用，而自由地在晶格中传播.在考虑后面的“非 简谐” 项后，就会出 
现这些波的相互散射和各种衰减过程.相互作用也可能导致形成波的“束缚态” 
(声子，见下），这是简谐近似下所没有的波谱新支. 

此外，我们假定了晶格具有理想的周 期性. 必须 注意： 只要在晶体中有各种 
同位素的原子以无序方式分布着（即使不考虑可能的“杂质”以及晶格的其它缺 
陷），理想的周期性在某种程度上也是被破坏 了的. 但是，如果这些同位素的原 
子量相对差很小，或者一种同位素比其余的多很多，则这种破坏比较不重要•在 
这些情形下，一级近似下所述的图像仍然有效，但是在更高级的近似下，就会产 
生波受晶格不均匀性散射的各种类型的过程 

§70振动数的态密度 

波矢分 M 值处在区间 d 3 k ^ dk t dk r dh , 内的振动数，对晶体单位体积而言等 

① 后一结论珂以从运动方程 （69.7) ,(69.8) 直接正式 导出. 在时，方程形为 

一 0 

方程两边对 S 求和，因为 （69.5) 而左边得到0;所以为使方程在*=0时仍然对，应该也有 =0. 

暴 

② 晶格缺陷的存在也引起振动谱的某些变化•出现一些新頻率（对应于在缺陷附近的“局域化”振 
动）•这些问题的研究见：几 E M , KoceBHH A M.flHHaMMKa KpHCTa/UlMHCOCOfl pemCTKH c Ae<|)CKTaMH. 
Rep . Progr . Phys. , 1966,29： 217. FlepeBOji-B KMre:/lwJmiM 口 M H 36 paHHWC Tpyaw . 4> H 3 MKa pca^fbHWX 
KpHCTaii^oB m HeynopHAOMCHHhix chctcm. Hayxa f 1 987 , craTbfl 14. 





(70. 1) 


于振动按频率的分布函数是具体晶格的振动谱特征，由它给出， 

频率位于到 o >+ do ) 之间的振动数为 g (< o ) d ( o . 当然，对于不同的谱支这个数 
是不同的，但是为了简化记号，本节略去函数0>(幻和 g ( o >) 的相应角标 a . 

数 g ( a >) dcu , 等于 Jfc 空间中包围在两个无限接近的等频面 a >( A ) =常数之间 
的体积除以 （2 tt ) 3 . 函数 a >( A :) 在灸 空间每一点的梯度，指向过该点的等频面的 
法线.因此，从表达式 dto=dk • 可明显看出，这样的两个无限接近表面 

的间距（用它们之间的法线一段量度）是把这个量乘以等频面的面元 

df k 并对整个表面积分（在一个倒格子胞的范围内），我们得到待求的 A 空间体 
积部分，把它除以 （2 tt ) 3 , 即为频率分布 密度： 

… )= i^T^T (701) 

在每区（某支 w ( ifc ) 在々的一个倒格子胞内所取的值域）中，函数0>(幻应该 
至少有一个极小和一个极大.因而，由此得出，该函数也应该具有鞍点 ®. 所有这 
些稳恒点的存在导致频率分布函数的一定特征 （ L . van Hove ，1953). 
在位于某个 k = k 0 的极值点附近 ， ki w 。 = w ( l Q ) ，差值 w (幻 - o) Q 具有形式 

似 - = Y y>k ^ h> -心.〉（灸*一 D . 

取灸空间的坐标轴沿该二次型的主轴，我们把它写成 

(O - ( O 0 - y [ y ,( A , - k Qx ) 2 ■¥ y 2 ( k r - k 0) ) 2 + y i ( k l - A 0 :) 2 ] , (70. 2) 

式中 7 i ， yi 是对称张量 h 的主值 • 

我们首先考虑函数 w ( A ) 的一个极小点或极大点.于是 y , , y 2 ， y 3 有相同的 

符号.根据= -/ I y , | ( k x - k 0 t ) ，… ，引人新变量 u , ，心代换 、， k ” k t ，我们 
写出 


± T U * 


(70.3) 


, y 


I 7x727^ I - 


(70.4) 


这时在 x 空间中的等频面是 球面. 在 (70. 1) 中变换到 x 空间中的积分，有 

gU) ”卜― 1 . (70 _ 4) 

球面 元为： 式中 dO 是立体角元.函数（ 7 0. 3 )的梯 度为： ▽，（<)= 
± x . 所以（70. 4 )中的积分等于 4 itm 根据 （70.3) 用0>-0>。表示 x ， 最后得 


①可以证明（但不在这里给出）.至少应该存在6个鞍点，两类各三个，对应于公式 （70.8 )< 参肴下 
面） 中的 ♦ 号和 -号. 
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g (( o ) 


V 2 y 


(i) - O), 


(70.5) 


因此，振动数密度具有平方根奇异性； 微商# 在时变为无穷大 • 

do > 

但是，应该注意到，在一般情形下（如果值0>=叫位于频率变化带的内部而 
非正好边缘卜.），值0；接近0>。的等频面（除了包含 it =幻点周围的椭球面以外） 
还可能包含位于 A 空间中单胞其它部分的其它叶.因此在一般情况下表达式 
(70. 5) 只给出振动数密度的“奇异”部分，因而更正确地应该对 o ;= o >。 点的一 
侧（对极大为 W <0>。，而对极小为0 >0。）写 


g {(^) = g (( O 0 ) 


( 0-(0 


(70.6) 


tT V2y 

而对另一侧，写 g ( w ) = g ( a > 0 ). 

我们也注意到，公式 (70. 5) 自然并不属于声学振动区的下缘 =0) 的邻域, 
那里色散关系形为 (69. 5) .容易看出，在这种情形下 如、 

g (如）=常数 _0> 2 . (70.7) 

现在我们考虑鞍点的邻域.在这种情况下 
(7 o .2)* yi , y 2 ， y 3 的值，两正，一负，或者一正两 ° 

负•代替 （70. 3) 现在有 \ j I 


0)><0 ( 


0) - 0 J l 


± k \ - x \). 


(70.8) 


为明确起见，取该式中 上号. 于是，在 w <0。时等频 
面是双叶双曲面，而在0>> %时是单叶双曲面 ；w = 
的分界面是双锥面（图 9). 

在 （70.4) 中的积分现在很容易计算，如果用 x 


w r I > 、 


空间的圆柱坐标系：^ ， t , p , 这里 L + 〆 ， 

而史是 ^~平面中的极角.梯度的绝对 值为： 

| V.Oil •当0><叫时，积分在双曲面的两腔中 进行: 


图9 


从 = —d 


1 r K 2 HX , dx L 

g (( o ) =—— ! —— .2 ---^-; 

(2 ir) 3 /y h 7^+2( o > 0 -、) 

作为上限尺（其值不影响最终奇异性的形式）可以取任何比为大的 x 
值，但是同时又如此之小，以至于表达式 （70. 8) 仍有等频面的形式 • 结果求得 


g{<o) = ― — - y/2((O 0 - W) ] • 

2 ir vy 
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热平衡，即晶格平衡的热运动得以建立的机制. 

在所有这些过程中必须遵守能量守恒定律以及准动里守恒定律.但是后者 
对声子总准动量只要求守恒到可以附加形为祕的任何一个矢量的程度，这与 
准动 M 本身的非单值性有关.因此，在任何一个声子碰撞过程中，起始 准动置 
( P ) 与最后准动量 （/ O 应该由如下形式的关系式相联系 ® 


+ hb - (71.4) 

在晶格中 nj 以同时激发任意个全同 声子； 换句话说，处于声子的每一个量 
子态中的声子数可以是任意的（在经典图像中这对应于波的任意强度）.这意味 
着声子气体遵守玻色统计.在这种气体中粒子总数不是给定的，而是取决于平 
衡条件，因此它的化学势等于零（参看 §63). 因而每一个量子态（具有准动讀 p 
和能 M 幻的声子平均数，在热平衡时由普朗克分布函数确定 



= 



(71.5) 


应当指出，在高温下 （ r » e ), 这个表达式变为 



即在该状态中的声子数与温度成正比. 

声子的概念，对于在任何宏观物体的童子能谱理论中起重要作用的更一般 
概念而言只是特例.宏观物体的任何弱激发态可以看成各个元激发的集合.这 
些元激发相当于在物体所占体积中运动的某几种准 粒子. 只要元激发的数目足 
够小，它们彼此“不相互作用”（即能量直接可加），因此它们的集合可以看成准 
粒子的理想气体.我们再一次 强调： 元激发的概念只是作为物体中原子集体运 
动的 M 子力学描述方法，绝不能把它们混同于个别的原子或分子. 

在声子的情形下，它们的相互作用对应于（在经典图像中）晶格原子的非简 
谐振动.但是，正如§64中所指出的，在固体中这些振动事实上总是很小，因此 
是“几乎简谐的”.所以，在固体中声子的相互作用事实上总是很弱. 

最后，我们写出根据固体声子谱确定的固体热力学量的公式. 

固体在热力学平衡态中的自由能由公式 （64. 1) 给出.把其中求和变为对一 
系列连续声子态的积分，有 

^yV, 0+ r|/ln[,-exp(-^)]^ ⑺ .7) 

式中求和对所有的谱支进行， ( ft 】 积分对一个倒格子胞中的々值进行，对各谱支 


① 总准动量并不保持为常数而是改变祕的过程，称为折返过程. 

② 这个公式已经在§68中用于处理声学谱支对自由能的贡献. 
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引人状态数 密度& (似）并转换为对频率的积分，这个公式也可以写成 

lv 

F = A ^ 0 + TV ^ f In ( 1 - e ^ / r ) g Q ( oj ) dio . (71.8) 

a = l ^ 

固体的非平衡宏观状态用声子按它们的量子态的某个非平衡态分布来描 
述，完全类似于对理想气体所作过的那样.物体在这种状态下的熵可以用§55 
中（对于玻色气体）所得的公式来计算•尤其是，如果每个状态有许多声子，熵等 


于 


_ eN , 

S = 言， 

式中％ 是一组个邻近状态中的声子数（参看 （55. 8)). 这种情形对应于高温 
( r »0) .把这个公式改写成对应于热振动经典图像的积分 形式. 处于波矢值 

区间和空间体元 dV 的（每一谱支）声子态数是•设 UJr , k)dr 

(2tt) 

是同一个相空间元 d T 中的热振动能: M . 对应的声子数是 


U a (r ， k) 』 
ho> a (k) 

代人和 yv 7 的这些表达式并且化为积分，我们就得到固体在给定热振动能诺 
非平衡分布下的熵 公式： 


S 



eU a (r,k) 
hwjk) T 


(71.9) 


§72 声子的产生和湮没算符 


我们现在看一下，上节引人的一些概念如何在系统推导振动儀子化时出 
现. 这时所得出的公式也有独立的意义，研究声子的基本相互作用的数学工具 


以它们为基础 • 

晶格的任意振动可以表示成行波平面波的叠加如果考虑晶格体积很大 
却有限，则波矢 A 取一系列彼此很近却是离散的值 • 原子的位移心0,«)于是表 


示为离散值的求和形式 

k 


(72. 1) 


(/ V 是晶格的单胞数）•求和对所冇的（非等价 U 值和所冇振动谱支进行，而其 
余的记号具有下列含义 • 

式 （72. 1) 中的矢量 < 是振动偏振矢量即振幅，但它现在不仅满足方程 


①完全类似于对 G 由电磁场所做的那样——参看第二卷 §52. 
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(69. 7)，而且还假定以特定的条件归- -• 这个条件（与正交关系 （69. 11) —起） 
可写成 


J m 


(72.2) 


( m = ^ '是在一个胞中原子的总质 M ). 条件 （72.2) 在各矢量< 中仍旧留下 

-个任意的共同相因子（不依赖于 s ). 这种任意性使得可对这些矢 M 另加条件 

e [ a ) (- k ) = [ e ：( k )]\ (72.3) 

(这种选择的吋能性显而易见，因为根据关系式 （69. 10)，等式 （72. 3) 两边的矢 
量满足相同的方程 .） 

式 （72. 1) 中的系数 a , „是时间的函数，满足方程 

0*0 + = 0 » (72. 4) 

它可通过把 （72. 1) 代人方程 （69. 4) 得到.假设 

a ka cx exp [- i £ j a (^) i ] ； (72. 5) 

于是和式中的每一项仅依赖于差 it • ~ 即是 A : 方向的行波. 

晶格的振动能量用如下公式通过原子的位移和速度 表示： 

^ + 4" X A ^ n " n ') u tl ( n ) u ,. k ( n , ). (72.6) 

^ m ^ mm* 

^ ^ # 

u 

现在把展开式 （72. 1) 代人.所得到的和式中包含因子 ex P [ )， r „] 且 

有 k ± k r ^0 的所有各项，在对/!求和后变为零，因为 

Y irr m = 广当穿= 0， 

- Mo 当 q ^0, 

式中9取所有不等价的值（参看§ 133). 再考虑到条件 （72.2),(72.3), 动能可 
化为形式 


mil) 


了 U 


:人) 


借助于运动方程 （69.4) 把 （72.6) 中的势能改写成 

- 去 Z m i u t (n)u t (n) 

^ ms 

然后再作类似 变换； 结果得到的形式与动能的差别仅在于大括号中的第二项变 
号.两部分能量相加，得 


E = ^2 moj 2 a ( k ) | a Aa | 2 . (72.7) 

ak 

因此，晶格振动的总能量表示成与每个波单独有关的能量之和. 

我们现在作变换，将晶格运动方程变为力学正则方程.为此，引人由下式定 
义的实“正则变量” L 和 P ta ; 
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从 （72. 13) 可以看岀，在作用到占有数的函数时，算符匕。和 < 充当声子的 
湮没和产生 算符. 这里规则 （72. 14) 对应 于玻色统计，也本该如此. 

I 

位移矢量也随 f 起变成算符（在二次量子化的意义下） ® 

<(”） = 漏 I ⑷， • 广⑷ 〆.，•]. 

(72. 15) 

借助于这个表达式，哈密顿量中的非简谐项（位移的三次和更高次幂的项）可用 
过不同数目的声子生成算符和湮没算符的乘积表示.这些项是微扰项，引起声 
7 1 各种散射过程也是声子占有数变化的过程. 

4 

§73 负温度 

现在我们考虑与顺磁电介质有关的某些特殊现象.顺磁电介质的特 征是： 
它们的原子的角动量（同它们的磁矩一起）的取向是多少有些自由的.这些角动 
量之间的相互作用（交换相互作用或磁相互作用，取决于它们距离的远近），引 
起一个新的“磁”能谱的出现，叠加在通常的电介质能谱上. 

显然，这一能谱全部位于有限的能域区间内一这个能 M 区间与物体中所 
有原子（这些原子彼此间以一定距离位于晶格的格点上）磁矩的相互作用能量 
同数 量级； 属于一个原子的这种能量可以从十分之几 K 到几百 K . 在这方面，磁 
能谱与通常的能谱有很大的 区别： 由于粒子动能的存在，通常的能谱可以一直 
扩展到任意大的能量值叭 

由于这个特点，我们可以考虑比所有可允许的能量值（属于一个原子的）都 
大得多的温度范围.这时与能谱中磁能谱部分有关的自由能可以完全类似 
于 §32 中所做的那样来计算. 

设 A 是相互作用磁矩系统的能级.于是我们感兴趣的配分函 数为： 



在这里也像在 §32 中一样，虽然 | 这个 M — 般来讲并不很小，但是可以形 

式上展开为幂级数，因为在取对数后就是按这个很小的量展开的，其中 /V 

是原子数.在所考虑的能谱中能级的总数是有限的而且等于原子磁矩取向的所 
有可能组 合数； 因此，如果所有的磁矩是相同的，那么能级总数就是 g ", 其中君 

① 从定义（72.8> 和 （72. 12〉很容易证实，歡 q 。 与化。只相差一个 因子. 

② 各种不同类型固体的电（其中包括磁）能谱将在本教程的另一卷（第九卷）中研究，在本节只考 
虑上述磁能谱共同性质的纯热力学结论. 
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是一个单独的磁矩相对于晶格的所冇可能取向数.这里在简单算术平均的意义 
下取平均，就可以把改写成形式 

、= 〆 (1 -+瓦„ + 

最后，取对数并再以同样的精确度展开成级数，我们就得到自由能的表达 
式 如下： 

=- Tin Z ra . g =-NT\ng^E n 一 ( A -E n ) 2 ). (73. I ) 

由此得出熵 

5 m . g = N \^ g -^(( E n —瓦 ） 2 >, (73.2) 

能量 

= E n - EJ 1 ) (73.3) 

和热容 

C m ^ = ^<( E n - E n ) 2 ). (73.4) 

我们把固定在格点上彼此相互作用的原子矩的集合，考虑为一个孤立系 
统，而忽略它与晶格振动的相互作用，这种相互作用通常是非常微弱的.公式 
(73. 1) — （73. 4) 所确定的就是这个系统在高温下的热力学量. 

在§ 10中给出的关于温度为正的证明，基于如下条件，即系统相对于其中 
发生的内部宏观运动应是稳定的.但是我们在这里所考虑的原子矩系统按其本 
身的性质来说是根本不可能作宏观运动的，因此上述考虑对它不能适用.以吉 
布斯分布的归一化条件为基础的证明（ §36) 也不能适用——因为在这里所考 
虑的情形下，系统只具有有限数目的有限能级，所以归一化和式在任何温度^ 
下都是收敛的. 

因此，我们得到了一个诡异的结 论：相 互作用磁矩系统既可以具有正的温 
度，也可以具有负的温度.我们来研究系统处在不同温度下的性质. 

当温度7 = 0时，系统处于它的最低的量子态，它的熵等 f 零.系统的能鸶 
和熵随着温度的升高而单调地增长.当 +* 时，能量等于^ 1 ，而熵达到极大 
值 AMng ; 这些值对应于按系统的所有 M 子态的等概率分布，吉布斯分布在 r - 
00时就过渡到这种分布. 

温度 -0 C 与温度 r = +00在物理上是恒 等的； 这两个温度对系统给出 
相同的分布和相同的热力学量值.系统能量的继续增加相当于温度从» 
继续升高，但是因为温度是负的，所以按绝对值来讲是减小了.这时熵单调地下 
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降（图 10)®. 最后，当 r = o -时，能量达到了它的最大值，而熵重新变 为零； 这时 
系统处于它的最 高的萤 子态. 



7HR 7^=±» 

m 10 


由此可见，负温度的区域并不位于“绝对零度之下”，而是位于“无限大温度 
之上”.在这种意义下可 以说： 负温度比正温度“更高”.与这种论断一致的是这 
样一个 事实： 当具有负温度的系统同具有正温度的系统（同晶格振动）相互作用 
时，能量一定是从前一系统转移到后一系统中去的，这一点可以用在§9中用来 
研究温度不同的物体之间的能量交换的那种方法来证实. 

负温度状态可以在晶体的诸原子核磁矩所构成的顺磁系统中具体实现，只 
要在这种晶体中核自旋相互作用的弛豫时间 G 比自旋和晶格之间相互作用的 
弛豫时间小得多 （ E . M . Purcell , R . V . Pound ,1951). 设晶体在强磁场中受到磁 

化，然后把磁场方向如此迅速地反过来，以使得自旋不及”随着反向.这样就 
使得系统停留在一个非平衡状态，其能量显然高于^经过数量级为^的时 
间，它达到一个具有同 样能域 的平衡状态.如果随后以绝热的方式把磁场移去， 
就使得系统所停留的状态显然是一个具有负温度的平衡状态.随后在自旋系统 
和晶格之间交换能量，同时它们的温度变为相等，这将在^数量级的时间里发 
生. 


①曲线 S = S (£) 在其极大值点附近是对称的，但是在远离这一点的地方，一般来讲不一定是对称 


的. 



第七章 

非理想气体 


§74气体对理想性的偏离 

理想气体的物态方程应用于实际气体时常常足够精确.但是，这种近似有 
时不够，因此有必要考虑到实际气体由于其组成分子间的相互作用而导致偏离 
理想气体. 

这里在作这种处理考虑时，认为气体还是足够稀薄，以至于可以忽略分子 
的三次、四次等多次碰撞，并假定分子间的相互作用只以成对碰撞的方式出现. 

为了公式简单起见，我们首先考虑单原子的实际气体.其粒子运动可以按 
经典处理，所以它的能量可以写成形式 

N 2 

E(p ， q) : X ^ (74. I) 

2m 

其中第一项是/ V 个气体原子的动能，而（/是它们彼此间的相互作用能.在单原 
子气体中，只是原子间的相对距离的函数.配分函数厂可以分解为 
对原子动量的积分和对原子坐标的积分的乘积.后者具有形式 

j" … Je -t//r dV, •• 為， 

式中对每一个积分 dK a = dx a dy a dz a 都遍及气体所占据的整个体积 K 对于理想 
气体来讲，^/=0,这个积分就等于因此很 明显： 按照普遍公式 （31.5) 来计算 
自由能时我们 得到： 

F = F id - Hn (74.2) 
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式中理想气体的自由能. 

在被积式中加上1又减去1，我们就可以把公式 （74. 2) 改写成形式 

F = F ,,- 7 ， ln {^ J ...|( e- £//r -\)dV r -dV N + 1 J. (74.3) 

为了进一步计算，我们利用下述的形式方法.我们假 设：气 体不仅足够稀 
薄，而且量也足够少，以至于可以认为在气体中不会有一对以上的原子同时发 
生碰撞.这样的假设一点也不会影响所得到公式的普遍性，因为由自由能的可 

加性可知它应该具有形式/^ (参看§ 24) ，所以对于少量气体所推导 

出来的公式自动地也适用于任何数量的气体. 

两个原子只有当彼此靠得很近时，也就是说实际上已经发生碰撞时，它 
们之间的相互作用才不是很小的.因此只有在任何两个原子彼此靠得很近的 
情形下，公式 （74. 3) 中的被积式才显著地不等于零.根据上面所作的假设，不 
会有一对以上的原子同时满足这个条件，并且从/ V 个原子中选出一对原子可 
以有 

y/V( ； V-l) 

种方法.由于这个原因，（74.3)中的积分可以改写成形式 

聯 2_ 1 ) /•••/( - " d K 

式中 t / l 2 是两个原子的相互作用能，因而只依赖于两个原子的坐标（由于原子的 
全等性，究竟是哪两个原子并不重要）.因而对于其余所有的坐标就可以进行积 
分，这样就给出.此外，当然可以用 M 代替 / v ( w - i )， 因为 W 是一个很大 
的数； 把所得到的表达式代人 （74.3) 以代替其中的积分，并利用 ln(l +*) 

(当 x « l 时〉 ，我们 有①： 

F = F i6 -^J(e-^ /r -l)dF,dV 2 , 

式中 dV } dV 2 是两个原子的坐标微分的乘积. 

但是只是两个原子间的相对距离的函数，即它们的坐标之差的函数.因 
此，如果引人它们共同的质心坐标和它们的相对坐标来代替每个原子的坐标, 
那么只依赖于它们的相对坐标（我们用 dV 来代表它们的微分的乘积）.所以 
可以对质心坐标进行积分，这样依旧给出体积 K 因此最后我们 得到： 

①在下面我们将 看到： 在公式 （74,3) 中对数号下的第一项正比于因此我们所进行的展开正好 
符合前面所作的 假定： 不仅气体密度很小，而且气体的 数馕也不大. 
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式中 



N 2 TB{T) 


B{ T) = yjd - e' ,，,2/r )dK 


由此我们求得压强 


dF 
■ — • 

dV 9 


竿 (1+ 平) 


(74.4) 

(74.5) 

(74.6) 


( 因 为匕 =^ T ). 这就是在我们所考虑近似 K 的气体物态方程. 

根据小增量定理（§ 15)，当外界条件或物体件质有微小的改变时，恒定体积 
下所发生的自由能改变和恒定压强下所发生的热力学势改变彼此相等.如果把气 
体对理想性的偏离看作是这样一种改变，那么我们就可以从 （74. 4) 直接转到 0. 
为此，只需要把 (74. 4) 的修正项中的体积借助理想气体的物态方程用压强 表出： 

<p = (p d + I\BP. (74.7) 

由此可以用压强来表示 体积： 

NT 

V ^ NB. (74. 8) 

以上所述全部是对于单原子气体来讲的.但是， N 样的公式对于多原子气 
体也仍然有效.这时分子彼此间的相 i 作用势能不仅与它们之间的相对距离有 
关，而且还与它们之间的相对取向有关.如果分子的转动可以（儿乎总是可以） 
按经典处理，那么可以说，％ 2 是分子质心坐标和某种转动坐标（角度）的函数, 
后者确定分子在空间中的取向.很容易理解，与单原子气体情形的全部差别可 
以归结为 ：现在 必须理解为所有上列分子坐标微分的乘积.但是转动坐标 

总是可以这样选择，以使得积分 jdv o 仍然等于气体的体积 K 实际上，对质心坐 

标的积分给出体积 h 而对角度的积分给出某个常数，但是角度总可以归一化, 
以使得这个常数等于一.因此在本节中推导出来的全部公式对于多原子气体仍 
保持同样的形式，差别只在 T : (74. 5) 中的微分 diz , 现在是确定两个分子间相 
对距离及其相对取向的二者坐标微分的 乘积 0 ^ 

当然，得到的全部公式只有在积分 （74. 5) 收敛的条件下才有意义.为此，在 
任何情形下分子间的相互作用力必须随距离增加而足够迅速地减 小：在 大距离 


①如果气体的粒子具有0旋，那么函数的形式一般来 i 并还与自旋的方向 有关. 在这种情形下， 
对 dK 的积分还包括对自旋方向的求和. 
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下", 2 应该比 1 A 3 减小得 更快丸 

如果这个条件不能满足，那么由相同粒子所构成的气体根本不可能作为均 
匀物体而存在.在这种情形下，物质的每一部分将受到气体远处部分施加的很 
大的力.因此离幵气体所占体积的边界很近和很远的部分所处的条件将大不相 
同，由于这个缘故气体的均匀性也就破坏广 

对于单原子气体来说，函数 ( r ) 具有如图 
11所示的 形式； 横坐标代 表原？ 间的距离 r . 当距 
离很小时，, 2 随着距离的减小而增加，这相当于原 
子间的 斥力； 大约从曲线与横坐标轴相交的地方开 
始，曲线陡峭地上升，以致很快地就变得非常 
大，这对应于原子的相互“不可穿透性”（根据这一 
理由，距离 r 。 有时称为原子的半径）.当距离很大 
时， i / i 2 缓慢地增加，渐近地趋于零. t / |2 随距离而增 
加对应于原子的相互吸弓 I . % 2 的极小点，与某个稳 
定的平衡相对应.同时，在这一点的能量绝对值^通常不太大（与该物质的临 
界温度同数量级）. 

在多原子气体的情形下.相互作用能具有类似的性质，当然，因为它是一个 
多变量的函数，它已经不可能表示为图11所示曲线的形式. 

关于函数的性质的这些知识，足够用来确定在高温和低温两种极限情 

形下扒 r ) 的 符号. 在高温 （ r 》％) 下，在 r >2 r 。 的整个区域内我们有 

«1,因而在 （74.5) fi ( D 中的被积式接近于零.因此积分值基本上取决于 r < 

2 r 0 的区域，在这个区域内#是正的而且 很大； 所以，在这个区域内被积式是正 

的，因而整个积分也是正的.由此可见，在高温下是正的. 

相反地，在低温 （ r « %)下，在积分中起主要作用的是 r >2 r 。 的区域，在这 

个区域内^现在是负的而且绝对值很大.因此在足够低的温度下应该是 

负的，并且 WO 与温度的关系基本 t 取决于指数因子 

因为在高温下是正的而在低温下是负的，所以它应该在某个温度下 



①对于所有的原子气体或分子气体，这个条件总是满足一电中性的原子或分子 （包 括偶极子） 
之间的相互作用力在对粒子的相对取向平均以后，在大距离下按的规律减小（参看本教程第三 
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通过零值叭 

最后，我们來研究在非理想气体中发生的焦耳-汤姆孙过程.在这个过程 
中温度的改变决定于导数 



(74.9) 


(参看 （18. 2)). 对于理想气体来说，这个导数自然等于 0. 对于具有物态方程 
( 74 . 8 ) 的气体来说，我们 得到： 




l]dK (74.10) 


类似于对于所作的讨论那样，不难证 明：在 高温下应该有 < o , 也就 
是说，在焦耳-汤姆孙过程中，气体从较高的 m 强过渡到较低的压强时气体的 

龜 

温度升高.而在低温下>0,也就是说气体的温度随着压强的减小而降 

低.所以，在每种气体特有的一个温度（反转点）下，焦耳-汤姆孙效应必定反 

号②. 


习 题 


1. 若气体粒子按照％ 2 >3) 的规律相互排斥，试求该气体的 B ( T ). 

r 

解：在 （74. 5) 中把 dV 写成 dK = 47 rr 2 dr ， 并对 dr (取积分限从0到 oo ) 进行 

分部 积分； 然后用+=欠代入，积分就化为 r 函数，因而 得到： 

Tr 

2. 在溫度和化学势的给定值下，假如气体非常稀薄以致可以认为是理想气 
体时它该有的压强尸 • ，称为气体的 逸度. 试求具有热力学势（ 74 . 7) 的气体的逸 
度. 

解：气 体的化学势为由 （42. 6) 求 出）： 

= fx ^ + BP = T\n P + BP . 

pv 

① i ?( r B ) = o 时的温度 r B 称 为玻意 尔点.如果描绘出在给定温度下的 "y •与/ " 的相关曲线，则等温 

PV 

线 r = r B 在处有水平的切线而且按初始斜率为正和为负分开等温线（所有的等温线都从 Y = 
p = o 的点开 始）. 

② 値得 注意，我们研究的是弱非理想气体，即压强相对 较低. 只在这种近似下，所得到的关于反转 
温度与压强无关的结果才成立（参看§76习题4〉. 
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按照逸度的定义，令它等同于表达式 T \ nP 9 +尤（7),(在具有与（74.7)式同样 
的精度下）我们 得到： 


BP \ NT 


2 NB 


§75按密度幂次的展开式 


在上节中所得到的物态方程 （74. 6) 实质上是压强按+幂次的展开式中的 


头 两项: 


P = 


NT 


NB ( T ) N 2 C ( T ) 

^ V~ + ― \T~ 


…) 


(75. 1) 


展幵式的第一项与理想气体相对应，第二项是考虑到一对分子的相互作用时得 
到的，而以后各项必然涉及三个、四个等多个分子的相互作用 

展开式 （75. 1) 中的系数 fi ， C ， …称为第二、第三、…位力系数.为了确定这 
些 M , 从计算势打着手比自由能方便.我们仍旧考虑单原子气体，并从普遍公式 
(35. 5) 出发，将之应用于同种粒子构成的气体 得到： • 


玄丄， r 卜 

w - n /V ! J 


(75.2) 


我们引人了因子之后，积分就可简单地遍及 / V 粒子系统的整个相空间取 


(参看 （31.7)). 

在对/ V 求和的依次各项中，能童具有如下的形式. 
然 E 0 ( p 9 q )^0. 当 /V = l 时，它就是一个原子的 动能： 


当 yv = o 时，当 


2 


E'(p ， q) 


£_ 

2 m 


当 W =2 时，它由两个原子的动能以及它们的相互作用能 组成: 


2 _2 


E 2(P ， q) = S 2 ^ + 


类似地， 


E 3 ( p 9 q ) 


2 


a 


\ 2m 


+ &123 ， 


式中仏 23 是三个原子的相互作用能（一般来讲，它不能归结为和式仏 2 + " 13 + 
f / 23 ). 其余 类推. 


V Nv a 

①展开所用的无量纲小参贫.实际 h 是笮分子“体积"％与一个分+所占气体体积 j 之比即 
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把这些表达式代人 （75 . 2) ，并引进记号 

^ = - e —- 3 -fe V/ 2B,r d 3 p = ( 

^ (2W) 3 J H \2irh 2 

以后我们将看 到：这 个表达式不是别的，而就是 

P , 


3/2 




(75. 3) 


^ rp > 

式中匕是理想气体在给定的 T 和V下的压强.我们 得到: 


n 


+ 


71n(l + + |l|e-^ r dV,dV 2 


+ 


% 2 ， K 23 …中的每一个都只是原子间相对距离的函数；因此，采用原子相对坐标 
(如相对于第一个原子），积分的重数可降低一次，同时有附加 因子匕 

O = - PV = ~ Tin ^ \ + fV + ~jje' Vl2/T dV 2 + 

最后，把这个表达式按 f 的幂次 展开； 所得到的级数可以表示成形式 


M 


P 


J t 


U ， 


(75.4) 


式中 


7, = 1, J 2 = (e*^ _ l)dV 2 , 

J (75.5) 

y 3 = J[(e' i，m/r - e~ Ul2/T - e' Vn/T - e’ j/r + 2)dK 2 dV 3 

等等.积分人的构成规则很明显 ： 只有在〃个原子彼此很接近时，也就是在《个 
原子相互碰撞时，人中的被积式才显著地不等于零 • 

把 （75. 4) 式对 m 求导数，我们就得到气体中的粒子数，因为 

/V =-(^) = V (^). 

注意到据定义 （75. 3) 有# = 我们 得到： 

dfx I 

n = v i u (75 . 6) 

两个方程式 （ 75. 4) 和 （75. 6) 以参蛍形式（参量为 f ) 确定了 P ， V 和 7’ 之间 
的联系，即确定了气体的物态 方程. 从这两个方程式中消去就得到级数 
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(75. 1) 形式的物态方程，其项数可以随意定叭 

§76范德瓦尔斯公式 


在气体中分子间的相互作用是非常微弱的.随着相互作用的增强，气体的 
性质愈来愈偏离理想气体，最后气体变成凝聚体一液体.液体中分子间相互 
作用很强，并且这种相互作用的性质（从而液体的性质）强烈地依赖于液体的具 
体类型.由于这种原因，正如以前所指岀的，要建立起任何能够定量描述液体性 
质的普遍公式是不可能的. 

但是可以找到某种内插公式来定性地描述液体和气体之间的过渡.这个公 
式在两种极限情形下应该给出正确的结果.对于稀薄气体，它应化为理想气体 
适用的公式.随着密度的增加，气体趋近于液体，这时它应该考虑到物质的有限 
压缩率.于是这样的公式也将定性地描述气体在中间区域内的行为. 

为了推导这样的公式，我们更详细地来研究气体在高温下对理想气体的偏 
离.像前两节一样，我们首先考虑单原子 气体； 根据弓以前相同的理由，所得到 
的全部公式也同样适用于多原子气体. 

对于§74中所描述的一类气体原子间相互作用（图11)，我们有可能确定 

沒 （ r ) 按倒温度幂次展开的前几项的 形式； 这里我们将认为比值$ 很小： 

y « 1. (76. 1) 

注意到17 12 只是原子间距离 r 的函数，在（74.5)的积分中我们可以把(^写 
成 dK = 4 ur 2 dr . 把对 dr 积分的区域分成两部分，我们写出： 

B(T) =2tt 广 0 (1 - er L ， n/T )r 2 dr +2 ttC ( \ - e' t,2/r )r 2 dr, 

Jo J 2 r 0 

但是当 r 的值在0和 2 r 。 之间时，势能— 般非常大.因此在第一个积分中, 

exp ( -6/, 2 / T ) 项同1相比可略•于是这个积分等于正的 i ： 

,16 3 
0 = yTTr 0 . 

(对于单原子气体，如果把 Q 看成是原子的半径，那么6就是原子体积的四 倍）. 


①在一级近似下^ = 7?，= %，从而 P 


NT 


.在二级近似下 


P 


I ^ 夺小 /V = V^( 1 4 Jj) 


从这两个等式中消去(在同样的梢确 度下） 我们得到： 

n NT N 2 T t 


同 （74.6〉 一致. 
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在第二个积分中，处处有« ^ « 1. 因此可以把其中的被积式按#的幂 
次展开直至第一个非零项.那么第二个积分变成 

- 2 fJ 0 〜…笋 

式中 a 是正的常数.因此，我们 求得： 

B ( T ) = 6 - y . (76.2) 

把它代人 （74. 4) 和 （74. 7)，我们求出气体自由能为 

F = F ld + y (6 r - a ), (76.3) 


而热力学 势为: 


少= 0 id + 


(76.4) 


所求的内插公式可以从公式 （76. 3) 求得，它本身并不满足必要的条件，因 
为它并没有考虑到有限的气体压缩率.我们把的表达式 （42.4) 代入 （76. 3), 
于是我们 得到： 

F = yV /( f ) - ATln 音 - AT ( lnV - 辛)-宇. (76.5) 

在推导气体自由能公式 （74. 4) 时，我们假设虽然气体并未稀薄到可以认为是理 
想气体，但是毕竟还具有足够大的体积（以致可以忽略掉三个及更多分子的碰 
撞〉 ，也就是说分子间距比分子线度一般大得多.可以说，气体的体积 V 在任何 
情形下都比大得多.于是， 

ln( V - Nb ) = In V + ln( 1 一辛卜 In V - 令 


所以， （76.5) 可以写成形式 


F = A /( T ) - NTln j^(V - Nb ) 



id 


- NT\n 


Nb \ N 2 a 


(- T )- 


N 2 a 

下 


(76.6) 


在这样的形式下，这个公式满足上面所提出的条件，因为当 V 很大时，它化 
为理想气体的自由能公式，而当 V 很小时，它 显示 出气体不能无限压缩 （ V <； V 6 
时对数的宗置变为负）. 

知道了自由能，就可以确定气体的压强： 

_ 3 F = NT _ N 2 a 

= "aK = v -m _ 


或 
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卜 + 穿 ) ( V -/ V 6) = AT . (76.7) 

这就是所求的内插形式的实际气体物态方程 即范徳瓦尔斯方程. 当然，它仅仅 
是满足上面所提出要求的无数个可能内插公式中的一个，而可从其中选岀一个 
的任何物理依据并不存在.范德瓦尔斯公式只是最简单的和最方便的一个而 

G' 

从 （76.6) 可以求得气体 的熵： 

S = S id + Mn(l -辛)， (76.8) 

然后求得气体的能量 E ^ F ^ TS ： 

E = E id - (76.9) 

由此可以看 出：范 德瓦尔斯气体的热容 = 与理想气体的热容是一致 

的，它只与温度有关,特别是，它可以是常数.而热容 G 则很容易证明（参看习 
题 1) 不仅与温度有关，而且还与体积有关，因而不可能化为常数. 

式 （76. 9) 中的第二项相当于气体分子的相互作 用能； 它自然是负的，因为 
分子间平均来讲吸引力占主导. 

习 题 


1. 试求由范德瓦尔斯公式所描述的非理想气体的 C p - C v . 
解 ：借助 于公式 （16. 10) 和范德瓦尔斯方程，我们 求得： 



2. 试求具有常数热容 C , 的范德瓦尔斯气体的绝热过程方程. 

解：把 S id = yVln ^ + Nc u \n 7 1 (略去无关紧要的常数）代入 （76. 8) ,并令 S 等于 

常数，我们求得关系式 

{V - Nb ) T c ^ =常数. 

它与理想气体相应方程的差别在于以代替了 K 

3. 将上题所述的气体膨胀到真空中去，求体积从 I 到 V 2 时的溫度改变 • 
解： 当膨胀到真空中去时，气体的能量保持不变.因此从公式 （76. 9)( 其中 

L = A ^ r ) 求得： 


①在具体应用这个公式时.常数 a 和6的值必须适当选取，以使得同实验最为符合.这时常数6即 
使对单原子气体也已不能认定是分子体积的四倍. 
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r 2 -r, 丄 - 丄 V 

2 1 C v \ V 2 VJ 

4. 对于范德瓦尔斯气体，求焦耳-汤姆孙过程反转点对溫度的依赖关系. 
解 ：反转 点取决于等式(参看 （74. 9) 式）.把 （76. 7) 的 T 代入后 

给出一个方程式，它必须与 （76.7) 联立求解.由代数计算可得反转点与压强的 
如下依赖 关系： 



在尸<&的每一压强下，存在两个反转点，在这两点之间导数为正，而在 


这个温度区间之外为负.当尸时，反转点不存在而且处处 <0®. 


§77位力系数与散射振幅的关系 


在§ 7 4 — § 7 6中计算位力系数时，我们用的是经典统计学，这在实用上是 
合理的.但是，关于在量子情形下来计算这些系数的问题具有方法论的意义；这 
样的情形实际 t 吋以出现在足够低温的氦中.现在我们讨论，如何考虑气体粒 
子偶对 相互作 用的量子化来计算第二位力系数 （ E . Beth , G . E . Uhlenbeck , 
1937). 我们考虑单原子气体，其原子没有电子角 动量； 由于特别留意氦的情形， 
为了明确起见，我们还假定原子核没有 Q 旋，原子遵循玻色统计. 

在我们感兴趣的近似下，在确定热力学势 D 的公式 （35. 3) 中只要保留对〜 


求和的前二项 


" =_ 71 n [ 1 + Z e ( ^ £l - )/r + X e { ^ )/T ^ 

n n 


(77. 1) 


在这里代表单个原子的能级，而 /? 2a 代表两个相互作用的原子所构成系统的 
能级.我们的 H 的只在于计算由原子直接相互作用而引起的那些热力学量修 iH 
项； 资子力学交换效应引起的修正项在理想气体中就已经有，决定于公式 
(56. 15) ,根据这一公式，第二位力系数的交换部分（在玻色统计的情形下）等于 



(77.2) 


由此可见，我们的问题归结为汁算和式 


7(2) 






①在 P — 0时的上反转点对应于§74末尾所考虑的 情形. 小压强下的气体下反转点可能 

0 


由于气体凝聚为液体而不存在. 
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并且从中应该减去对于两个无相互作用原子会得到的表达式. 

能级由两部分组成 ：两个 原子质心运动的动能其中 p 是质心运动 

动量， m 是原子质量)，以及它们的相对运动能量.我们用£记 后者； 这就是质量 


为 i (二原子的约化质量）的粒子在有心力场（/, 2 (0((/ 12 为原子相互作用势能) 


中运动的能级.质心的运动总是准经典的，用通常的方式对它的坐标和动量积 
分（参看§42)，我们 得到： 




2 


\ 3/2 — 

)2 


如果用表示 和式， 2> 中与粒子相互作用相关的部分，那么我们就可以 


把写成形式 


O ld - TVe 


mT 




把第二项考虑为对第一项的微小增量，并（借助理想气体的化学势公式 
(45. 5 )) 用7\ V 和/ V 来表示它，我们就得到自由能的表达式 


SN 


2 


( 碧 ) 




求对 V 的导数，就得到压强，位力系数屮我们所感兴趣的由原子相互作用引起 
的部分等于 

B int ( T ) =-8( 菩)' (77.3) 


8 ( S ) Z - 


(77.3) 


能级 e 的谱由负值的离散谱（对应于原子的有限相对运动）和正值的连续 
谱（无限运动） 组成. 前者我们用匕来 代表；后者吋 以写成&的形式，其中尸是 


彼此相距很远的原子的相对运动 动量. 对离散谱的求和 

Z e 卜 •卜 

n 

整个包含在 I ,,内.而对连续谱的积分中必须把对应于无相互作用粒子的自由 
运动的那一部分分离出来.为此，我们采用以下的方法. 

轨道角动量为 Z 且有正能童^的定态波函数在距离 r 很大时具有渐近形式 

m 


少 = ¥ sin ( f r -宇 + 斗 

式中相移4=5, ( p ) 依赖于势场的具体形式（参看本教程第三卷 §33). 
我们形式地假定 ：距离 r 的变化区域限制在一个很大的但有限的数值以内. 
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于是动量 P 只能取一系列离散的值，它们由要求当 r = /? 时，少变为0的边界条 
件予以 确定： 

hr 


[R 


2 


+ S t = 5 TT , 


式中 S 是 整数. 但是当/?很大时，这一系列 P 值非常稠密，和式 

Z e' p2/ "* r 

可以变换为积分.为此，将给定/ 的求 '和项乘以 

• R 


ds = 


>， 


并对 dp 积分，然后还应该把结果乘以2/ + 1 ( 轨道角动量取向的简并度 ） ，再对/ 
求和： 

-p 2 /mT 1 ^ y /s » •、广 I R d 5 


Z 


(2/ + 1) I (f + 


p 2/ nT d P . 


^ J ° \ H dp 

遵循玻色统计且无自旋的粒其波函数的坐标部分应该是对 称的； 这就意味 
着只允许偶数的/，因此对/的求和只对所有偶数求. 

自由运动时所有的相移5, =0. 因此，5, =0时仍留下的表达式是和式中与 
原子相互作用无关的部分，应去除.于是，我们得到所求的 Z , n ，的表达式 如下： 

dS 




， p2/m 


d P 


r d />， 


(77.4) 


而位力系数 B = 等于 


B{T) 




-+( 4 广 


Id 


(77.5) 


大家知道，势场中运动的粒子的散射振幅据下式由相移 A 确定 ®: 

f(e) = ^7 (2 / + l)(e 2 ^ - DP^cosd), 

2 i /> V 

式中 P , 是勒让德多项式 ，0 是人射方向和散射方向之间的 夹角； 在这里的情形 
下，求和对所有偶数值/求.因而，有吋能用散射振幅表示 （77. 4) 中的积分.具 
体地说，直接把/(幻的表达式代入，很容易验证有如下的关系式 成立： 

2(2/ + 1)尝=^^1/>[/(0) + 尸（0)]| + 


+ 




V dp " dpi 

上式左边的和式正好出现在 （77. 4) 的被积式中，将 t 式代人 （77. 4), 并对其中 
一 项作分部积分，结果我们得到： 


①参看本教程第三卷§ 123. 进人立体角元 do 的畋射截面是 \ f ( d ) | 2 do . 
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= S e '* ，|/r + ^7 ； r ^ e " /，W[/(0) +尸（0)]如 + 

+ ? ri ^ P e K ". S ) dpd °. (77 _ 6) 

如果在势场 t /, 2 ( r ) 中具有离散的能级，那么在足够低的温度下 fi ( r > 对温 
度的依赖关系基本上决定于对离散能级的求和，这和式随温度的降低而指数增 
长.但是，离散能级也可能根本不 存在； 于是位力系数将按幂律而依赖于温度 
(如果考虑到当 P —0 时散射振幅趋于一个常数极限，那么很容易 证明： 在足够 
低的温度下 W 基本上由这一项所决定）. 

应当注意 ：在相 互作用很弱时，粒子间的碰撞可以用玻恩近似描述，这时散 
射振幅很小 ，（77. 6) 式中的第-项是振幅的二次项，可以忽略不计.相互作用很 
弱时，没有束缚态 ，因而 （77. 6) 式中的第一项不出现.应用熟知的玻恩近似散射 
振幅/(0)的表达式，容易看出 F 的表达式同 （32. 3) 式（不看二次项）完全一致, 
这正是在这种情形下理所应当的. 


习 题 


试求单原子气体的位力系数沒 （ T ) 在准经典的情形下的量子修正项（数量 
级为 h 2 ). 

解：对 经典自由能的修正由公式 （33. 15) 给出.考虑到这里只出现原子的偶 
对相互作用，并且 12 只是原子间距的函数，我们就 求得： 

= jn^Lr (^ii\ 2 e -^Vdr. 

qu 6mT l h \ d r I 

这个表达式就是对公式 （74.5) 所给出的基本经典值的修正.应当 指出： B qu >0. 

§78经典等离子体的热力学置 


在§75中所叙述的计算非理想气体热力学量的方法，必定不适于按库仑定 
律相互作用的带电粒子所组成的气体，因为这时公式中所含的积分发散.所以 
这样的气体需要特殊处理. 


我们考察完全电离的气体（等离子体）.它的粒子的电荷用表示,其中指 
标 a 用以标识各种不同种类的离子 （ e 是基本电荷是正或负的整数）.另外, 
设0„0是气体单位体积内第 a 种离子的数目.当然，在整体上气体是电中性的, 
即 


X Z a n aO = 0 . (78. 1 ) 

a 

我们认为气体偏离理想状态 不远. 为保证这一点，在任何情形下两个离子 
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的平均库仑相互作用能( 〜 其中/是离子间距)都必须比离子的 
平均动能（~小得多.因此，应该有 Ue ) 2 / i 1/3 «7\或 

(78. 2) 

由于等离子体呈电中性，如果全部粒子彼此独立地均匀分布在空间中，其 
库仑相互作用能的平均值会是零.因此，等离子体热力学量的一级修正（与它们 
在理想气体中的值相比）仅仅在考虑 r 各种粒子位置间的关联之后才会有•为 
了强调这一点，我们称之为关联修正. 

我们首先确定等离 T 体能 M 的修正 E 咖. 从静电学中大家知道，带电粒子 
系统的电相互作用能可以写成每个电荷与在该电荷处由其余所有电荷所产生 
势场的乘积之和的一半.在这里 

^corr = V • 4* Z ， （78.3) 

I a 

式中％是作用到一个第 a 种离子上的其余电荷的势场.我们以如下方式计算 
势场 ®. 

每个离子在其周围产生某种（平均而言是球对称的）不均匀的带电离子云. 
换而言之，如果在气体中选择某个离子并考虑其余的离子相对于该离子的分布 
密度，那么这个密度只与离开中心的距离 r 有关.我们用\表示这个离子云中 
第 a 种离子的分布密度.每一个第 a 种离子在该给定离子周围电场屮的势能是 
z 。#， 其中 p 是这个场的位势.因此，根据玻尔兹曼公式 （38. 6) ，有 

n 。 = « ao ex p ( - -^ r )* (78.4〉 

常系数已设为 n # ，因为离中心很远处（那里 ip -*0 ) 离子云的密度应该变成气体 
中的平均离子密度. 

离子云的势场与其电荷密度（等于 x ez - n -)由静电泊松方程相联系 

Acp = - 47 re ^ (78.5) 

a 

公式 （78. 4) 和 （78. 5) —起构成电子和离子的自恰电场方程组. 

在我们所作的关于离子相互作用相对微弱的假设下，能量比^小得 
多，可以把公式 （78. 4) 近似地写成 

' =- n °°; Z ° ( p . (78. 6) 

把这个表达式代入 （78.5) 并注意到气体整体上为中性的条件 （78. 1), 就得到方 



①所述的方法曾被德拜和休克尔用于计算强电解质的热力学繪 （ P . kby ^ E . HllckeUQZS ). 



程 


78经典等离子体的热力学置 


• 213 • 



(78.7) 

(78.8) 


在正中心附近，电场应该变成该电荷（其大小表示为的纯库 仑场. 换而言 
之，对于足够小的 r 应该有所以必须取常数 =\ e ， 因此所求的电势分 
布如下式 

<p = ez h e Mr / r . (78* 9 ) 

由此可以顺便指出，在比 l / x 大得多的距离下，场变得 很小. 因此，长度 1/ V 可 
以看成是该离子所产生离子云的线度（它称为德拜半径）.当然，在这里所进行 
的全部计算都假定这个半径比离子平均间距大很多（显然，该条件与条件 
(78.2) —致）. 

当 w 很小时，把电势 （78.9) 展开成级数，求得 




略去的项在 r =0 时为零.第一项是该离子本身的库 仑场. 第二项显然是离子云 
中所有其余离子在该离子所在点产生的电势；这也就是应该代人公式 （78. 3) 中 
去的那个量:％ = - ez a x . 

因此，我们得到等离子体能量关联部分的如下表达式 

^corr = - Y Xe2 S = " ^ Z n -0 Z -) 3 2 » (78. 10) 

或者，引入气体中各种离子的总数 \ 之后， 

^ Mu ^ 2 S /2 ^ ( 78 . n ) 

^ a 

这个能量与气体温度的平方根和体积的平方根成反比 • 

对热力学关系式# = •积分，从芯咖可以求出自由能的相应增量 


F = < 78 - 12 > 

V a 

(必须令积分常数等于0,因为当 r—oo 时应该有厂=/^).由此得出压强 
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NT 

~V 



3V 3/2 



(78. 13) 


式屮 W 借助于小增量定理从 F 可以得到热力学势 0( 就像在§74中 

所做的），也就是把 （78. 12) 中的第二项看成是 F id 的小增量，并且将之以适当的 
精度用变量/^和 r 表示 



誠 ）（x 

a 


,V 3/2 

N a z \) 


(78. 14) 


§79关联函数方法 


上节所述的德拜-休克尔方法的优点在于物理上简单明了.另一方面，其 
主要缺点在于不能推广到计算关于浓度的高级近似.因此，我们还要简短地叙 
述一下由 H . H . 博戈留波大 （1946) 提出的另一种方法，它虽然比较复杂，但是 
在原则上可供计算热力学量展开式的后续项. 

这种方法以考虑几个原子同时在空间儿个给定点位置之间的所谓关联函 
数为基础.关联函数中最简单也是最重要的是二体关联函数它正比于同时 
在空间给定的两点 G 和匕发现两个粒子（离子）的概率（两个离子 a 和6可以 
同种，也可以不同种）.由于气体的各向同性和均匀性，这个函数当然只与 r = 
\ r b - r o I 有关.我们适当选取函数的归一因子，使得在 r —* 时它趋于 1. 

如果函数已知，所求的能 M 可以用如下显而易见的公式积分求出② 


l (79 . " 

式中求和遍及所有种类的离子，而 〜是 相距为 r 的一对离子的库仑相互作用 
能. 


根据吉布斯分布公式，函数由下式 给出: 


V 




F ■ F 


U 


exp 


T 




2 


(79.2) 


式中是所有离子的库仑相互作用能，而积分遍及除两个给定离子以外的所有 
其余离子的坐标.为了近似计算这个积分，可以利用下面的方法. 

把等式 （79.2) 对离子6的坐标求导数， 


^7 





du 

A 


dV cy 


(79.3) 


① 这种方法不珂用于从 （78. 丨I ) 变换到 （78. 12) ，因为能屋 （78. 11 ) 没有采用这时要求的变 M S 和 
V 来表示. 

② .当然，该公式本身与粒子相互作用的库仑特征无关，只假定了二 体性. 
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式中后一项的求和遍及离子的所有种类，而 u ^ f 是三体关联函数，与 （79. 2) 类 
似，定义如下 •. 


V 




F - F 


V 


exp 


T 


dV } dV 2 ^dV^ 3 . 


假设气体足够稀薄，并且只考虑一级项，就吋以用二体关联函数来表示三 
体关联函数.实际上，忽略去所有三个离子同时相互靠近的可能性，有 


a 6 c 


在同样的近似下，我们可以认为，即使一对粒子也不会彼此近到使明显地与 
1不同.引入小量 

( o ab = w ah - \ (79. 4) 

并忽略它们的高次幂，可以写岀 

W abc = <^ab + + ^>ar 1 * ( 79. 5 ) 

把该式代入 （79. 3) 右边的积分，只有含的项留下，其它项由于气体的各 
向同性而恒等于 0. 在 （79. 3) 式右边的第一项中令 = 1已足够.因此， 


d ( o ai 


du 


dr b T dr b TV 
现在对这个等式的两边取散度，并考虑到 


2 4 


^ U bc 

ar 7 


dv . 


w 


r 


以及熟知的公式 


A 


— 4tt 8(r ) ， 


由于出现 5 函数，后面的积分变得很容易，我们得到 

4 nz a z b e 2 4 ire ‘\ 

厶％ “ r ) = - j — S(r) + TV 2. N < 

可以寻求该方程组如下形式的解 

o ) ab ( r ) = 

于是方程组化成单一的方程 




(79.6) 


⑺， 


(79.7) 


Aa>(r) - x 2 a)(r ) = 


4 ue 

~Y 


Hr ) 


(79.8) 


这个最后的方程与德拜-休克尔方法中的方程 （78. 7) 有相同的形式 （（79. 8) 
中含有5函数的一项，相当于加在 （78. 7) 中函数 pU ) 上的在 r — 0时的边界条 
件）.方程 （79.8) 的解为 


(厂） 


T r J 


(79.9) 


它决定等离子体的二体关联函数. 
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如果计算能量，现在只需把（79.4)、（79.7)、（79.9)中的' 6 代人（79.1). 
变换到对两个粒子相对坐标的积分，我们求得 




W W 


r 


Tr 


e x 4 Trr 2 dr 


(由于等离子体的电中性条件， u ; fl 6 中的 1 这一项对能最没有贡献）.进行积分 
后，回到原先的结果 （78. 11). 

在下一级近似中，计算变得很繁.特别是，假设 （79. 5) 现在已不充分，必须 
引入三体关联函数，它们已经不能化为二体关联函数了.对于它们可得到类似 
于 （79. 3) 的方程，但现在含有四体关联函数，然而，在给定的（二级）近似下它 


们可化为三体关联函数 


§80简并等离子体的热力学置 


在§78中叙述的理论中假定等离子体远未简并化，即遵循玻尔兹曼统计. 
现在我们考虑一种情况，等离子体的温度很低，以至于它的电子组分已经简并 
化： 

T ^ — n 2/3 f (80. 1 ) 

m 


式中 m 是电子质量（参看 （57. 8)); 但这时由于离子的质量很大，离子组分仍 n 了 


能远未 简并. 值得指出，简并等离子体为近理想的条件在于要求 


mz 2n e 1 


h 


2 1/3 


« 


(80.2) 


(参看 （57. 9)); 等离子体的密度愈高，该条件满足得 愈好. 对于简并气体而言, 
(除了温度和体积 K 以外，）方便的变鐘是它的化学势而不是粒子数 / V u . 
与此相应，我们将计算关于这些变 M 的热力学势 Z 2. 值得注意，这里的化学势并 
不是各自独立的 变量； 它们彼此通过由等离子体电中性条件导出的一个关系式 


相 联系: 


利用公式 



(80.3) 


可将对某个参量 A 的导数表示成系统哈密顿算符的相应导数的平均值（参看 


① 等离子体热力学的下一级项，实际上 Q 经由 A . A . Bwenoa (韦杰诺夫）和 A . M ./ Iapicmi (拉尔 
金 ）（ 用其它 方法〉 计算了 OK 3 T 0). -1959. - T . 36. - C . I 133.). 

② 关于混合物组分化学势的定义，参看 §85. 
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类似的公式 （11.4), (15. 11)). 这里我们取电荷的平方^作为参量等离子 
体的哈密顿算符含有 e 2 ,它是粒子库仑相互作用算符&的一个普遍系数.所以 

d = ( fr ) =4〈沴〉， (80.4) 

\ de 2 f rVu \deW e 2 

因此计算归结为计算平均值 〈&>. 

我们将会看到，在近理想简并等离7•体中，对理想气体热力学量的修正主 
要来自电子的电相互作用交换部分（它在经典情况下并不重要，在§78中完全 

不予考虑）.注意到这一点，我们在算符&中只写出描述电子库仑相互作用的那 
些项. 

用二次量子化方法计算〈仍最为简单.根据这种方法（参看第三卷§64, 
§65) ，我们引人归一化的波函数系它描述在体积 V 屮运动的动量为 P 且 

自旋投影为 < cr = :的自由电子状态.动取无限个离散值，其间距当 

V —®时趋于零.我们再引人电子在状态中的湮没算符和产生算符并 
借助它们构成 ☆ 算符 

^ ^ (80.5) 

Po pa 

粒子的库仑相互作用具有“成对”的特征；在二次量子化方法中把这种相互作用 
算符写成积分的形式 

2 

0 = (0 心⑹ | r e _ r2 j<A(^)>A(r,)dV 1 dV 2 . (80.6) 

对该算符需要做的求平均可分为 两步： 首先对系统给定的量子态求平均, 

然后对不同 M 子态的平衡统计分布求平均.在近理想等离子体中&起微扰的作 
用.我们在微扰论的一级近似下，也就是相对于尤相互作用的系统即理想气体 
的状态，计算这个量的平均值. 

M 子力学 求平均归结为求相应的对角矩阵元.把 ☆算符 （80. 5) 代入后，算 
符 （80. 6) 被表达成求和形式，其各项为四个产生与湮没算符的各种 乘积： 

^ = y X〈〆〆 I "12 IP . P 2 > Kw x ^ » (80. 7 ) 

式中求和遍及所有的角动量和自旋分量，而 〈〆〆 I ", 2 | p , P 2 〉 是两个电子相互 
作用能量" l 2 = eV | r , - r 2 | 的矩 阵元； 因为库仑相互作用与自旋无关，所以矩 
阵元对应于电子自旋分 M 不变的跃迁，即其计算可用纯轨道函数 
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在和式 （80. 7) 的所有项中，只是那些带有两对指标相同算符和^:的项 

才有对角矩阵元并且乘积可代之以电子在该 M 子状态的占有数®.令 a = 
P [ >Pl = P 〖， 得到 


2V 


i Z S n p \^\\ 

■ mm . 一 ^ 


Pi ^Pi ° 1^2 


dV,dV 2 

q _ r 2 r 


(80. 8) 


而令 P ! = f 2 ,Pl - P \ fCTi =0^ , 得到如下项 


2V 


▲ • _ « 


i( p I ~P 2 ^ ^ r l ~ r 2 ) ^^ 


d ^ dV 2 


P\ ^P 2 a 


r 2 


(80.9) 


(这里出现负号是置换算符 W 和^^的结果，把乘积 m 化为 

必须作置换，而费米子的这些算符是反对易 的）. 

式 （80. 8) 各项是空间均匀分布的电子的直接库仑相互作 用能. 正如在§ 7 8 
中已经指出的，由于等离子体呈电中性，这些项实际上正好相消，类似于表示其 
它粒子（离子）彼此间以及与电子间的相互作用能项（也因这缘故 （80. 8) 的积 
分发散问题不重要）•式 （80. 9) 中诸项含有库仑势的非对角矩阵元，表示要找的 


交换效应炙 

注意到在宏观体积 K 下，电子的动量实际上具有一系列连续值，将对 A 


的求和转为对心 

(80.9) 中的积分等于 ® 


d ^ p ^ p , 的积分（这时 R ^ P 2 的限制变得不重 要）. 


Vje tl P\ -F2> 


dV 

r 



4 ir / i 2 

(Px _ P 2 ) 2 


结果表达式 （80.9) 取下式 

- 2 ire 2 VY (T 〜八" 心 〆 P 2 

冬〗 ( P 〖1 2 ) 2 (W 

这个表达式的统计平均（在所考虑的近似下）依理想气体的平衡分布进行. 
由于理想气体粒子在不同量子态下的统计独立性，这时而 
平均值由费米分布公式= [ e ( *-^ ,/r + ir 1 给出是电子化学势）.最 


① 至于四个算符有相同指标的乘积项.其项数比之相同指标两对各异的项数极其稀少，因而不必 
考虑（这样的项对打的贡献含有附加 W 子 W ). 

② 为进一步说明 （80. 8) 和 （80.9) 诸项的结构•我们指出•前者屮的同指标箅符对来自同一 
空间点 （6 或 r 2 ) 的少 算符； 而在 （80. 9) 的诸项中它们 来汽不 同点的少算符 • 

③ 这里用了熟知的库仑势傅里叶分 M 表示式 



(参看§117习题3的脚 注）. 
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后，因为所得到的表达式只是与 e 2 成正比，所以根据 （80.4) 它直接给出所求的 
等离子体热力学势修正： 



J ) \ Pi - p 2 y 


(80. 10) 


( E . Wigner , F * Seitz , 1934). 

在电子气强简并极限情况下分布 ~ 化为阶跃函数 （ p $ p F 
时，\ = 1 tp ^ Pr 时，〜 =0). 这时计算积分导致结果① 

e 2 p 4 r e 2 m 2 fi ] 

a “ =- ^7^77 =_ V - T ^. (80.11) 

4 tt fi it n 

如果根据 （57.3) 用电子的数密度\ =\/V 表示其中的化学势，上式给出自由 
能的修正： 



(80. 12) 


在玻尔兹曼气体的相反极限情形下(坎 <0, Im 」>>7^) ，由公式 （80. 10) 计算给 
出② 


L : - V 

或者根据 （46. U ) 用\表示给出 

厂 xch = • 



TT € 2 h 2 r 

2mT 


(80. 13) 


(80. 14) 


在 T ， 时，交换修正 W 2 n 4/3 , 而在§78中求得的关联修正厂。„〜 
，这时根据近聰性条件 


①积分 



d 3 Pid 3 p 2 
(Pi - Pi ) 2 


P\ yPl ^ Pf » 


用代换 A - P 2 = 9 ^ P ^ +尸 2 )/2=1化为区域 |^> F 上的积分/ = | V 2 d 3 扣 \ •积分 J " d \( 在给 定的分 
下）是球心相距 9 且半径 为以 的两球之间所包的 体积： 


jVs = -^ft 2 (3p F - h) ， h - p r — 

然后，对 d 、 在区域 0 < 9 <2 〜上积分，得到 / =4 ttV f . 

②在这种情形下 

而对 d 3 sd y q 的积分扩展到9和$整个 空间. 
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« 1 , 


即电子交换修正实际上是主导项.然时，在温度升高时，减小得吏快 
(在 时： 々_«：厂〃 2 )•所以存在这样的区域，在其中两种修 
正有同样的数量级.但是在该区域中，等离子体的简并化已经不强，因此经典公 
式 （78. 11 )—(78. 14) 可用于关联修正①. 

在以上讨论中假定了等离子体的离子组态不仅非简并，而且几乎是理想 
的，即离子的相互作用能比它们的热能小得多 W l /3 e 2 « T ②,但是如果等离子 
体的密度不是 太大： 


me 






« 


h 2 


(80. 15) 


( A / 是离子质馈），那么温度 r 超过离子的简并化温度 


M 


T 


1/3 


» 


(80. 16) 


(并且 T « e 4 M / h 2 ). 在这些条件下离子组分形成非简并的但相当非理想的系 
统.离子彼此之间及离子与电子之间相互作用能量的最小性这时相应于核的有 
序配置，即核形成晶格 （ A . A . A 6 pHKOCOB ， I960) .这导致各种粒子的直接库仑 
相互作用能已经不再完全相抵.在每一个晶胞内离子的场被位于其中的电子所 
抵消.但是在一个晶胞的范围（其线度〜， 1/3 )内粒子的相互作用能不是零.根 

据粗略佔计,这个能 M … /3 ,而对于整个晶格（晶胞数 / V ~ V >0 结合能为 

| | - Ne 2 n l/ ^ - Fe 2 n 4/3 . (80. 17) 

它在数 M 级上与等离子体的简并电子组分交换能一致.对于稳定晶格，结合能 
自然是负的 


① 尽管如此.计算任意简并程度下的电子关联修正问题仍有方法论上的意义•这个问题将在车教 
程的另外一卷 《第 九卷）中研究. 

② 为简申起见，在这里和下面的估计中令£=丨（氢的等离子 体）. 

③ 晶格结合能的定 M 计算 参看： A 6 P mkocob A . A .//) K 3 TO . - I 960. - T . 39. - C . 1797. 


第八章 

相平衡 


§81相平衡条件 

均匀物体的（平衡）状态是由给定任意两个热力学量（例如体积 V 和能量 
£) 来确定的.但是却没有任何理由 认为： 对于任何一对给定的 V 和£值来讲，对 
应于热平衡状态的都正好是物体的均匀状态.可能发生这样的情 况：在 给定的 
体积和能 M 下，物体在热平衡状态并不是均勻的，而是分离成处于不同状态而 
相互接触的两个均匀部分. 

一种物质的这样几个状态，它们相互接触且彼此处于平衡而同时存在，称 
为这种物质的不同的相. 

我们写出两个相彼此平衡的条件.首先，像任何处于平衡状态的物体一样， 
这两个相的温度 r , 和 r 2 必须 相等： 

r, = r 2 . 

其次，两个相中的压强相等的条件也必须 满足： 

p 、 = p” 

因为在两个相的接触面上，两个相彼此作用的力必须大小相等而相反. 

最后，两个相的化学势平衡的条件必须 满足： 

Ml =弘2， 

对于两相平衡的这个条件的推导，完全像在§25中对于一个物体的任何两个相 
互接触部分的情形所进行的推导一样.如果把化学势表示为压强和温度的函 
数，而用 r 和/>代表两个相的彼此相等的温度和压强，那么我们就得到方 程式： 

h ( P ， T ) =/1 2 (/ >， r ), (81.1) 
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由此得出，处于平衡状态的两个相的压强和温度吋以把其中的一个量表为另一 
个 M 的函数.因此两个相不能在任意的压强和温度下处于相可平衡的 状态； 给 
定了这两个量中的一个量，就完全确定了另一个贵. 

如果用坐标轴代表压强和温度，那么可能发生相平衡的点都在一条曲线 
(相平衡曲线）上.同时，在这条曲线两侧的点都表示物体的均匀状态.当物体的 
状态沿着一条与相平衡曲线相交的线变化时，在与相平衡曲线的交点上，发生 
两相的分离，然后物体转变成另一个相.必须 注意： 即使完全平衡时本该有相分 
离，如果物体的状态变化很缓慢，有时物体仍旧保持均匀，这类例子可举过冷的 
蒸气和过热的液体.但是这样的状态是亚稳的. 

如果用以温度和体积（属于一定馕物质的）为坐标轴的图来描绘相平衡，那 
么同时具有两个相的状态将占满平面的整个区域， 

而不只是一条 曲线； 这种与图不同之处是由 
于：体积 v 与压强不同，在两个相中是不等的.结果 
得到如图12所示的一类图.在阴影区两侧的区域 
I 和 n 中的点相当于均匀的第一相和第二相.阴影 
区表示两个相彼此处于平衡的状态 ：在任 意一点 a , 

处于平衡的两个相 I 和 n 所具有的比体积，由位于 
通过点 a 的水平直线上的点1和点2的横坐标来确 
定.由物质的均衡很容易直接得出结 论：相 I 和相 n 的量反比于线段 al 和 a 2 
的长度（所谓杠杆定则）. 

类似于两相平衡的条件，同一种物质的三相平衡是由下列各等式来确定 
的 •• 

P \ = P 2 = ^3» T \ ~ T 1 - /X, = /1 2 = At 3 . (81. 2) 

如果用 p 和 r 来重新表示三个相的压强和温度的共同值，那么我们就得到条件 

^{ PJ ) = fJL 2 ( PJ ) = A ( P ， r ). (81.3) 

这是具有两个未知数和 r 的两个方 程式； 它们的解是一对确定的/^和 r 值. 
三个相同时存在的状态（所谓三相点〉在户，^图上用孤立的点来表示，这种点 
是三相中每两相的平衡曲线的交点（见图13,图中区域 I , II ， in 是三个均匀相 
的区域）.同一物质的多于三相的平衡显然是不可能的. 

在图上，三相点的邻域具有如图14所示的形式，其中阴影区域是每两 
个相成对平衡的 区域； 三相点（温度 D 处的平衡态中三相的比体积由点1，2,3 
的横坐标所确定. 

从一个相转变到另一个相，伴随着放出或吸收一定1的热（相变潜热）.按 
照相平衡条件，这样的相变在恒压和恒温 F 发生.但是在恒压过程中物体所吸 
收的热 M ， 等于它的焓变.因此单分子相变潜热 g 是 
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q = m; 2 - m;, , (81.4) 

式中％和％是两相的单分子焓.如果从第一相转变到第二相时吸收热那 
么 q 是正的，而相变时放热则9为负. 

因为（对于由一种物质构成的物体来讲) M 是竿分 子的热力学势，所以可以 

写成 

fJi = £： — 7*5 + PV 

( U ， 〃是分子的能量、熵和体 积〉. 因此条件 ft , = M 2 给出： 

( e 2 - e x ) - T ( s 2 - s ,) + P ( v 2 - i /,) = ( u ; 2 - u ;, ) - T ( s 2 - s ,) =0, 

其中 r 和 P 是两个相的温度和压强，由此 

q = T(s 2 - s , ) . (81.5) 

必须注 意:该 公式也可以直接取温度恒定从^ = ]>山得出.（这个公式在这 

里适用，因为相变是可逆地进行的——两相在相 ^ 

变过程中保持相互平衡 .） 

设在图15中的两条曲线表示两相的化学势 
对温度的函数关系（在给定的压强下）.两条曲线 
的交点确定两相能够彼此处于平衡的温度 K (在 
给定的压强下）.在所有其余的温度下，能够存在 
的只能是这一相或另一相.很容易看出 ： 在低于7； 

的温度下，存在的是第一相，亦即稳定的是第一 
相； 而在高于 r 。 的温度下，是第二相.这个结论是 
从这一点得 出的： 稳定的状态是 M 较小的那种状态（因为在给定 P 和『的条件 

下，热力学势趋向于极小值）.另一方面，在两条曲线的交点上，偏导数^的值 
大于#的值，也就是说，第一相的熵 h 小于第二相的熵& = - g . 因 
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此，相变潜热 9 = 7 Xs 2 -\)是正的.因此，我们得出 结论： 如果当温度升高时物 
体从一个相转变成另一个相，那么这时就吸收热这个结果也可以从勒夏特 
列原理得出. 


习 题 

1. 试求出在固体上的饱和蒸气压的溫度依赖关系.（把饱和蒸气考虑为理 
想气体；固体和气体都具有恒定的比热 .） 

解： 蒸气的化学势由公式 （43. 3) 所确定，而固体的化学势由公式 （65. 6) 所 
确定.（由于饱和蒸气压相对地讲很小，对于固体可以忽略掉这个量而认为 
等于广 ） 令两式相等，我们就 求出： 

p —常数 • 7 ,< Cp 2- tf ,) e Uo, ^ 4f ° 2)/r 
其中角标1指固体，角标2指蒸气. 

在同样的近似下，可以认为固体的焓等于它的 能量； 相变潜热（升华热）9 = 

q = (c p2 - c,)r + (e 02 - e ol ). 

特别是，在 r = 0 时的相变潜热是 - a ,, 以致可以写成 

P =常数 • 

2. 试求凝聚体蒸发到真空中的蒸发率. 

解：蒸 发到真空中去的蒸发率由单位时间内离开物体的单位表面积的粒子 
数来确定.我们考虑同它自己的饱和蒸气处于平衡的物体.于是离开物体表面 
的粒子数，等于在同样时间内落到这个表面上并“附着”到它上面的粒子数，也 
就是说等于 

P 0 

y ° -(1 - 尺）， 

式中 P 。 是饱和蒸气压，尺是气体同物体表面发生碰撞时气体粒子的平 
均“反射系数”（参看 （39. 2)). 如果 P 。 不太大，则离开物体表面的粒子数与它 
周围的空间中是否有蒸气存在无关，因此上面所写的式子就确定了我们所求的 
蒸发到真空中的蒸发率. 

§82克拉拍龙-克劳修斯方程 

取相平衡条件 

Mi ( PyT ) = / l 2 ( P ， r ) ， 

两边对温度求导数.当然，这时必须注意到压强 P 不是独立变量，而是由这个方 
程式本身所确定的温度函数.因此我们写成： 


§82 克拉珀龙-克劳修斯方程 
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d/JL x dP _ dfi2 扣 2 dP 

^dT + ~dPdT " + ^dPdT" 

而且，因为 （a/Lt/dr) P = -s，（d M /dP) r = i； (参看 （24. 12)), 我们得到 


dP ^ — ^2 

dr v x - v 2 



式中 ^ 和 s 29 v 2 是两相的分子熵和分子体积 • 

在这个公式中，差值\ - s 2 , 可以用从一个相转变到另一个相的潜热来表 
示.把9 = T ( s 2 - \ ) 代人，我们就求出所谓克拉珀龙-克劳修斯方程 


dP 


9 


(82.2) 


dT T ( v 2 W 

这个公式所确定的是 ：当温 度变化时处于平衡的两个相的压强的变化，或是说, 
压强沿着相平衡曲线随温度的变化.同-•公式也可以写成形式 

dr _ T{ t/ 2 - 1/, ) 
dP = q , 


这个公式所确定 的是： 当压强变化时两相相变温度（如冰点和沸点）的变化•因 
为气体的分子体积总是大于液体的分子体积，而当液体转变成气体时吸收热 


M ， 因此当压强增加时沸点的温度总是升高当压强增加时冰点的温度 

是升高还是降低，视溶化时体积增加或是减小而定 

公式 （82. 2) 的所有这些结论与勒夏特列原理完全一致.例如，我们来考虑 
液体同它自己的饱和蒸气处于平衡的情形.如果增加压强，则沸点的温度应当 
升高； 由于这个缘故，一部分蒸气转变成液体，这又转而引起压强的降低；也就 
是说，系统对于使它离开平衡状态的外作用就好像起着反作用一样. 

我们来考虑公式 （82. 2) 的一个特例，即讨论固体或液体同它的蒸气的平衡 
的情形. 这 时公式 （82. 2) 所确定的是饱和蒸气压随温度的变化. 

气体的体积通常比包含同样数目粒子的凝聚体的体积大 得多. 因此在 
(82. 2) 中，相对于体积 i / 2 可略去体积^ (我们把气体作为第二相），也就是说， 

取 g = 把蒸气考虑为理想气体，我们可以按照克拉珀龙公式 h j ，把它 

d/ Tv 2 r 

的体积用压强和温度来 表示； 于是我们 得到： 

dP ^ 
dT = 


即 


din P • q 
一 


(82.3) 


①例外的情况是氦的 同位素 3 He , 在一定的温度 K 间内溶解热是负的 • 
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我们看 到：在 相变潜热可以认为是常数的温度区，饱和蒸气压按照指数规律 
( ocexp ( _ 9 /7))随温度而变化. 


习 


题 


1. 试求出沿着液体及其饱和蒸气的平衡曲线变化时（即在液体一直同它 
的饱和蒸气处于平衡的过程中）的蒸气比热.蒸气可以认为是理想气体. 

解 ：所求 的比热&等于 

ds 


h = T 


dr 


ds 


式中^是沿着相平衡曲线取的导数，即 
aJ 


h = T 


dr 


T { 


ds 


T { 


ds\ dp 


dTf p \dP) T ^T 


c 


p 


T 


( 


dv\ dP 

df ) p ^ 


把 （82.3) 式的 g 和 = f 代入上式，我们求出 


h = c — 

p 丁 

在低溫下， / i 是负的，也就是说，如果可以取走热量，以使得蒸气一直同液体处于 
平衡，那么它的温度可以升高. 

2. 试求出在蒸气一直同液体处于平衡的过程中（即沿着液体及其蒸气的 
平衡曲线）蒸气体积随溫度的变化. 

Av 


解 ：导数 必须沿着相平衡曲线来确定: 
(11 


dv 

dT 


® P + ® r ar 


dP 


T 


把 （82. 3) 和体积 = y 代入上式，我们 求出： 


dy 

dT 


~ y )- 


dv 


在低溫下, ^<0, 也就是说，在所考虑的过程中，蒸气的体积随溫度的增加而减小 • 

QI 


§83临界点 

相平衡曲线（在平面上）可能在某一点终止（图 16); 这样的点称为临界 
点， 而与它相对应的温度和压强称为临 界温度 和临界 压强. 在高于' 的温度和 
大于厂的压强下，不存在不同的相，而物体总是均 匀的. 可以 说：在 临界点，两 
相之间的差别完全消失.临界点的概念是由几门捷列夫首先提出的 （ I 860). 
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在以为坐标的有临界点存在的平衡图看上去就像图17所描绘的样 
子.当温度趋近于它的临界值时，彼此处于平衡的两相的比体积也逐渐接近，而 
在临界点（图17中的 / C ) 完全等同.以 P 入为坐标的平衡图具有类似的形式. 




当存在着临界点时，一种物质的任何两态之间可以发生连续的相变，在这种 
相变过程中，任何时刻物质都不会分离成两相——要做到这一点，只需要沿着任 
何一条绕过临界点而与相平衡曲线从不相交的曲线来改变物质的状态.在这种意 
义下，当有临界点存在时，关于不同相的概念本身有随意性，不可能在所有情况下 
指 出：什 么样的状态是这一相，什么样的状态是另一相.严格地讲，只冇当两相彼 
此接触而同时存在时，亦即只有在相平衡曲线的诸点上，才可以说两相. 

显然，只有当两相之间仅具有纯粹定 M 的差别时，对于这样的两相才可能 
有临界点存在.液体和气体就是这样，它们的区别只在于分子间相互作用的大 
小程度不同. 

至于像物质的液体和固体（晶体）或各种晶态这样的相，则彼此间有质的差 
别，因为它们各自的内部对称性不同.显然，对于任何对称性质（对称元素）我们 
只能说它存在，或者它不 存在； 它只可能即刻、突发地出现或消失，而不可能逐 
渐地出现或消失.在每一种这样的状态，物体或者具有这一种对称，或者具有另 
一种对称，因而总是可以指出物体在两相中间属于哪一相.因而对于这样的相， 
临界点是不可能存在的，而相平衡曲线必然或者延伸到无限远，或者同其它各 
相的平衡曲线相交而终止. 

通常的相变点并不是物质热力学 M 的数学奇点.实际上，每一相也可以在 
相变点的另一侧存在（虽然是亚稳的）；热力学不等式在这一点并未破坏.在相 
变点，两相的化学势只是彼此相等而已 #,(^0 =/1 2 (厂7') ; 对于函数从 1 (/ > , 
r ) 和化 （ p , r ) 的任一个来讲，这一点毫无特殊 之处叭 


①然而，必须指出，这种说法是有条件的.因为在亚稳区的概念有某种不确定性.亚稳态是 
不完全平衡，具有某种弛豫时间（在这1相应于新相成核过程，参肴§ 162). 所以，这种状态下热力学函 
数只有在不考虑这些过程时才能定义，而且不能把它们看成是（对应于物质完全平衡态的）稳定区函数 
的解析开拓. 
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我们在平面上画一条液体和气 
体的 等温线 ，也就是当均匀物体等温膨 
胀时 P 对 V 的关系的曲线（图18上的 

dc 和 ☆/), 根据热力学不等式< 

0， P 是 V 的减函数.等温线的这样的斜 
率必然一直保持到它们同液体和气体的 
平衡曲线的交点（点6和点以外的一 
段延伸 线上； 等温线的片段 6 c 和 erf 各 
对应于亚稳的过热液体和过冷蒸气， 
在这两段上，热力学不等式仍旧保持. 



( 当然，在点 A 和点 c 之间的完全平衡的状态等温变化，对应于水平线段 6 e , 那 
里发生两相分离. ） 如果考虑到点6和点 e 具有同样的纵坐标 P ， 那么，显然等温 
线的两部分不可能以连续的方式彼此过渡，它们之间必然有间断.等温线在点 c 
和点^终止，在这两点热力学不等式被破坏，即 



(83. 1 ) 


把液体和气体等温线的终点轨迹标绘出来，我们就得到一条曲线（图18上的 
4/^), 在这条曲线上，热力学不等式（对于均匀物体来讲） 破坏； 它限定了一个 


区域，在任何条件下物体在其中都不可能以均匀的状态存在.在这条曲线和相 
平衡曲线之间的区域是过热液体和过冷蒸气可能存在的区域 ( D . 显然，在临界 
点，两条曲线应当彼此相触.至于正好在曲线上的各点中，只冇临界点对 
应于均匀物体实际存在的 状态； 它是这条曲线同稳定均匀状态区接触的唯 一一 



值得指出，在临界点处的条件 （83. 1 ) 也可以由下面的简单考虑得到.在临 
界点附近，液体和蒸气的比体积彼此接近.用 V 和 V + 5 V 来表示它们，我们就可 
以把两相压强相等的条件写成形式 


P{VJ) = P( K + hV,T). 


(83.2) 


把等式右边按的幂次展开，再除以很小时有限的 M &!/，我们就求出 

( a ， 說…。 • 


(83. 3) 


由此看 出：当 5 K 趋向于0时，亦即在临界点处 ， (g I 在任何情形下都应当变 


①等温线上相应于过热液体的片段（图18 t 的 &) 可以部分地位于横轴之下•换句话说.过热液体 
町以具有负/五强；这样的液体作用到它的制约表面上的力指向液体体积内部.由此可见 ./ E 强未必为正. 
在自然界中物体 岈以有座强值 为负的 《虽然 只是亚 稳的） 状态 • （关于这一点.在§ 12中已经讲过 • > 



成 o . 


与普通的相平衡点相反，临界点是物质热力学函数的数学奇点（限制物体 
均匀状态存在区域的整条曲线 AKB 也是这样）.物质在临界点附近的奇异性与 
行为将在§ 153中研究. 

§84对应态定律 


范德瓦尔斯的内插物态方程 


NT 

V - Nb 


N 2 a 

7 ’ 


(84. 1) 


同液体和蒸气之间的相变的上述性质定性地符合. 

由这个方程所确定的等温线如图 B 

19所示.通过临界点 A ： 上方的一些曲 I 

线表示 T > T C 时的单调减函数 P ( V ). | 

穿越临界点的等温线在那里有拐点. 

在温度 T < T C 时，每条等温线都有极 

小值和极大值，二者其间为>0 

的 一段； 这些段（在图19中用虚线表 
示）并不与自然界中实际存在的任何 
物质均匀态对应. I 

正如上节已经阐明的，与等温线 /' 

相交的水平线段相应于液体到气体的 / 

平衡相变.该线段应该在的水平位置 

取决于相平衡条件 = M 2 ，我们把它 - 

写成 

f d/A = 0, 



m i9 


式中积分沿着从一个相的状态过渡到另一个相的状态的路径求.等温线 h 有如 
，因此沿等温线求积分 


•2 


VdP 


(84.2) 


在几何上，这个条件表示图19中对一条等温线画的阴影面积相等（麦克斯韦法 
则）. 

临界温度、压强和体积吋以用范德瓦尔斯方程中所含的参量 a 和纟来表 
示.为此，对表达式 （84. 1 ) 求微商并且写出确定等温线拐点的方程 
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®，。， （說 = °， 

它们与 （84. 1) 式一起给出 

L =羔 冬 ， v r = 3/ V 6, P c = ^-4 - (84.3) 

c 27 6 ? c 27 b 2 V ’ 

现在我们引人如下定义的温度、压强和体积 

T P V 

r :今， P 9 = y . V (84.4) 

I e * c r c 

采用这些量，范德瓦尔斯方程取如下形式 

+-^ j |(3 r - 1) = 8 T . (84.5) 

这个方程只含有 r , p ’ 和 r , 而并不含任何表征该物质的量.因此方程 （84.5) 是 
范德瓦尔斯方程适用的所有物体的物态方程.两个物体具有同样的 T \ p\r 
时，它们的状态称为 对应态 （显然，所有物体的临界状态都是对应态）.由 
(84.5) 得出结 论：如 果两个物体在 r , p’，r 这三个量中有两个相等，那么第三 
个也相等，也就是说，它们处于对应态 （对应态定律 ）. 

由方程式 （84. 5) 所确定的“约化”等温线， = PW ) 对于所有的物质都是 
相同的.因而，确定液体到气体相变点的直线段也有一样的 位置. 因此可以得出 
结论： 在同样的约化温度下，所有的物质应当具有间样的如下各量：1)约化饱 
和蒸气压 ,2) 饱和蒸气约化比体积，3)与饱和蒸气处于平衡的液体的约化比体 
积. 

对应态定律也可以应用于液态到气态的相变潜热上.这时“约化蒸发热”应 


当由一个无童纲量即 | •充当.因此可以写成①. • 



(84.6) 


最后我们指出，对应态定律并非专指范德瓦尔斯方程.当仅含有两个参量 
的任意物态方程转为约化量时，表征具体物质的参 M 消失.对应态定律，作为不 
局限于物态方程某种具体形式的一般结论，本身比范德瓦尔斯方程多少更精确 
些.但是，一般说来其适用性仍十分有限- 


①温度 a 著低于临界点时，比值 f 约等于 io (9 为分子蒸发热）. 

^ C 
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§85由不同粒子构成的系统 


直到现在为止我们还只限于讨论由相同粒子所构成的系统.现在我们要来 
研究由不同粒子构成的系统.由几种物质混合而成的任何类型的混合物都是这 
样的 系统； 如果混合物有一种物质比其它几种多得多，那么它就称为其它几种 
物质在这种占优势的物质（溶 剂〉 中的 溶液. 

一些物质在完全平衡时的数 M 可以任意给定，它们的种数通常称为系统的 
独立组分的数目.在完全平衡的状态下系统的所有热力学量完全由温度和压强 
的数值以及独立组分的粒子数来确定.如果系统中不同物质之间可以产生化学 
反应，那么独立组分的数目可以与系统中不同物质的总数不 一致； 如果这样的 
系统处于非完全平衡的状态，那么要确定它的热力学量 ，一 般来讲必须知道系 
统中所有物质的数量. 

可以很容易把§24的结果推广到由不同粒子构成的物体 上去. 首先，所有 
的热力学量必须是所有可加性变量一例如各种粒子的数目和体积一的一 
次齐次函数. 

其次，原先作为某个热力学势对粒子数的导数给出物体单一化学势的概念 
(§24), 现在混合物的每种组分有化学势队一热力学势对组分粒子数夂的 
导数.相应地，（24.5),(24.7)_(24.9)所有各式中的/^~这一项现在必须代 

之以和式 

这样，微分表达式写成 

d 0 = - SdT + VdP + , 
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而化学势 





d<t > 、 


(85. 1 ) 


这时化学势被表示为压强、温度和各种物质的浓度（即粒子数之比）的函数.粒 


子数只能以比值的形式包含在中，这是因为 ：少是 况的•次齐次函数，所以 
化学势必然是这些变量的零次齐次函数. 

根据0是％的一次齐次函数这一事实，从欧拉定理 得出： 


中 -IN 哉-今 N 

这是公式0 = %的推广 . 

对于热力学势/2,我们现在得到 


(85.2) 


= F - 2>凡 

由此再一次得到公式 / i = - PV . 如果物体处于外场中而不同部分的压强不同， 
仅在此时上式不冉适用. 

§25的结果也可以直接推 广：系 统在外场中的平衡条件要求每一种组分的 
化学势都像温度一样在整个系统中都是 常数： 

A =常数. （85.3) 

最后，由不同粒子组成的系统的吉布斯分布具有形式 


n + ^ E nN 、 Ni “ ‘ 

= exp --- 


(85.4) 


这是公式 （35.2) 的自然的推广. 


§86相律 


现在我们考虑系统由不同物质构成并形成 r 个相互接触的相（每一相一般 
来讲包含所有的物质）. 

设系统中独立组分的数目为于是每一相由压强、温度和〃个化学势来表 
征•我们由§81知道 ：由相 同粒子构成的各相的平衡条件是温度相等、压强相等 
和化学势相等.显然，在有儿种组分存在的普遍情形下，各相的平衡条件是温度 
相等、压强相等和每一个化学势相等.设在所有各相中的共同温度和压强是 r 
和 P ; 为了区别厲于不同相和不同组分的化学势，我们用两个角标来标记 它们： 
上角标（罗马数字）代表相，下角标（阿拉伯数字）代衣组分.于是相平衡条件可 
以写成形式 

I U r 

Ml = Ml =…=/^， 

I n r 

Ml = ^2 = ••- ~ 从 2 ， 

. ( 86 . 1 ) 
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=…= Ml- 

这些化学势作为函数每一个都冇 n + 1个独立 变量： p ， r 和各种组分在某相中 
的 / i - l 个浓度（每相有 n 个独立的不同种粒子数，它们之间有 n -1 个独立的比 
值). 

条件 （86. 1) 是一组 n ( r - l ) 个方程式.这些方程式中的未知数的数目等于 
2这些方程式要有解，它们的数目在任何情况下都必须不大于未知 
数的数目，即 

n ( r - 1 ) ^ 2 + r ( n - 1 ) , 

亦即 

r ^ n + 2. ( 86. 2 ) 

换句话说，在由 n 种独立组分所构成的系统中，可以有不多于《 +2个的 相同时 
处于平衡.这就是所谓吉布 斯相律 .在§81中我们已经有过这个相律的特殊情 
形：在 一种组分的情形下，能够相互接触而同时存在的相的数目不可能大于 3. 

如果同时共存的相数 r 小于2,那么在方程组 （84. 1) 中，有 ； j + 2 - r 个 
变量显然可以具有任意值.换句话说，可以任意改变任何 n +2 - r 个变量，而不 
破坏 平衡； 当然，同时其余的变里是以完全确定的方式变化的.可以任意被改变 
而不破坏平衡的变量的数目，称为系统的热力学自由度的数目.如果用字母/来 

代表它，那么就吋以把相律写成形式 

f = n + 2 - r , ( 86. 3 ) 

式中/当然不能小于 0. 如果相数等于它的最大可能值 n +2,那么/ = 0,这就是 

说，在方程组 （86. 1) 中所有的变 虽都是 确定的，其中没有一个能够改变而不使 

平衡破坏或不使任何一相消失. 

§87 稀溶液 


我们在§87 — §91中要研究稀溶液的热力学性质，所谓稀溶液就是这样的 
溶 液：其 中溶质的分子数远远小于溶剂的分子数.我们首先来考虑只有一种溶 
质的溶液；对于几种溶质的溶液，可以直接推广. 

设〜为溶液中溶剂的分子数， n 为溶质的分子数.我们把比值 i = c 称为溶 

液的 浓度； 根据上面所作的假设, c«l. 

现在我们来求溶液的热力学势的表达式.设少。 （7\ P ，/ V ) 为纯溶剂（其屮没 
有溶解任何东西）的热力学势.按照公式0 = %(对于纯物质适用），可写 

少 0 = Nfx 0 (P ， 

式中是纯溶剂的化学势.我们用字母 a = a ( P ， r ， yv ) 表示在溶剂中引 
人一个溶质分子时热力学势发生的微小变化.在稀溶液的假定下，溶质的分子 


在溶液中彼此相距足够远，所以它们的相互作用很弱.略去这个相互作用，可以 
认定，在溶剂中引人 n 个溶质分了-时热力学势的变化等于但是，这样得到的 
表达式少。+⑽中，并没有以适当的方式考虑所有溶质分子的全同性.如果在计 
算配分函数时将所有溶质分子当成彼此可区分的，用公式 （31.5) 得到的就该是 
这个式子.正如我们所知（参看 （31. 7))，这样计算出来的配分函数实际上还应 
该再除以 

这就使得在自由能中，因而也在热力学势少中出现附加的一项 rinn !. 因 
此， 

0 = Nfi 0 ( P t T ) + na ( P t T t N ) + T \ nn \ 

其次，因为 a 虽然比/ V 小很多，但就其本身来讲仍是一个很大的数，所以在最后 

一项中可以用 nlni 来代替 \ nn \. 于是 

e 

<P =+ n( a + rin+) = /Vo + 以 1 " ( 子叫 • 

现在我们应当考虑到这一情况 ：少 必须是〃和/ V 的一次齐次 函数. 为此，显 
然对数中的宗 M e tt /7> 必须具的形式.因此， 

0 = /V。+ nnn[^/(^ t D . 

最后，引入 P 和 T 7 的一个新函数 4( 我们就求出溶液 
的热力学势的表 达式： 

<P = + riT \ n -^~ + ruf ;{ PJ ). (87. 1) 

e/V 

在本节开头我们曾经假设把 一项⑽ 加到纯溶剂的热力学势上去，这个假 
设实际上不是别的，而就是相当于按《的幂次展开成级数并只保留一次项•按《 
展开的下一幂次项正比于，，根据相对于〃和 w 的齐次性，它应该形为 

这里 )8 只是 p 和 r 的函数.因此，当精确到二次项时，稀溶液的热力 
学势具有形式 

(P = KPJ ) + nT \ n -^ + n ^{ PJ ) +^/3( P , T ). (87.2) 

上式推广到几种物质的溶液，显然为 

0 = %。+ X n * rln ^v + E + S ~2 N ^^ (87.3) 


①我们在这里忽略 Mf 效应，对于稀溶液——就像对于足够稀薄的气体一样一这总是允许的 • 
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式中\是各种不同溶质的分子数. 

从 （87. 1) 式很容易求出溶液中溶剂的化学势 （ M ) 和溶质的化学势（ 〆 ） ：前 
者等于 

M = ^ = Mo ~ = Mo - Tc, (87.4) 

后者等于 

fi' = = rin-^- + ip — Tine + \\i. (87. 5) 

4 

§88 渗透压 


在这一节和下几节中，我们要研究溶液的一些性质，并且仍旧认为溶液是 
稀溶液，因而将利用上节的公式. 

我们假设 ：同一 物质在同一溶剂中但具有不同浓度和 c 2 的两种溶液被 
一层膜彼此隔离开，溶剂的分子可以通过这层膜，但是溶质的分子不能通过 
(半透膜）.来自膜的两侧的压强在这种情况下是不同的（在§ 12中关于压强 
相等的讨论在这里由于半透膜的存在而并不适用）.这两个压强之差称为渗 

透压. 

这两种溶液之间的平衡条件是（除了它们的温度相等以外）这两种溶液中 
的溶剂的化学势必须相等.这时溶质的化学势未必相等，因为由于膜的半透性， 
平衡只对于溶剂发生. 

把两种溶液的压强用和 P 2 来表示，并利用 （87. 4) 式，我们得到如下形 
式的平衡条件： 

fJLoiP^T) -cj = Mo (P 2 ,n -c 2 T. (88. 1) 

压强差 P 2 = AP (即渗透压）对于稀溶液来讲是相当小的.因此可以把 

的幂次展开成级数，并只保留头两项： 

fi 0 (P”T) = t i 0 (P l J) + AP^. 

把上式代入 （88. 1 ) ，我们就 求出： 

^ P ~dP = 一 C 、) T . 

但是^并不是别的，而就是纯溶剂的分子体积〃.因此我们 得到： 

AP = (c 2 - c,) —. (88. 2 ) 

如果在膜的一边是纯溶剂 U , =0, C 2 = c ), 那么在这种特殊情况下，渗透压 

等于 
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AP = — = (88.3) 

v V 

式中 n 是在溶剂的体积 v 中的溶质分子数（由于溶液很稀彳相当精确地等于 
溶液的总体积）.公式 （88. 3) 称为 范托夫公式. 必须注意到 ：这个 公式适用亍一 
切稀溶液，而与（无论是溶剂还是溶质的）具体物质种类无关，并且它同理想气 
体的物态方程有相似性.这里渗透压代替了气体 压强； 溶液体积代替 r 气体体 
积; 溶质的分子数代替了气体中的粒子数- 

§89溶剂相的相互接触 

在这一节中我们来考虑溶剂相互接触的两相之间的平衡，每一相都各溶解 
着一定量的同一溶质.相平衡条件是（除了压强相等、温度相等以外）两相中的 

溶剂化学势相等且溶质化学势相等.我们现在利用第一个条件，并把它写成 

- c'T =/ i ；( P,n - c a T t (89. 1) 

式中 q 和是浓度， Mi 和 Z 是两相的纯溶剂化学势. 

应当注意 ：我们 现在所考虑的系统由两种组分构成，并以两相存在，所以具 
有两个热力学自由度.因此在 PJ . C , ,4这四个最中只有两个量能任意 选择; 
例如，如果我们选定/ 5 或 r 和一个浓度，那么另一个浓度这时也定了. 

假如溶剂的两相都不包含溶质，那么它们平衡的条件就是 

ti ] o ( PoJ Q ) = tiUPoJo ) (89.2) 

(这时我们用7；和/^表示两相的温度和压强） • 

因此，当纯溶剂的两相平衡时，压强和温度的依赖关系由方程式 （89. 2) 来 
确定，将某种物质溶入这两相后，相应的依赖关系就由方程式 （89. 1) 来确定.对 
于稀溶液来讲，二者彼此相近. 

现在我们在等式 （89. 丨）中把乂（户，：0 和/。 （广『)按尸-尸0 =△ 尸和= 
△ r 的幂次展开成级数，其中 P 。 和 r 。 是纯溶剂的相平衡曲线上某一点的压强 
和温度，这一点应接近7在溶液相平衡曲线上的给定点 P ， T . 在展开式中我们 
只保留 AP 和 Ar 的一次项，并考虑到 （89.2), 于是由 （89. 1) 就 得到： 

^Ar + ^AP-c,r = ^r + ^-c D r. 

但是，和^正是纯溶剂单分子熵 h 和体积〃，•添加相角标后，可得： 

- ( 5 , - s n ) AT + ( i /, - i； n ) AP = ( c , - c a ) T . (89. 3) 

根据公式 （81.5), 我 们有： 

(^ n - s } )T = q , 

式中？是溶剂从第一相转变到第二相的相变 潜热. 因此 （89. 3) 也可以改写成形 
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式 


+ (V 、 -c n )T. (89.4) 

我们来考虑这个公式的两个特殊情形.首先我们选择点匕，：^，使得/>。= 
P . 就是在溶解过程中两相间的相变温度改变，也就是当两相都是溶液时这 
一相变（在压强 p 下）的温度 r 与（在同样压强下）纯溶剂相变温度 r 。 之差.因 
为这时 AP = 0，所以由 （ 89. 4 ) 我们 得到： 

A7 , = T ( g i - c n ) (89.5) 

在一相为纯溶剂的情形下，例如 t_ n =0, C| = c ，则 

T 2 c 

AT = —. (89.6) 

特别是，如果溶质不溶于固相，那么就对以由这个公式确定出在溶解过程中凝 
固温度的 改变； 这时的两相是液态的溶液和固态的溶剂，而是溶剂从溶液中 
凝固出来的温度与纯溶剂凝固温度之差.凝固时放热，即9是负的.因而 Ar < 
0,也就是说，如果凝固出来的是纯溶剂，那么溶质的溶解就使得凝固温度降低. 

如果溶质不是挥发性的，那么也可以由关系式 （89. 6) 确定出在有溶质溶解 
时沸点的改变；这时的两相是液态溶液和溶剂蒸气.现在是溶剂从溶液中蒸 
发出来的温度和纯溶剂沸点之差.因为沸腾时吸热，所以9 >0,因而 Ar > o , 也 
就是说，在溶解过程中沸点升高. 

从公式 （89. 6) 得出的所有这些结论都同勒夏特列原理完全一致.例如，设 
液态的溶液同固态的溶剂处于平衡.如果增加溶液的浓度，那么根据勒夏特列 
原理，凝固点必然降低，以至于一部分固态溶剂转移到溶液中去，而浓度又降 
低.系统好像在抗拒偏离平衡状态.类似地，如果同溶剂蒸气处于平衡的液态溶 
液的浓度增加，那么沸点必然升高，使得一部分蒸气凝结到溶液中去而浓度得 
以降低. 

现在我们来讨论公式 （ 89.4) 的另-个特殊情形，我们选取4,7；使得 T 。 = 
T . 于是，是溶液两相平衡时的压强与纯溶剂两相平衡时的压强（在同样温度 
下）之差.现在 Ar = 0, 因而由 （ 89.4) 我们 得到: 

AP = r(C, 一 C °) . (89.7) 

- y B 

我们把上式应用于液相和气相之间的平衡.在这种情形下，一相（液相）的 
体积同另一相的体积比较起来可以忽略不计，因而 （89. 7) 变成 

AP = T ( Ci , (89.8) 
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式中〃是气相（第一相）的分子 体积. 注意到= 并在同样的精确度下把/ 
Po 代人 （尸。 是在纯溶剂上面的饱和蒸气压），可以把这个公式写成形式 


AP = P 0 ( c , -〜）• (89.9) 

如果气相是纯溶剂的蒸气 = O f c n = c ), 则 （89.9) 具有形式 


AP 


(89. 10) 


式中 c 是溶液的 浓度. 这个公式给出溶剂饱和蒸气压溶液上方值 （ P ) 和纯溶剂 


上方值 （ P 。） 之差•在溶解过程中饱和蒸气压的相对降低等于溶液的浓度（拉乌 
尔定 律沪. 


§90相对于溶质的平衡 


我们进一步考虑同一种物质在两种+同溶剂（例如，两种互不溶混的液体） 
中的两种溶液，它们相互接触而构成一个系统.它们的浓度用记号和0 2 来表 
示. 

这个系统的平衡条件是溶质在两种溶液中的化学势相等.借助于 （87. 5), 
可以把这个条件写成形式 

rin c , + i //'( P ， T ) = rin c 2 + ( J/ 2 (P f T ). 

函数 h 和 A 对于不同的溶剂自然是不同的.由此我们 求出： 


^1 

—= exp 
C 2 


少2 


T 


(90. 1) 


这个等式的右边只是 p 和 r 的函数.因此，溶质在两种溶剂之间适当分配，使得 


相对浓度（在给定的压强和温度之下）总是恒定的，而与溶质和溶剂的总量无关 
(分配定律）.显然，这同一个定律也适用于一种物质溶解在相互接触的同一溶 
剂两相中的情形. 

其次，我们考虑一种气体（看作是理想的）同它在某种凝聚态溶剂中的溶液 
之间的平衡.平衡条件，这也就是纯气体的和被溶解气体的化学势相等 ，（ 借助 
于 （42. 6) 和 （87. 5)) 可以写成形式 

T\nc + = TlnP 

由此我们 求出： 


c 


P 


exp 




(90.2) 


函数少 （ p ， n 表征液态（或固态）溶液的性质；但是当压强不大时，液体的 
性质几乎与压强无关.因此少（/对压强的关系可以不予考虑，而可以认为 


①应当提解 一下： r 指分子浓度(分子数之比 


相对于溶质的平衡 
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(90.2)中/>的系数是与压强无关的 常数： 

c = P X 常数. （90.3) 

因此当气体溶解时 ，（ 稀）溶液的浓度正比于气体的压强（亨利定律） ®. 

习 题 

1. 试求出处于重力场中的溶液浓度随高度的变化. 

解 ：我们 应用在外力场中的平衡条件 （85. 3), 并且把它对溶质 写出： nnc + 
tf /( P ， T ) + mgz = 常数，因为溶质的分子在重力场中的势能是 m 炉 （ z 是高度 ， m 
是分子的质量）.我们把这个等式对高度求导数，同时考虑到溫度是常数（这是 
平衡条件 之一） ，得 

T dc dd / dP n 

--+ mg + 一 ^ — - 11 

c dz dP dz 


因为溶液的体积等于 


30 ~私0 d 中 

—— = N —— -h n 

dP dP dP 

(我们把 少 的表达式 （87. 1) 代入），所以可以把 g 这个量称为一个溶质分子所 

Or 


占有的体积 rA 因此 


C 02 dz 


为了求出 尸对 2的依赖关系，我们利用溶剂的平衡条 件②： 

dP „ A 
+ Mg =0, 

式中 r / = % 是溶剂分子体积， Af 是溶剂分子的质量•把 f 代入前一条件，我们就 
dP dz 


求出： 


— ^ + mg - Afg — = 0. 
c dz v 


如果溶液可以认为是不可压缩的，即 u 和 V 都是常数，那么由此就求出公 


c 


exp [- f ( m -»: 


① 这里假定，\体的分子以不变的形态进人溶液 • 如果分子在溶解时分解（如，氢 H 2 在某些金属中 
的溶解），那么浓度对压强的依赖关系不同（参看§ 102,习题 3). 

② 在这个条件中涉及浓度的项 ( 很小，可以忽略不计•（在溶质的平衡条件中，这一项在分 
母中含有 C , 因而并不小 • > 
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( c 0 是溶液在 z =0 处的浓度），这也就是根据阿基米德定律修正过的通常的气 
压计公式. 

2. 两种物质同时溶解在同一种溶剂中，求它们溶解度的改变之间的关系①. 
解 ：两种 溶质之间的相互作用由热力学势 （87. 3) 中的二次项（正比于 
ra ,/ i 2 ) 刻画.溶质的化学势为 

Q(p 

Mi = — = nnc 】 + ( A , + c { / 3 u + c ^ S l2f 

dn * i 


并且 〆 2 有类似的式子 I 浓度 c , =^-, c 2 =^-|. 每一种溶质在没有其它溶质时的 


溶解度和(7。 2 取决于平衡条件 

^01 = nnc 01 + C 0 冶“， 

Mo2 = Tin C 02 + 少 2 + ^02^22 » 

式中，/为纯溶质的化学势.共溶解度取决于条件 

A 01 = rin C 01 + *Al + C 0 \ P \\ + C 02 沒 12 ， 

A 02 = Fin C 02 + ^2 + C QlPll + C 0I^12* 

从 （2) 中把 （1) 逐项相减并考虑到溶解度的改变相对微小 （5 c , 
Sc 02 « c 02 ) ，我们求出 

SCqi ^Cl 


(1) 


( 2 ) 


C 0 I — C 01 《 C (H 


T 


c o \ 


C 02^ i 2 » ^ 


02 


C 


C 0 I 々12. 


02 


由此得出 


5 c n , = he 


02 


即两种物质溶解度的改变相同. 

3.求两种溶质同时存在时它们饱和蒸气压的改变之间的关系. 
解：单 种物质的溶液的饱和蒸气压各自取决于平衡条件 


Tin P y + L ( r ) = T \ nc l + 屮' + c x p l} f 
T \ nP 2 + Xi ( T ) = T \ nc 2 十中 2 + c 2 p n 

(等号左边的表达式是蒸气状态下两种溶质的化学 势）. 混合溶液上的压强 


G 和6来自条件 

T \ nP \^ X \ - nnc , + + cj 3 u + c 2 fi }2f 


T \ nP f 2 + x 2 = T \ nc 2 + 少 2 + c 2 fi 22 + c ,/3 12 , 
由此，对于微小改变 SP , = P ； -6,54 ，我们求出 


~P 



hP 

"p 



a ) 溶解度就是饱和溶液的浓度.这里假设它仍然很小，以致稀溶液理论的公式能够砬用. 


91 溶解过程的放热和体积改变 *241* 

因此所求的关系为 


5 P , 8 P 2 



§91溶解过程的放热和体积改变 

溶解过程伴随着热笸的释放或吸收•，现在我们就来计算这种热效应、首先 
我们来确定由于溶解过程可能作的最大功. 

我们假设 ：溶解 过程是在恒温、恒压下进行的.在这种情形下，最大功由热 
力学势的改变所决定.假设在浓度为 C 的溶液中再溶解一些为数不多 的如个 
溶质分子，我们来对这个过程计算最大功.整个系统的总的热力学势的改变 
等 T 溶液和纯溶质的热力势的改变之和.因为有如个溶质分子被加到溶液中 
去，所以溶液的热力学势的改变为 

Q(J) 

⑽ ,o、 = = fi/bn, 

on 

式中 〆 是溶质在溶液中的化学势.纯溶质的热力学势的改变等于 

= - -~ ~hn = - , 


因为溶质的分子数减少了 ^个（ 〆 。是纯溶质的化学势）.因而在溶解过程中热 
力学势总的改变等于 


80 = 8n(/4 f - Mo )• 

(91. 1) 

现在只需要把 （ 87. 5 ) 中的/^代入上式，得 到： 


c 0 ( P ， T ) 

8 少 = - Tbn In - 一 ~ — f 

c 

(91.2) 

式中 


Ltn "" (A 

c 0 (尸， 7 1 ) = exp T 

(91.3) 


是溶解度，即饱和溶液（就是与纯溶质处于平衡状态的溶液）的浓度.这个结论 
是直接从这样一个事实得出的：在平衡状态下少必须具有极小值，即必须= 
0. 公式 （91. 3) 也可以直接从溶液与纯溶质的平衡条件即纯溶质和溶液中的化 
学势相等的条件得出 .（ 但是，必须 注意： 只有在 c 。 很小的情况下，才可以认为 c 。 
是与饱和溶液的浓度一致的，因为前面几节的所有公式都只适用于浓度很小的 
情形 .） 

上面所得到的式子就确定了所求的功：丨50 | 这个 M 就是由于个分 f 
的溶解可能作的最大功；这个量同时也是为了从浓度为 c 的溶液中分离出 Sn 
个溶质分子所必须耗费的最小功. 
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现在要计算在恒压下的溶解过程中所吸收的热量5仏已经没有困难（如果 
hQ P <0,那么表示热量释放）.在恒压下进行的过程中所吸收的热 M 等于焓的改 
变（ § M ) •从另一方面来讲，因为 


w r 2 f 立史） ， 

\dT T ) P 

所以我们有 ® 

hQ P =- - (91.4) 

\dT T I p 

把 （91. 2) 代入上式，我们就得到待求的 热量： 

= T 2 bn ^^-. (91.5) 

O I 


因此，溶解过程的热效应与溶解度对温度的依赖关系 有关. 我们看到 ：5 G 直接 
正比 TSm 因此这个公式也适用于任何有限量的物质的溶解过程（当然溶液仍 
应保持为稀溶液）.溶解〃个分子时吸收的热量等于 

Q P = nT ld ^-°. (91.6) 


我们再来确定在溶解过程中体积的改变，即溶液的体积相对于纯溶质及用 
以溶解溶质的溶剂二者 总体积 之差.我们来计算由于溶解个分子所引起的 
体积改变 5 K 体积是热力学势对压强的偏导数.因此体积的改变就等于在该过 
程中热力学势的改变对压强的偏导数，即 


hV 

代入 （91.2) 中的5少，我们就 求出： 




(91.7) 


5 V = - Tbn ^ lnc 0 . (91.8) 

Or 

最后我们指出 ：公式 （91. 6) 符合勒夏特列原理.例如，我们假设是负 
的，即在溶解过程中放热.我们来考虑饱和溶液，如果使它冷却，那么根据勒夏 
特列原理，溶解度必然升高，导致进一步 溶解. 这时热量释放出来，即系统好像 
抗拒破坏平衡的冷却一样.从 （91. 6) 也可以得出同样的结论，因为在这种情形 


下^是负的.类似的讨论也可以证明公式 （91. 8) 同勒夏特列原理是一致的. 
O I 


习 题 


1. 试求出在形成饱和溶液时可能产生的最大功 • 


①等容过程中热 M 吸收的类似公 式是： 

8<?v =_7 * 2 (忐 t ) k . (9,4a) 



§92 强电解质溶液 
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解：在 溶解前，纯溶剂的热力学势是~。，纯溶质的热力学势是叫整个系 
统的热力学势是 

少 I = + n P ’ o . 

在溶解后的热力学势是 

<P 2 - /V/i , 0 + nT\n -^r ： rub. 

eN 

最大功是 

尺 _ = 0, - 0 2 = - nT\n~j + = nrin^, 

(对 （91. 2) 式进行积分也可以得到这个量）.如果形成饱和溶液，即 c = c 0f n = 
心= / Vc 。 ，那么 

rtT = Nc 0 T. 

2. 试求出为了从浓度为 c , 的溶液中分离出一部分溶剂以使溶液的浓度达 
到 c 2 须作的最小功. 

解 ：在分 离以前，溶液的热力学势是 

0, = Nfi 0 + / Vc , rin — + Ncyil / 

e 

(溶质的分子数是 ^ Vc l ; ； V 是溶剂原来的分子 数）. 为了使溶液的浓度达到 c 2 ，必 
须从其中分离出1 个溶刑分子.剩下的溶液以及分出来的溶刑二者的 
热力学势之和为 

<P 2 = Nfji Q + Nc } Tin— + Nc x if/. 

e 

最小功是 

尺關=少！ -少 ,= A ^ Hn 么. 

C \ 

§92 强电解质溶液 


前几节中所用的把热力学童按浓度的幂次展开的方法完全不适用于强电 
解质溶液这种重要的 情形； 强电解质是在溶解时几乎完全离解成离子的物质. 
离子间库仑相互作用力随距离增加而来的减弱很缓慢，这使得出现有一项正比 
于浓度的低幂次（低于二次，实际上是3/2次）. 


很容易看出 ：寻求 强电解质的稀溶液热力学量的问题，可以归结为§78中 
讨论过的几乎完全电离的理想气体问题 （ P . Debye ,E. HUckel, 1923 ). 这个结论 
可从确定自由能的基本统计公式 （31 5) 出发得出.我们分两步来求出配分函数 
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中的 积分. 首先我们对溶剂分子的坐标和动堡进行积分.于足配分函数形为 


V f< M >/7 *d 厂 

« 


式中积分只遍及电解质粒子的相空间，而 F ( P ， 7 ) 是带行“镶嵌”离子的溶剂自 
由能，而离子的坐标和动量充当参量.我们从电动力学知道 ：（ 体积和温度给定 
的）介质中的电荷系统自由能，可以从电荷在自由空间中的能量出发，通过将各 
二电荷的乘积除以介质介电常数 s 导得因此在计算溶液自由能的第二步与 
§78中进行的计算一样. 

于是，根据 （78. 12), 所求的强电解质对溶液自由能的贡献由下式 给出： 


2e 3 


3 s 


3/2 


(畀广(5>/广， 

o 


式中求和遍及溶液中所有类型的离子，并且 ，（ 溶液整个体积中的） a 类离 f 的 
数目用表示，以同这一章的符号一致.在给定的压强和温度下， h 式也代表 
对热力学势的贡献.如果我们用〃来引人溶剂分子的体积那么我 
们就可以把溶液的热力学势写成形式 


0 = % 0 + X (〜 JMn 


a 


e !\ 


n 




(92. 1 


2e 


3^ 


3/2 




1/2 


N 


/V 


3/2 

) 


我们町以从这个式子用通常的法则推导出电解质溶液的任何热力学性质 • 

例如，如果我们要计算渗透压，那么我们可以写出溶剂的化 学势： 

，/2 






^0 - 


+ 


3 e 


3/2 




/V 


3/2 

) 


(92.2) 


因此我们吋以用像§88中一样的方法求出（在纯溶剂的边界 h 的）渗透 压为： 

1/2 * v'* 2.3/2 


AP 


1 

V 


1 


a 


u 




3/2 


If) 


z 


(92.3) 


溶液的 焓为: 


W 


T 


2 


( 


a 0 


dT T 


心 0 -r 2 X 


a 


P 


a 


d _ 

dT T 


2c / 7T \ / 2 \ 3/2 ^ _ 1 

TlTvi 1 


(92.4) 


由这个式子我们可以求出溶解热，溶解热在用大量的溶剂（在恒定的尸和 F 
下）稀释溶液（以致浓度趋近于零）时释放出来.这个热最由在这个过程中的焓 
变来确定.在 （92. 4) 中线性依赖于粒子数的项显然对我们所求的差没有贡献， 


①这里假定离子间靳比分子尺度大得多•但是我们从§78 知道： 在所考虑的近似下，对热力学量的 
主要贡献正是来自这样的距离. 



因此我们 得到: 


93理想气体的混合物 
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2 


8T 


3/2 rr 3/2 . 1/2 • 


T 3 “v 


(92.5) 


所得公式成立的唯一条件，就是浓度应该足够小.实际上，电解质为强的，这就 
表明不同种类离子间的吸引能量总是小于7\由此得出，在比分子线度大得多的 
距离 K ， 相互作用的能量在任何情况下都比 T 为小. 其实，稀溶液的条件（；1« 
N ) l £ 表明： 离子之间的平均距离比分子的线度为大.因此从这个条件自动得出 
如下不等式表示的弱相互作用条件 

n _ / eT \ ^ 


(参看 （78. 2) 式），它也是§78中所取近似的基础. 

习 题 

试求加入一定量的第二种电解质（其所有离子与第一种的全都不同）后第 
一种强电解质溶解度（假设很小）的改变. 

解：强 电解质的溶解度（即饱和溶液的浓度）由如下方程式所 确定： 


a 


o 


NvT, 




⑴ 


式中/ I ，是固态纯电解质的化学势，1/。是电解质的一个分子中 a 类离子的数目. 
如果我们把其它离子加到溶液中去，那么，因为和式 Z n 6 < 必须包括所有存在 

t b 

于溶液中的离子，所以^来离子的化学势将由于这个和式的改变而改变.如果 
我们用 n a /N = p a c 0 来定义溶解度 c Q , 那么我们就可以在恒定的 P 和 r 下把 （1) 
式进行变分来求出它的 改变： 

1/2 3 / v 2 \ 1/2 

. ^ e ( ^ ，、 


cs 一 、一 0 p ， _ c^/ 

C ° "le V/i v n T^ n ^ Va 1 




变分号后的和式只含另加的离子 类型. 我们注意到，在所考虑的条件下溶解度 
增加. - 


§93理想气体的混合物 

热力学量（如能量和熵）的可加性只在物体各部分之间的相互作用可以忽 
略不计时才能 成立. 因此，对于几种物质的混合物——例如，几种液体的混合 
物，热力学量并不等于混合物各个组分的热力学量之和. 
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例外的情形是理想气体的混合物，因为根据定义，它们的分子之间的相互 
作用是可以忽略不计的.例如，这样的混合物的熵，等于组成混合物的每一种气 
体在其它气体不存在时会有的熵 之和； 而每一种气体的体积等于整个混合物的 
体积； 因而其压强等于混合物中该气体的分压强.第；种气体的分压 强尸， 可以 
用整个混合物的压强 p 表示 如下： 

NT N t 

P = -^ = (93. 1) 


式中 / V 是混合物中的分子总数，％是第；种气体的分子数.因此根据（42.7)，两 
种气体的混合物的熵等于 


5 = /V.in^ + ^ln^-yV./UD - W) ， 
或根据（42.8)，等于 

5= - / V . lnP , - / V 2 ln P 2 - / V , ^； ( 7) - = 

-^v^；(n - wm. 

混合物的自由能根据 （42. 4) 等于 


f =-/v J nn^-/v 2 nn^ + /v 1 / 1 (r) +^v 2 / 2 (r). 

类似地，借助 （42. 6) 我们求出热力学势 0 为: 

<p= /V.rinP, + N 2 T\nP 2 + N, Xl (T) ^ N lXl {T )= 

= N,{T\nP +X] ) +/V 2 (flnP +^ 2 ) + ^ N 2 T\n^. 

由这个式子可以 看出： 混合物中两种气体的化学势分别为 

Mi = T\nP l -¥ Xi = T\nP + 

yv 2 

/X 2 = rinP 2 +^ 2 =： TlnP ^Xi + T ' n 下， 


(93.2) 


(93.3) 

(93.4) 


(93.5) 


(93.6) 


即每一种气体的化学势所具有的形式就像压强为 P | 或 P 2 的纯气体的化学势 
一样. 

应当 注意： 气体混合物的自由能 （93. 4) 具有形式 

F = F x (N ly VJ) + F\(N”V ， T )， 

式中 f \， F 2 是第一种和第二种气体的自由能作为粒子数、体积和温度的函数. 
至于热力学势，则类似的关系式不再成立；混合物的热力学势少具有形式 

0 = 0,(^,p,D + <P 2 {N 2i P y T) +yv,nn^- + ^ 2 nn^. 
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假设有两种不同的气体，粒子数各为 ' 和，各处于体积为 K 和匕的容 
器中，但具有同样的温度和同样的压强.然后把两个容器连通起来，因而气体被 
混合在一起，并且使混合物的体积为 K + v 2 ，而压强和温度自然仍旧保持不变. 
但是这时熵却发生 变化： 在混合以前，两种气体的熵等于它们的熵 之和： 

5 0 = /V.ln^ + ^ln^-yV./iCn - N 2 f\(T). 

混合以后的熵根据 （93.2) 是 


熵的改变是 


s + V 2 ) + yV 2 ln^(K, + V 2 ) - 

-/ V 2 /; ⑺. 


V } + V 2 V x + V 2 

AS = S - S 0 = / V ^ n -^—^ + / V 2 ln 丄 匕 - 2 ; 

因为在同样的压强和温度之下体积正比于粒子数，所以 

A 5 =+ N 2 ln ^ (93.7) 

这个量是正的，即熵在混合以后是增加的；因为过程显然是不可逆的，所以这是 
理所当然的 . AS 这个量被称为混 合熵. 

假如两种气体是相同的，则容器连通后的熵就 会是： 

5 = (/V, + … +%)/， ⑺， 

但是 因为^ ^ = ^ ■(相等的压强和温度下），所以熵的变化就会等于零. 

因此，熵在混合过程中的变化正是由于被混合的气体的分子不同之故.这 


相当于这样一个 事实： 如果要把一种气体的分子同另一种气体的分子重新分开 
来，就必须耗费一定的功. 


§94同位素混合物 

不同的同位素的混合物（在任何聚集态）是一种特殊的“溶液”.为了简单 
明确起见，我们在下面只讨论一种元素的两种同位素的混合物，虽然这同样的 
结果也适用于任意多种同位素的混合物以及分子由不同的同位素所构成的复 
杂物质（化合物）. 

在经典力学中，同位素粒子的不同只在于它们的质量不同；至于不同同位 
素原子的相互作用的规律则是完全一样的.这种情况，使得我们能够把混合物 
的热力学鲎非常简单地用纯同位素的热力学量表示 出来. 在计算混合物的配分 
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函数时不同之处主要只在于 ：相空 间的体积元不像纯物质的那样除以/ V !，而是 
除以混合物的两种组分粒子数的阶乘之积/ V ,! / V 2 !. 这就使得在自由能中的出 
现附加项 

N . / V 2 

NJI 十 N 2 T\ n j 

(式中 /v = yv , +/ v 2 ) ，这两项相当于在§93气体混合物的情形中所讨论过的混 
合摘. 

同样的项也出现于混合物的热力学势中，后者可以写成形式 

0 = + /V 2 rin^ + /V lAt0l + N 2f i 02 . (94. I ) 

在这里 Men ,/^ 2 是每一种纯同位素的化学势；它们之间只相差•个与温度成正比 
的项： 


Moi ~ Mo2 = ~ (94.2) 

^ ITh 2 

式中 m ,, m 2 是两种同位素的原子质 M (这个差是由于在配分函数中对原子的动 
量进行积分而产 生的； 对于气体， （94. 2) 式只不过是化学常数之差乘以 r ). 

化学势之差 （94. 2) 对于给定物质所有的相都相同.因此相平衡方程（两相 
的化学势相等的 条件〉 对于不同的同位素是相同的.特别是，可以认为，在经典 
近似下不同纯同位素的饱和蒸气压是一样的. 

只有当物质可以用经典统计来描述时情况才这样简单.在 M 子理论中，由 
于同位素之间分子振动能级和转动能级不同且原子核自旋不同等等，它们的差 
异要深得多. 

但是重要的是•.即使在热力学量中考虑到一级修 lE 项（数量级为 ft 2 , 参看 
§33) 时，混合物的热力学势仍旧可以写成 （94. 1) 的形式.事实上，这些项具有 
和式的形式，并且每一项只包含一个原子的质量（参看自由能的公式 （33. 15)). 
因此，这些项可以分组归并到化学势/^和叫 2 中，结果公式 （94. 1)( 当然不是 
(94. 2)) 仍旧有效. 

应当注意，热力学势 （94. 1 ) 形式上无异于任意两种气体的混合物的热力学 
势（ §93). 具有这种性质的混合物称为是理想的.因此 N 位素混合物在精确到 
h 2 数量级项时是理想的.在这种意义下，同位素混合物很例外，因为不同物质 
(非同位素）的凝聚混合物只有在极粗近似下才是理想的. 

在公式 （94. 1) 能够适用的范围内，可以对同位素的凝聚态混合物上的同位 
素蒸气压作出一些明确的结论.这种混合物两种组分的化学势等于 

/i-i = Tine, + /a 01 , 

M2 = T\nc 2 + fJL Q2 . 


§95 浓溶液上的蒸气压 
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(式中 c , =5'^ 为同位素浓度 . ) 令它彳 门等于•在气相中的化学势（具有形式 

rinP , + A ( r ) 和 rin P 2 + h ( n )， 我们就求出蒸气的分压 强为： 

尸 1 = 户。尸 2 = P 02 c 2 * (94.3) 

式中 P 。, 和表示每一种纯同位素（在给定温度下）的蒸气压.因此两种间位素 
的蒸气分压强正比于它们在凝聚态混合物中的浓度. 

至于纯同位素的饱和蒸气压，则如上面所指出的，在经典近似下，/^ = P 02 . 
在考虑到量子效应时，它们之间出现差别.对于任意物质计算出这种差别的普 
遍形式是小可能的.这样的计算只能对单原子元素（稀有气体）算到¥量级项 


( K . Herzfeld ， E . Teller , 1938 ). 

对液相热力学势的修正项可由公式 （33. 15)$ 来 确定； 对于一个原子来讲， 
我们得到化学势 



h 2 


2AmT 


F\ 


式中 F 2 是在液体中一个原子受到的其它原 子作用 力的均方值.至于气体的化学 
势，则仍旧等于其经典表达式，因为气体的粒子（原子）间相互作用是可略的.令 
液体和气体的化学势相等，我们就求出对蒸气压经典值的修正项，而我们所感 
兴趣的两种同位素蒸气压之差等于 

2 "T 

P 0 ^ - Po 2 = (丄-丄)， (94.4) 

24 / V m 2 / 


式中/^。是 p 。, 和的共同的经典值.我们看 到：这 个差值的符号由两种同位素 


的原子质量倒数之差来确定，并且轻同位素的蒸气压大于重的. 


§95浓溶液上的蒸气压 

现在我们来考虑溶液同其上蒸气之间的平衡 ，一 般来讲，这时蒸气也是由 
两种物质组成的.我们所考虑的溶液可以是稀溶液，也可以是强溶液，即溶液中 
两种物质的含量可以是任意的.顺便提醒一 下：在 §89 中得到的结果只适用于 
稀溶液. 

因为溶液和蒸气彼此处于平衡，所以两种组分在溶液中和在蒸气中的化学 
势卜 和 / i 2 彼此相等.如果 M 和/^表示两种物质在溶液中的粒子数，那么对于 
溶液，我们可以把式 （24. 14) 写 成形式 

d /2 = - / VJd / i , - N \ dfi 2 - S^dT - PdT . (95. 1) 

在这里 Y 和 r 是溶液的熵和 体积； 温度 r 和压强 p 对于溶液和蒸气是相同的. 


①我们再次用 到：两 个不同的热力学势的微小增 M , 用相应 的变铤 表示时彼此相等（ §15). 
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我们假设溶液上的蒸气很稀薄，以致可以看成是理想气体，即蒸气的压强 
很低.由于这种理由，在 （ 95 . 1 ) 中我们略掉正比于 p 的各项即 Pdv 和 da 我们 
首先在恒温下来考虑所有的导数.于是我们从 （95. 1) 得到： 

+ yv ； d ^ 2 = 0. (95.2) 

另一方面，对于气态的相来讲， 

= T \ nP , 

Ah* = T\nP 2 

在这里 P , 和/ ^ 是两种组分的蒸气分压强.把这两个式子（在 T 取常数下）进行 
微分，我们求出： 

d / u,f = rdln P , , d ^ t * = Td\n P 2 . 

以此代人 （95. 2), 我们 得到： 

/ V ； dlnP , + N [ d \ nP 2 = 0. (95. 3) 

我们引入溶液的浓度6来表示第一种组分的粒子数与总粒子数 之比： 

N\ 

卜 n \ + yv ; ’ 

并且以类似的方式引人蒸气的浓度 ^ 分压强 ^和/ %各等于蒸气的总压强尸 
与相应的组分的浓度的乘积，即 Py = xP y P 2 =( \ - X ) P . 把所有这些代入 

(95.3), 并把得到的方程除以溶液中的粒子总数 iV = / V ; +/ V ;, 求出： 

^ d ( lnP %) + (1 -^) d [ lnP(l - x )] =0， 

由此得出 

d ( lnP ) = 

x{ 1 - X) 

或 

^ x - x {\ - x ) a(lnP ) -. (95.4) 


这个方程把溶液和蒸气的浓度同蒸气压对蒸气浓度的依赖关系联系起来. 
如果考虑这些量对温度的依赖关系，那么还可以得到一个普遍的关系式. 
我们来对一种组分例如第一种组分写出蒸气中和溶液中化学势相等的条件： 

4 d(P b 


用 r 除等式两边，并注意到相对于粒子数的微商是在恒温下取的，我们就可以 


写出: 


d < P % 

〒 = 

现在我们来取等式两边相对于温度的全 微商. 同时在足够精确的程度下可以认 
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为： 凝聚相（溶液）的热力学势与压强 无关. 再注意到对温度的偏导数是 


立史 
dfY 



我们就得到如下关 系式： 

T —- = w\ - 

dT 1 dN \ 


(95.5) 


在这里 < 是第一种物质蒸气的分 子焓； 而微商 ^7 表示当把这种物质的一个分 

d/V, 

子加到溶液中时溶液的焓变.因此 （95. 5) 式的右边表示当第一种物质的一个粒 
子从溶液移到蒸气中时所吸收的热量. 

对于纯净的第一种物质，关系式 （95. 5) 变成通常的克拉珀龙-克劳修斯方 
程式： 


T 2 


Sin P l0 
dT 




式中 P ,。 是纯的第一种物质的蒸气压,以是它在液态的分 子焓. 把这个方程式从 
(95. 5) 中逐项减去，最后我们就得到如下关 系式： 


T2 i^kr~ qx 


(95.6) 


式中用 9l 来表示分子的稀释热，即第一种物质的一个粒子从液态移 

d/Vj 

到溶液中时所吸收的热董.自然，对于第二种物质也可以写出同样的关系式- 


§96溶液的热力学不等式 

在§21中已经证明 ：物体 只能够在满足一定条件即所谓热力学不等式的状 
态下存在.但是这些条件只对由相同粒子所组成的物体推导过.现在我们来对 
溶液进行类似的研究，并且只限于考虑只有两种物质的混合物的情形 • 

在§21中我们用来作为平衡条件的，不是闭合物体整体的熵为极大，而是 
一个与之等效的条件，即要求使物体的任一小部分从平衡状态改变到其它任何 
相邻状态所必需的最小功为正. 

现在我们也采用类似的方式.我们从溶液中划分出一小部分，其中的溶剂 
和溶质的粒子数设为/ V 和 n . 在平衡状态，这一部分的温度、压强和浓度等于这 
些量在溶液其余部分（充当外部 介质〉 的值.所划分出来的这一部分包含一定数 
目/ V 的溶剂粒子，为使这部分的温度、压强和溶质粒子数各与平衡值有虽小却 
非无限小的偏差 57\5 P 和 Sn , 必须做功，现在我们来求这个功的最小值 • 

如果过程可逆，耗费的是最小功.这时由外源所作的功等于系统能量的改 
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变，即 


^ + 5£' 0 

(没有角标的量是属于该小部分，有角标0者属于系统的其余部分）.用独立变 
量的变化表示8心， 


+ T 0 bS 0 - P 0 bV 0 + / jLobn 01 

式中 W 是介质中的溶质化 学势； 溶剂的粒子数在所考虑的过程中不发生变化， 
因而没有必要写出溶剂的类似项由过程的可逆性，可以 得出： SS 。 = - SS , 而 
由整个溶液总体积和溶质总 M 的守恒，又 有： -5 V ；,5 n = -5/ i 0 . 把这些 M 
代入 h 式，我们就求出所求最小功的最后表 达式： 

hR mm = hE - T 0 bS + P 0 8 V -^8 n . (96. I ) 

由此可见，作为平衡条件 ，•我 们要求溶液的任何一小部分满足不等式 

8 E - r 0 5 S 十 P 0 bV > 0. (96. 2) 

像在§21中一样，以后我们将省略掉各量对其平衡值的偏离项中系数的角标 
0;以后我们所指的总是这些系数在平衡状态的值. 

我们把 5 E 按 SK ，5 S 和 Sn 的幂次展开成级数（把£：看成是 V , S 和 n 的函 
数）.取到二次项为止，有 


bE 




与 5 S + + —8 ^i + 

aS dV dn 


d 2 E 


dS 


55 


d 2 E 

W 



dn 


+ 2 


d2£ 555 K + 2 -4^-855 n + 2 


dSdV 


dSdn 


d 2 E 

dVdn 


bVbn 


但是 


dE 


一尸， 


dE 

dS 


r ， = 〆 


因此，把它们代人 （96.2) 后 ，一 次项都消去， 得到: 


d 2 E 
~ d ¥ 


2bR 


d 2 E 
dV " 


55 


8K 2 


d 2 E 

dn 2 


bn 


2 


-\ 2 r 

2 “赚+ 


2 -4^5S5n + 2 4r^-8K8n > 0. 


dSdn 


dVdn 


(96.3) 


由二次塑理论我们知 道：要 使具有三个变 M (这里的 5 S ,5 K 和 Sn ) 的二次 
型恒正，它的系数必须满足三个条件，对于二次型 （96. 3) 这些条件的形式为 


①介质能 tt (在恒定的/ V 下）的微分为 

- P o<lK。-f d^o* 

因为 r 09 p 0 这些以认为是常数.所以这个关系积分后.给出 E 0 . s ^ v 09 n 0 这些&的有限改变之间 
类似的关系式. 

不可将 W 同纯溶质的化学势相混淆， 
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d 2 E d l E d 2 E 
Jv 1 dVdS dVdn 


d 2 E 

dSdV r 

d 2 E 

dndV 


d 2 E 

W 

d 2 E 

dndS 


b l E 

dSdn 

d 2 E 


> 0 , 


d 2 E 

aF 

d z E 

dSdV 


a‘’g 

dVdS 

d\E 

dS 2 


> 0 f 


d 2 E 

dS 7 


> 0, 


(96.4) 


把 £ :对的导数之值代人，这些条件可写成形式 


dP diP dP 
dV dS 

dT dT ar n 
dV dS dn 

d§i f 9^ 私 ’ 
dV dS Hn 

I 式都是雅可 比式： 

d(P,ry) / s(p t T) 

d ( V 9 S 9 n ) ’ \ d ( V f S ) 

• / I_ 丄 L Ar/i* - ▲ 一 • A § A 奉 ■ • 


< 0 , 


dT _ 

3 >0 . 


d(P ， T^) ld(P,T)\ t dT\ 

狀 S ， n ) < 0 ，（ d ( V ， S 乂〈°，（式 >0 . 

备件中的第二个和第三个给出我们已经知道的不等式 

(誃) <0和 

• • W 

卜条件，则可以用如下方式进行 变换： 

s ( pjy ) i ^\ 


(96.5) 


d(p ， r ， 〆) 

S ( V , S y n ) 


a ( P ， r ， 〆 ) id ^\ 

d(PJ\n) = 1 dnl p . 

d ( V . S f n ) _ ( d ( V 9 S ) 


d ( PJ , n ) \ d ( PJ ) l n 

因为根据 （96. 5) 中的第二个条件， t 式中的分母小于0,所以必须有 


(^) 


> 0 . 


(96.6) 


用浓度 


代替〃，我们就求出 （ m 为 n 是常数) 




> 0. 


(96.7) 


因此，除不等式<0和 C , >0以外，在溶液中还必须满足不等式 （96.7). 


pls rls 

d 一 5 did 

P--K r-v 

did 3 - d 
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应当注意 •.对 于稀溶液来讲，^=1,因此不等式 （96. 7) 总是满足的. 

dc c 

需要作特殊考虑的是 • 

(=0. (96.8) 

\ dc I p T 

这个等式相应于 （96. 4) 的第一个行列式 （三 阶行列式）变为零.在这种情形下， 
二次型 （96. 3) 可能变成零（取决于之 值）； 为确定不等式 （96. 2) 的条 
件是否满足，必须考察展开式中的高次项. 

然而，在下一节我们会看到，这种状态是两种液态（浓度不同的两种溶液）的 
相平衡临界点，它与液体和气体的临界点相类似.与后者一样，溶液的临界点实 
际 h 是物质热力学函数的奇点，在这里它们已不吋能作正则展开.我们只限于 
指出，正则展开 （ 与下面在§ 152中对液气两相的临界点做法一样）会导致条件 

(^) =0, (^) > 0, (96.9) 

I dc ) P T \ dc I P T 

它们本该与不等式 （96. 8) 同时满足. 

§97平衡曲线 

由相同粒子构成的物体的状态取决于任意两个 M (例如 z 5 和 D 的值. 

为 了确定 具有两种组分的系统 （二元混合物） 的状态，必须给定三个量 一 
例如和浓度.在这一节和下面几节中，我们把混合物的浓度定义为混合物 
中一种物质的含量对两种物质的总量之比，并用字母 x 来记它（显然^可以取 
从0到1的数值）.二元混合物的状态可以用三维坐标系中的一点来代表，这三 
个坐标轴表示这二:个 M 的值（类似于在相同粒子所构成的系统中我们用平 
面上的一点来代表它的状态）. 

根据相律，一个二元组分的系统可以由不超过四个相互接触的相所构成. 
这时这种系统的自由度数对于两相来讲等于2,对于三相来讲等于1,而对于四 
相来讲等于零.因此，在三维坐标系中，代表两相彼此处于平衡的状态的诸点形 
成一个 曲面； 代表三相同时存在状态的诸点（三相点）则在一条曲线上（称 为三 
相点线或三相 线）； 而代表四相同时存在的状态点则只是一些孤立的点. 

我们记得（§ 81 ) :在 单组分系统的情形中，两相处于平衡的状态由图上 
的一条曲线 表示； 这条曲线的每一点确定两相的压强和温度（根据平衡条件，它 
们在两相中相同）.然而，在曲线两侧的诸点则代表物体的均匀态.如果坐标轴 
取温度和体积，那么代表相平衡的是这样-•条曲线.•在它内部的诸点表示分离 
成两相的状态，而这两相由 r = 常数的水平线同平衡曲线的交点来代表. 

对于混合物来讲，有类似的情况.如果坐标轴取 PJ 和一种组分的化学势 
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(即在相互接触的各相中具有相同值的 M ), 则代表两相平衡的是一个曲 面：其 
每一点确定处于平衡的两相的在三相存在的情形下，代表它们平衡 
的诸点（三相点）位于它们之中每两相的平衡曲面的交线上. 

但是用变 M 匕7\^并不方便，以下我们将用 P ， T，x 这三个 M 作为独立变 
量.用这些变量时，代表两相平衡的是一个曲面，这个曲面同 P = 常数 、 r = 常数 
这条直线的两个交点代表相互接触的两相在给定的 P 和 T 下的状态（也就是 
说，确定了它们的浓度——两相中的浓度自然是不同的）.在这条直线上位于这 
两个交点之间的诸点，表示均匀物体不稳定而发生分离的两相（由两个交点所 
代表）的状态. 

以后我们通常只用二维的相图，而令其坐标轴代表 P 和*或7'和用这样 
的坐标可以画出平衡曲面同恒温或恒压的各平面相交的曲线.这些曲线我们称 

为平衡曲线. 

我们来讨论平衡曲线上两相中的浓度变得相同的点.这里可能有两种情 
形：1)在这一点两相的所有其余性质也变得相同，即两相变成等 同的； 2) 在这 
一点继续存在两个不同的相.在第一种情形，这个点称为临 界点； 在第二种情 
形，我们称它为等浓 度点. ' 

在临界点附近平衡曲线具有如图20所示的形状， 

或者是临界点 K 为极小点的类似形状（横坐标代表^ 

纵坐标代表 P 或于是平衡曲线相应地为平衡曲面 
同恒温平面或恒扭平面相交的曲线）.在这条曲线以内 
(阴影区）的诸点是分离成两相的 状态； 这两相中的浓 
度由相平衡曲线与相应的水平线的交点来确定 .在& 

点两相重合.在非阴影区内的任意两点之间，可以沿着 
绕过临界点的一条任意路径完全连续地过渡. 

由图20可以看出，在临界点附近存在两相彼此处于平衡的状态，这两相可 
以有任意接近的浓度％和 ; c + &. 对于这样的两相，平衡条件具有形式 

fjL ( P , T y x ) = fi { P r T^x + hx ) , 

式中 M 是混合物中一种组分的化学势.由此可以看出（参看 §83): 在临界点必 
须满足条件 




(97. 1) 


这个条件等同于条件 （96.8); 因此临界点的这两种定义（这里的和§96中 


的）是等价的.必须注 意：在 （97. 1) 中， / x 所指的是混合物的两种组分中任一种 


的化学势.在 （97. 1 ) 中取这一个还是另一个化学势所得到的两个条件实际上是 


等效的，这很容易证实，因为不论哪个化学势都是少相对于相应粒子数的微商, 
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而少又是两种粒子数的一次齐次函数. 

显然，临界点在平衡曲面上形成一条曲线. 

在等浓度点附近，平衡曲线具有如图21所示的形状 
(或者是等浓度点^为极小点的类似形状）.两条曲线在 
极大点（或极小点）相切.两条曲线之间的区域是两相分 
离的区域.在 K 点，彼此处于平衡的两相的浓度变成相 
同，但是两相仍继续以分离的形式存在.这是 因为: 要从在 
尺点重合的两点中的任一点过渡到另一点，只能通过两相 
分离的区域来实现.像临界点一样，等浓度点也在平衡曲面上形成一条曲线. 

现在我们来考虑平衡曲线在低浓度下的性质（这时混合物中一种物质比另 
一种少得多，即$接近于0或 1). 

在§89中已经证明 ：在低 浓度下（即稀溶液的情形）溶液和纯物质的相平 
衡温度（在同一压强下）之差正比于两相浓度之差.对于在同一温度下的相平 
衡，压强之差也有同样的 关系. 除此以外，在§90中（也是对于低浓度的情形） 
还证明了两相中的浓度之比只与 p 和 r 有关，因而在: t =0 附近，这个比值可以 
认为是常数. 

从所有这些考虑可以直接得出结论•.在低浓度下，平衡曲线具有如图22所 
示的形状，即由两条相交于纵坐标轴上的直线所构成（或者有直线朝上的类似 
形状）.在两条直线之间的区域是两相分离的区域.在这两条直线以上和以下的 


m 

13 


图 22 图 23 

在这一节的开头已经指出：由两种组分所组成的系统可以包含三个相互接 
触的相.在三相点附近平衡曲线的样子如图23所示.在平衡条件下，所有三相 
具有相同的压强和温度.因此，决定这三相的浓度的三点，位于与横坐标 
轴平行的同一直线上 . ^点所确定的是第一相在三相点的浓度，它是第一、二相 
间及第一、三相间的平衡曲线12和13的交点.类似地， S 点是第一、二相间及第 
二、三相间的平衡曲线12和23的交点，而 C 点是第二 、三 相间及第一、三相间 


区域是一相和另一相的区域 


尸 ， r 




X 


P f T 

K 


X 

阁 21 
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的平衡曲线23和13的交点.自然 M ， B ， c 三点是 P = 常数或 r = 常数的平面与 
平衡曲面上三条曲线的 交点； 在这三条曲线中，我们把相应于点的那一条曲 
线称为三相点线或三相线 • I , n ，1 D 三个区域各为第一相、第二相、第三相的单 
相态.在直线 jfiC ： 以下且在两条13曲线之间的区域，是分离成第一、第三两相 
的 K 域，而在两条12曲线之间以及在两条23曲线之间（艮都在以上）的区 
域，各为分离成第一、第二两相及第二、第三两相的区域.区域 n 显然必须整个 
位于 ABC 以上（或整个位于以 下）. 一般来讲，曲线12,13,23以一定的角 
度在(：三点相交，而不是以光滑的方式互相过渡.当然，曲线12，13,23的 
方向不必像图23中所描绘的那样.重要的仅在于 ：曲线 12和23以及曲线13必 
须位于直线 ABC 的不同两侧. 

如果把平衡曲面上上述这些特定曲线中的任一条投影到 P 7" 平面上，那么 
这个投影把平面分成两部分.对于临界曲线，投影到这两部分之一的各点，是对 
应于两个不同单相的诸点以及对应于两相分离的诸点.投影到平面的另一 
个部分上的诸点，则代表均匀的状态，同时在这些点中任何一点都不会发生两 
相分离.在图24中虚线表示临界曲线在平面上的 投影. 字母代表两相. 
符号 a 代表 的是： 投影到平面上这一部分的诸点是两个单相的状态以及两 
相彼此处于平衡的状态.符号以所代表的是 a 和6两相在临界点以上合并而成 
的一个单相. 

类似地，三相线的投影也把 Pr 平面分成两部分.图25标示出哪些点投影 
到这两部分.符号 a - 6 - c 表示 ：投影 到这一部分的点代表 a ,6, c 三个单相的状 
态以及 a 和6或6和 c 两相分离的状态. 



图24 图25 

图 26 表示等浓度点曲线的这种投影，图 27 表示纯物质（即 x =0 或 x = 1 ) 
的相平衡 曲线； 后者显然本来就在平面上.图 27 上的字母 6 表示： 投影到 pr 
平面的这一部分的诸点对应于只有6相的状态.我们假定在符号 a-b t a-b-c 
的字母序列中约定字母6是浓度比 a 大的相，时字母 c 是浓度比6大的相 

①为了避免误解，必须强调指出 .•对 于等浓度线的情形 （ 与三相线的情形+问〉，符号 a - 6 - C 在某 
种意义下有随意性，这时 a 和 c 两个字母所代表的状态实际 I :.并不是两个不同的相，因为它们水远都不 
会以相互接触的方式同时存在. 
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P P 

图 26 阐 27 


必须注意 ：平衡 曲线的这四种类型的特殊点（三相点、等浓度点、临界点和 
纯物质点）是平衡曲线的四种可能类型的极大（或极小）. 

如果这些相屮的任一相总是（+论 p 和 r 的值）具有同一个确定的组成，则 
平衡曲线在上述这些特殊点附近就变得稍为简单一些.这样的相是两种组分的 
化合物，或者是纯物质相即总有浓度 * =0( 或= 1). 

我们来讨论当成分不变的相存在时与之对应的平衡曲线在其端点附近的 
形状.显然，这样的点必须是平衡曲线的极大点或极小点，因而也就是在本节中 
所讨论过的各种类型的点. 

如果成分不变的相是浓度 I = o 的纯物质相，那么与它对应的线就同 p 或 r 
轴重合，并 a 终止在如图28所示类型的点上.这个图描绘了平衡曲线在这种点 
附近的 形状； 图22中两条直线之一同纵坐标轴重合. 

如果一相是成分确定的化合物，那么在等浓度点附近平衡曲线具有如图29 
所示的形状，即图21中的内部区域变成一条竖线.在它两侧的阴影区域是两相 
分离的区域，其中一相就是成分由这条直线所确定的化合物.在极大点曲线没 
有如图21所示的破洞. 

类似地，在三相点附近平衡曲线具有如图30所示的 形状. 化合物的相由一 
条竖线表示，图23中的区域 U 在这甲.退化为这条线. 


P, T 


P, T 


P, T 





§98 相围举例 


• 259 • 


§98相图举例 

在这一节中我们要列举平衡曲线的基本 类型； 和上节不同，我们现在不仅 
在特殊点附近而且也在整体上考察它们的形状.这些曲线（也称为 相图） 可能具 
有各种各样的形状,但是在大多数情况下，它们可归于下面所讨论的类型之一， 
或者是由其中几种类型组合而成.在所有的相图上，凡是阴影区域都表示两相 
分离的 区域； 而无阴影的区域表示均匀状态的区域.两相分离区域的边界曲线 
与水平线的交点确定（在给定的/^和 T 下）分离的两相的成分.同时，两相的相 
对最由 §81中提到的“杠杆定则”来决定. 

为了确定起见，我们在下面所讨论的都是 h 
图； 如果用 P ^作为坐标，也可能有同样类型的 
相图.横坐标轴表示浓度 x ， 其变化范围在0到1 
之间. 

1. 存在 两相； 每一相都可以具有任何浓度 
(即两相中的两种组分可以按任意比例混合）.在 
最简单的情形下，曲线没有任何极大值或极小值 
(除了相当于纯物质的点以外），这种相图的形式 
如图31所示（所谓“雪茄型”）. 

例如，设其中一相是液体（雪茄以下的区域），而另一相是蒸气（雪茄以上的 
区 域）； 在这种情形下，雪茄的上面一根曲线称为凝聚曲线，下面一根曲线称为 
沸点曲线 

如果加热成分一定的液体混合物，那么在（对应于给定浓度的）竖线同 
雪茄下曲线的交点（点 B ) 所确定的温度下，液体开始沸腾.这时沸腾出来的蒸 
气，其成分由点 C 决定，就是说其浓度比液体低.剩下液体的浓度显然将提高, 
因而，它的沸点也将相应地提高.继续加热时，代表液相状态的点沿着下曲线向 
上移动，而代表沸腾出来的蒸气的点沿着上曲线向上移动.沸腾在什么温度结 
束，取决于过程如何进行.如果沸腾是在封闭的容器中进行，以至于沸腾出来的 
全部蒸气始终保持同液体接触，那么显然液体全部沸腾完毕的温度，就是蒸气 
的浓度达到液体起始浓度（点的那个温度.因此，在这种情况下，沸腾开始和 
结束的温度分别决定于竖线与雪茄的下和上曲线的交点.如果让沸腾出来 
的蒸气不断跑掉（在开放的容器中沸腾），则在每一时刻与液体处于平衡的都只 
是刚刚沸腾出来的蒸气.显然，在这种情形下，沸腾直至纯物质的沸点^才结束, 
在这一点，液体和蒸气的成分一样.蒸气凝聚成液体也是以类似的方式进行的 • 


①液体混合物的沸腾与凝聚的规律由康诺 ft 洛夫（几 n . Kohobmob , 1884) 建立. 



G 


图 31 
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如果两相是液体（雪茄上方）和固体（霄茄下方）， 

所发生的情况也完全相似. 

2 . 两种组分在两相中可以按任意比例混合（同上 
例），但是具有等浓度点.这种情形的相图具有如图32 
所示的形式（或具有极小值的类似形式）.在等浓度点， 

两条曲线具有极大值（或极小值），并且彼此相切. 

从一相转变到另一相的相变过程，同上例描述的 
情况类似，不同之处只在丁 ：（ 只要一相不断移去，如液 
体在开放容器中沸腾，）过程既可以在纯物质点，也可 
以在等浓度点结束.当成分正好相当于这一点时，整个过程始终在同一温度下 
发生 

3. 存在液体和气体两相，在这两相中两种组分可 
以按任意比例混合，并且其有临界点.相图如图33所 
示 （ X 是临界点）.曲线右侧的区域相当于液态，左侧的 
区域相当于气态.但是应当提醒一下 •.在 有临界点存在 
的情况下，只有当两相同时处于相互平衡时，才能够严 
格地区分液相和气相. 

这种类型的相图导致下述的特殊现象.如果在封 
闭容器中加热液体，其成分由（通过点 / C 右侧的）直线 
AC 表示，那么在沸腾开始（在点/0以后，随着加热的 
继续，蒸气 M 将逐渐增加，但是从某一时刻起，又开始减少，直到点 C 蒸气完全 
消失（所谓逆行凝聚）. 

4. 两种液体可以混合，但不能按任意比例.相图 
如图34所示.在高于临界点 A ： 的温度下，两种组分可 
以按任意比例混合.低于这个温度，两种组分不能按由 
阴影区域内诸点所代表的比例来混合.在阴影区域内， 

液体分离成两相——两种液体混合物（两种溶液），它 



X 


图 33 



们的浓度决定于相应的水平线与甲•衡曲线的交点.类 
似的相图也有可能，包括其中点 A ： 是极小点，或者有两 
个临界点一 *±1 —下，以至于两相分离（两种溶液）的区 
域被限制在一封闭曲线内. 

5. 在液态（或气态）中两种组分可以按任意比例混合，而在固态（或液态） 
中不能按任意比例混合（有限互溶）.在这种情形下，存在着三 相点. 三相点的温 


图 34 


①相应于等浓度点的混合物也称为共 沸混合物. 
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度口 I 能低于两种纯组分的相平衡温度（点4和点 C )， 也吋能介乎其间，（显然不 
可能高于它们，因为已经假设在高温相中两种组分可以任意混合 ，） 相图的形式 
分别如图35和图36所示.不妨设與冇无限互溶的一相为液体，而有限互溶的 
相为固体.在曲线(图 35) 或,4/)(：(图36)以上的区域是液 态区； 在曲线 
和 CEG{ 图35 ) 或和 （：£(； (图36 ) 两侧的区域是均匀固相（固溶体）的区域. 
在三相点（其温度决定于直线，液相和不同浓度的两种固溶体处于平衡. 
图35中的点称为共 晶点. 如果液体混合物具有相当于这一点的浓度，那么它 
的凝固完全保持同一浓度 （ 而在其它的浓度下凝固出来的固体混合物，与液体 
有不同的浓度）.区域/»训和 CBE(m 35) 以及区域和(图 36) 是分离 
成液相和一种固相的 区域； 区域 DfCF (阉 35) 和(图 36) 是分离成两种固 
相的区域. 

如果在图35型的相图的情形下，两种组分在固态根本不能混合，那么相图 
就具有如图37所示的形式.在育线 45 C 以上的阴影区域内，混合液体相和一种 
纯组分的固相处于 平衡； 在直线 以卜的 阴影区域内，两种纯物质固相处于 
平衡.当降低液体混合物的温度时，从液体混合物中凝固出这种或那种纯组分，究 
竟是哪一种，取决于液体的浓度是在共晶点的右侧还是左侧.随苕温度的继续降 
低，液体的成分沿着曲线或而变化，直到在共晶点液体全部凝固. 



图35 



图36 



X 


图37 


6. 两种组分在液态吋以按任意比例混合，而在固态根本不能混合，但形成 
成分固定的化合物.相图如图38所示.直线决定化合物的成分.这时，有两 
个三相点 B 和 C ， 在那里液相、固态化合物和一种纯组分固相处于平衡.位于 
和 G 两点之间的是等浓度点 D (参看图 29). 很容易看出相分离发生在哪里以及 
分离成什 么相： 在区域内，分离成液相和间态化合物，在直线 CBE 以下，分 
离成化合物和一种纯组分的固态，等等.液体的凝固结束在共晶点之一 G 或 S 
处，这取决于液体的浓度是在直线的右侧还是左侧. 

7. 两种组分在液态中可以按任意比例混合，在固态中则根本+能混合而是 
形成化合物，但是这种化合物在开始熔化以前的某个温度就已经分 解了. 确定 
这种化合物的成分的直线，不能像前-种情形那样终止在等浓度点，因为它不 
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能达到熔点.因此，它可以终止于一个如§97中图30所示类型的三相点（图39 
上的点 4) .图39表示出这时相图的可能形式，不难看出在图中阴影区域内哪些 
点出现哪些相的分离. 

8. 两种组分在固态中完全不能混合，在液态中也不能按任意比例混合.在 
这种情形有两个三相点，在那里液体与两种固态纯组分彼此处于平衡（图40中 
的点 S ) ，或者一种纯组分与两种浓度不同的混合液相彼此处于平衡（点 0) .在 
曲线 ABC 和曲线 /)£ 以上的两个没冇阴影的区域表示两种浓度不同的 液态； 直 
线 CD 以上的阴影区域表示分离成这两种液相的 区域； 区域表示分离成液 
体和一种固态纯组分的 区域； 等等. 





图40 



§99平衡曲面的特征曲线的相交 

在§97中所考虑的四种类型的曲线（临界线、三相线、等浓度线和纯物质 • 
线）都在同一个曲面（平衡曲面）上.因此一般来讲，它们彼此相交.我们来描述 
这些曲线交点的一些性质. 

可以证明，两条临界线不可能彼此相交，两条等浓度线也不可能相交.对于 
这些结论，我们不准备在这里证明. 

我们现在来列举其余的交点的性质（仍旧不作证明）.所有这些性质几乎都 
可以直接从§97中所讨论的平衡曲线的普遍性质引申出来.我们将图示上述曲 
线在平面上的投影（参看 §97) •它们的形状自然是随意取的•各处将用点线 
代表临界线，实线代表纯物质的相平衡线，虚线代表等浓度线，点划线代表三相 
线.字母与§97的图24—图27中的有相同意义. 

临界线和纯物质线终止在它们的交点上（图 41 a ). 临界线和三相线也是在 
它们相交时终止（图 4 ib ). 纯物质线同等浓度线相交时，只是后者终止 r (图 
41 c ). 在这种情形下，两条曲线在交点处彼此相切.等浓度线相交于临界线（图 
41 d ) 或三相线（图 41 e ) 时，情况相同.在这两种情形下，都是等浓度线终止在交 
点，并且两条曲线在交点彼此相切. 
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:色 一— 

a - b-d \^ b - c-d 


⑷ 




arb 


、 crb-c 



图 41 


三相线的交点（图 41 f ) 是四相点，即四相在这一点相互平衡.四条三相线在 
这点相遇，每条各自对应于四相中每三相的相互平衡. 

最后，一条纯物质线和一条三相线的交点（图 41 g ), 显然应当是该三相线 
同时与所有三条纯物质的相平衡线（各自对应于纯物质的三相中每两相的相互 
平衡）之间的交点. 

§100气体和液体 


我们现在来更详细地考虑由两种组分所构成的液相和气相的平衡. 

在温度足够高 （ r 与分子的平均相互作用能相比很大）时，所有的物质都可 
以按任意比例混合.从另一方面来讲，在这样的温度下物质变成气体，因此可以 
说 :在气 相中一切物质都具有无限的互溶度 .（ 其实，当存在临界线时，液体与气 
体之间的区别在某种意义下已成为一种约定，而上述说法也是如此 .） 

至于在液态中，有些物质可以按任意比例混合，另一些则只在一定的比例 
范围内混合（有限互溶的液体）. 

对于两种组分在两相中都可按任意比例混合的前一种情形，这时相图中没 
有三相点，因为系统不可能由比两相更多的相来构成（所有的液态都是一相，所 
有的气态也都是一相）.我们来考虑平衡曲面的特征曲线在平面上的投影.我 
们有两条纯物质的相平衡曲线（即两相中的浓度同为 x =0和$ = 1的两条曲线）. 
这两条曲线中的一条本身就在 Pr 平面上，另一条则在与 / T 平面平行的平面上, 
因此它的投影与它本身完全一样.每一条曲线都终止在某一点，这一点就是相应 
纯物质的相临界点.临界线从这样两点中的一点开始而在另一点终止（临界线和 
纯物质线二者都终止在它们的交 点上; 参看 §99). 因此，所有这些曲线在 P 7 1 平面 
上的投影具有如图42所示的形式（记号与§97, §99中的完全相同）.字母 g 和/ 
的意义与§97, §99的各图中所用的字母 a ， b，c 意义相同代表气体，/代表液 
体; 投影到区域 g 和/中的分别为气态和 液态; 投影到区域中的是气态和液 

I 
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态，以及气态和液态分离的诸 状态; 在临界线以 i :， 液体和气体的区别消失. 

如果除此以外还有等浓度线，那么在 pr 平面上的投影具有如图43所示的 
形式. 等浓度线投影位于构坐标原点出发的线以上（如图43所示），或者位 
于 OC 以下，而不在其间.只有4 ， B ， C 三点是这儿条曲线的交点.点 D 并不相4于 
纯物质线同临界线的实际交点，而只在投影上存在.图上的字母和/ 2 代表浓度 
不同的液相.在等浓度线以上只能存在一种液相夂 




阁42 阌43 

用不间温度（或压强）的平面去截割平衡曲面将得到相应的相图，考察这样 
的相图可以使特定曲线在平面上的投影的所有 h 述性质变得明显.例如，对 
应于压强在图42中的点 S 以下以及在点4和点5之间的截面图，分别给出如 
图31和33所示的相图.图44中所表承的是图43在一系列温度下的截面图 
( T '， T „， T r 各为相当于4,心 C 各点的温度） ：两相 分离的区域在等浓度点发生 
“断裂”，结果形成两个临 界点； 随着温度的升卨，两块阴影区域各向两纵坐标轴 
上的一点收缩，首先是一块、然后是另一块逐渐消失.图45上表示的是这同一 
情形在一系列压强下的截面图. 





T b <T<T c 


①我们不 i •丨论固相.在所冇的 pr 图中约定_曲线时都从坐标原点出发，就好像凝闶现象根本不发 
生一样. 



P<P C X P C <P<P A P A <P<P fl 

图 45 

如果两种组分在液态中的互溶度是有限的，那么有三相线存在.这条曲线 
终止在某一点，而与从该点幵始的临界线相接.图46和图47中所表示的是在 
这种情形下可能发生的两种本质上不同类型的 AT 投影图.它们的区别在 于：三 
相线的投影在图46中是通过两条纯物质线的 上方； 而在图47中是通过它们两 
者之间（三相线的投影不可能通过两条纯物质线的下方，因为两种组分在气态 
中可以按任意比例混合）.在这两种情形中，每一种情形都有两条临界线，其中 
一条的趋向是朝着压强增大的方向. 
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最后必须强调 的是： 在这一节中所考虑的 pr 图例子，只是液相和气相之间 
相互平衡的最典型例子，并没有把理论上所有可能的类型概括 无遗. 










































第十章 
化学反应 


§101化学平衡条件 

在可反应物质的混合物中进行的化学反应，终将导致建立起一个平衡状 
态，在其中参与反应的每一种物质的量不再发生变化.这种情况的热平衡称为 
化学平衡，一般来讲，每一种化学反应都可以在正、逆两个方向 进行； 在达到平 
衡以前，两个反应方向中的一个占优势，而在平衡时，这两个相反的反应依适当 
速率进行，以使得每一种反应物质的粒子总数保持不变.热力学应用于化学反 
应时，研究的主题点是化学平衡，而不是导致这种平衡的反应过程本身. 

重要的是，化学平衡状态不依赖于反应以怎样的方式（以及在怎样的条件 
下）进行％它只依赖于反应物质的混合物实现平衡时所处的条件.因此在推导 
化学平衡条件时，可以对反应以怎样的方式进行作任何假设. 

首先我们来规定描述化学反应的方法.大家知道，化学反应是以符号方程 
式的形式来描述的，在普遍形式下可写成（把所有各项都移到方程式一 边）： 

2 v i A i = 0 ， （ 101 . 1 ) 

I 

式中火是反应物质的化学符号，而系数〃，是正或负的整数.例如，对于 2 H 2 +0 2 
= 2 H 2 0 即 2 H 2 + 0 2 -2 H 2 0 =0这个反应来讲，系数 ％ =2,^=1 = -2. 

假设反应在恒温、恒压下进行.在这样的过程中，系统的热力学势趋向于极 
小值.因此在平衡状态下，热力学势少必须具有最小的可能值（在给定的 p 和 r 
下）.我们用 ' ，/ V 2 ，…来代表参加反应的各种物质的粒子数.于是少为极小值 


①尤其是.它与反应是否有催化剂参 W 无关. 
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的必耍条件可以写成少对夂之一如 '(在给定的 p 和 r 下）的全导数等于零 
的 形式： 

d<P 帥 dN 2 s<P d/V 3 

W' + W 2 丽广 ■ 

各种粒子数％在反应时的变化，由反应方程式彼此相联系然，如果 / V , 改变 


心，那么其余每一种粒 子数' 各改变卜换句话说，可以写成 d / v , ，亦即 

v \ 

^=—. 因此上述等式可以改写成形式 

di ' V , 


I 



最后，把 


30 


，代入并消去 


我们就 得到: 


VifXi = 0 . ( 101 . 2 ) 

I 

这就是我们所求的化学平衡条件.因此，要把它写出来，只需在化学反应方 
程式中把符号乂替换为相应的/ V 当混合物中可能有几种不同的反应时，平衡 
条件是由几个 （101.2) 型 的方程式所组成的方程组.每一个方程式都是用上述 


方法根据每一种可能反应的方程式所写出的. 


应当 指出： 在反应物质以溶质的形式分配于相互接触的两种不同相中时, 
条件 （101.2) 仍旧保持同样依据的形式.这是因为依据相平衡条件，平衡时每- 
种物质在两相中的化学势彼此相等. 


§102质量作用定律 

我们把在上节中所得到的化学平衡普遍条件应用于在气体混合物中进行 

的反应，并且假设：气体可以看成是理想 气体. 

混合物中每一种气体的化学势等于（参看 §93) 

= Hn P t (102.1) 

式中尸,是混合物中第 i 种气体的分 压强： 弋 = c , R 在这里 P 是混合物的总压 
强，而 Ci 是该种气体的浓度，我们把它定义为该种气体的分子数; V ,对混合 

物中分子总数 /v= Z '之比. 

现在很容易写岀在气体混合物中反应的化学平衡条件.把 （102. 1) 代人 
(101. 2)，我们就 求出： 

X = T'X u ' ln P oi + X = °» 



§102 质置作用定律 
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式中匕,是各种气体在化学平衡状态下的分压强.引入符号 

T ) = exp | • Z v ! m ^\ ， (102.2) 

T I 

我们就 得到： 

ft P o , = K p ( T ). (102.3) 

i 

可以用 Pc 。, 来代替其中〜是气体在化学平衡下的 浓度； 于是我们 得到： 

n ^； = P ' ly > K p ( T ) ^ K r { PJ ). (102.4) 

i 

在等式 （102. 3) 或 （102. 4) 右边的蜇只是温度和压强的函数，而与各种反应气体 
的初始含量 无关； 这个量通常称为化学平衡常数.而公式 （102. 3) 或 （102. 4) 表 
示的规律称为质 量作用 定律. 

气体反应平衡常数与压强的关系完全由等式 （102.4) 右边的因子来 
确定（如果反应物质的数 M 由它们的分压强来丧示，那么平衡常数就始终与压 
强无关）.要建立平衡常数对温度的关系，需要对气体的性质作进一步的假设. 

例如，如果气体具有恒定的比热，那么把 （102. 1 ) 式同这种气体的热力学势 
公式 （43. 4) 比较，就可以证明函数; ^( T ) 具有形式 

X ,( T ) = Go , - c pi T\n T -TL 002.5) 

式中〜是气体的比热义是气体的化学常数.把这个式子代人 （102. 2)，我们就 
得到平衡常数的如下 公式： 

K p ( T ) = ( 102.6) 

它对温度的依赖关系主要是指数规律. 

质 M 作用定律对于溶质之间的反应也成立，只要溶液可以认为是稀溶液. 

事实上，每一种溶质的化学势具有形式 

fi , = T \ nc , + (102.7) 

浓度 Ci 在这里被定义为该种溶质的粒子数与溶剂粒子数之比把 

(102. 7) 代人平衡条件 （101.2) ，可以用同样的方法 求出： 

II c o ： = K ( P ， T ), (102.8) 

i 

式中平衡常数 

K { PJ ) = exp | _ X y (102.9) 

与气体反应的情形不同，在这里平衡常数对压强的依赖关系仍旧是未定的. 

如果除了气体和溶质以外，还有处于纯凝聚相如纯固体（即没有同其它物 
质混合）的某种物质参加反应，那么平衡条件也会导致质 M 作用定律.但是这时 


• 270 • 


第十章化学反应 


因为纯相的化学势只与压强和温度有关，所以在这个定律的方程式左边不包含 
有关纯相的因子，即只需要写出气体（或溶质）浓度的乘积，就好像固体根本不 
存在一样.固体的存在只影响平衡常数对压强和温度的依赖关系. 

如果参加反应的只有气体和固体，则由于气体的压强比较小，可认为固体 
的化学势与压强无关，因而平衡常数与压强的关系仍旧像在 （102. 4) 中一样.但 

是这时指数中的和式必须只表示反应方程式中气态物质的系数之和. 

最后，如果稀溶液中除了溶质以外，溶剂也参加反应，那么这时质量作用定 
律也成立.事实上，当把溶剂的化学势代入化学平衡条件时，可把溶剂化学势中 
包含浓度的小项忽略不计，于是溶剂的化学势化为一个只与温度和压强有关的 
M - 因此我们再次得到质量作用定律的方程式，并且在这个方程式的左边也只 
包含被溶反应物质的浓度，而不包含溶剂项. 


习题 


1. 设气体的分子由相同双原子构成，并且在基态没有自旋和轨道角动量， 
试求双原子气体在高溫下的离解度 • 

解： 所要讨论的是 A 2 =2 A 型的反应.我们将（在本题和下列各题中）用指 
标丨和2分别标记混合物中属于原子 （ A ) 和分子 （ A 2 ) 组分的量.离解度定义为 

已离解分子数^与（不可离解气体该有的）分子总数/ V 。+1之比 Nl 

根据质量作用定律 （102. 3) 有 

^ = N 2 ( N x -k / V ,) = 

P\ ~ ~ PN\ ~ 

由此可得 


2 N 


0 


2 


4 a 2 尸 




( 1 ) 


yi +4PK p (T) 


化学平衡常数\可由将以下各量代入 （102. 6) 式求得 ：比热 ' 


2 


I 以 


及化学常数 

m \ 3/2 
2^1 

(参看 （45. 4)， （46. 4), (49. 8)), 其中 m 是原子 A 的质量 ， gi 是原子 A 基态的 
统计权重（在足够高的溫度下 g , = (2 S +1)(21+ 1), 这里 S , L 是原子的自旋和 
轨道角动量）结果为 




①参肴§104的 脚注. 



5103 反应热 
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K p { T ) 


8/tt 3/2 

g \( orn /2 T w2 ^ 


•t/r 


( 2 ) 


式中 =2 ff 0 , ~ 是分子的离解能. 

2. 试求上题中可离解双原子气体的热容，分子的离解能为 q = 2 e 0l - e 02 . 
解： 气体的熵由以下和式 计算： 






= % ( Si + 亨 ) + ( c r 2 + "^) - (' + 2iV 2 ) y 

(每一个组分的熵，根据 （ 43. 6) 和 （ 43. 3) 用其化学势表示，之后用了平衡方程 
A4 =2 Mi ). 用/ V 。和 a 表示' 和 / V 2 ，把化学势写成 

Mi = ^oi + T[n p i - c P i T ^ n T - p = 尸 

并且把 c pl 和 ~ 的值代入，我们得到 

^ ~ - ~ j, a ' e o + 5 1n7 , + -^--2 1n + 常 数)， （ 3 ) 

这里也用到离解能 e 。， 而这里的常数是溫度无关项，对所求的热容 c p ^ 

没 有影响.从 （ 1) 算出导教 

/ da\ = _ ( 1 - a) a d tn K j> _ (1 - « 2 ) tt /fo J_\ 

lari, ■ 2 dF~ ~ 2T~\y + T/ 

{ K p 取 （ 2) 式 ）. 现在对 （ 3) 的熾求微商，最后我们得到 

C P = y [ 9 + a + a(l - a 2 ) (y + y ) • 

3. 试确定氢以 H 原子形式溶解在金属中的浓度对金属上的 H 2 气压的依 
赖关系. 

解：把 过程考虑为化学反应 H 2 =2 H ， 平衡条件可写成形式 / i H2 =2 Mh; 我们 
把 Mh 2 写成理想气体的化 学势： 

fi ttj = Tin P -^x(T) , 

把写成溶质在溶液中的化 学势： 

fi H = T\n c + ip. 

注 意到必 几乎与压强无关（参看 §90) ，我们就 求出： 

c =常数 x / P . 


§103 反应热 


化学反应都伴有热量的吸收或放出.前一种情形称为吸热反应，后一种情 
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形称为放热反应.显然，如果某种反应是放热的，那么它的逆反应就是吸热的， 
反之亦然. 

反应的热效应与发生反应的条件有关.因此，在讨论热效应时必须区分臂 


如说反应是在恒定的体积还是伍强下进 行的. （但是这种差别通常不大 •） 

像计算溶解热的情形 （§91) 一样，我们首先来确定由于化学反应可能获得 


的最大功. 

我们把由一个化学反应方程式所确定的一组分子之间的反应称为“元反 
应”，并且来汁算反应物质混合物在元反应发生了很少的 w 次后热力学势的改 
变； 这里我们假设反应在恒温恒压下进行.于是我们 得到： 

在次的元反应后第 i 种物质分子数的改变显然等于 


因此, 


- v hn . 


b<P = - 8 n ^ i/ji r 

i 

由此可见，在平衡状 态下# 变成 0, 这原是理所当然的 • 

on 


(103. 1 ) 


式 （103. 1) 是为了进行次的元反应所必须耗费的最小功的普遍表达式 • 
它也是同样次数元反应在逆方向发生时可能获得的最大功. 

首先我们假设反应发生在气体之间 • 利用〜 的表达式 （102. 1) ,我们就求 


出： 

50 = - 8n( r V )n P, + V » 

I I 

引入平衡常数后，得到： 

8^= Thn[ ^ ^ v . In P, + In K p (T )]= 

4 

I 

= Thn[ - ^ Vi In + In K C (P J)]- (103.2) 

I 

对于在溶液中进行的反应，我们可借助于 M 的表达式 （ 〗 02. 7 ) 类似地 求出： 


80 = - bn( T ^ v t In c t + ^ 1 ) ， 

i i 

引入平衡常数 &( p ， n 后， 得到： 


⑽： r8n[ - ^ I ； i In C, + in A ： ( 尸， 7 1 )]. (103.3) 

I 

值 50 的正负决定反应进行的方向 ：因为 少趋向于极小值，所以当&少 <0 
时反应沿正方向（即化学反应方程式中“从左向右”的方向）进行，如果>0, 
则意味着反应在所给定的混合物中实际上沿逆方向 进行. 但是，应当注意，反应 
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方向也可以从质 M 作用定律直接看出 ：我们 对所给定的混合物写下乘积 


n 户卩，并同该反应的平衡常数值进行比较；例如，如果是 n 那么这 

i i 

就意味着反应将沿正方向进行，以使得（反应方程式中〃,为正的）初始物质的 
分压强减小，而 （I <0的）反应产物的分压强 增大. 

现在我们也可以对5/1次的元反应确定所吸收（或所放出，视符号向定）的 
热童.根据公式 （91. 4) ，对于在恒温恒压下所进行的反应来讲，这个热 M 5(? p 等 
于 



对于气 体之间的反应，把 （ 103.2) 代人，我们就 得到: 

din K(T) 


5 <? 


厂 5 /i 


dT 


类似地，对于溶液， 




= 一 7’ 2 bn 


aln K(P，n 

dT 


(103.4) 


(103.5) 


必须注意 ：5 R 只是正比于如而与任何给定时刻的浓度值 无关； 因此这些公式 
也适用于不很小的任意 

如果 (? p >0, 即反应是吸热的，则#<0,即化学平衡常数随着温度的增 

加而 F 降.相反地，对于放热反应 （I <0)，平衡常数随温度向增长.从另一方面 
来讲，平衡常数的增长意味着化学平衡朝着電新形成初始物质的方向移动（反 


应“从右向左”进行），以使乘积 增加. 相反地，化学平衡常数的减小意味 

i 

着化学平衡朝着形成反应产物的方向移动.换句话说，可以表述法则如下 ：加热 
使平衡朝着过程伴有吸热的方向移动，而冷却使平衡朝着过程伴冇放热的方向 
移动.这个法则与勒夏特列原理完全一致. 

对于气体之间的反应，在佾定体积下（同时在恒温下）进行反应时的热效应 
也很重要.热量 si 同热量 sa 之间的关系很简令.事实上，在恒定体积过程中 
所吸收的热量等于系 统能董 的改变，而则等于焓的改变.因为 £ 

显然 

= hQ p -UPV), 

或者再代人 PV = TlN i mhN i ^ ，得 

^Qo = + Thn I v r (103. 6 ) 

I 

最后，我们再来确定恒压（和恒温） F 进行反应所导致的反应物质混合物的 
体积改变.对于气体，这个问题很容易： 
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hV = 晏 S/V = - ^rhn V i/.. (103.7) 

P P ^ 

特别地，如果反应不改变粒子总数 （ = 0)，那么反应进行时体积也不发生 

I 

变化. 


对于稀溶液中的反应，我们可以利用公式&1 = 4&少，并且把（103.3)式代 


入，就得到: 


8^ = Tbn 


din K ( P ， T ) 
dP 


(103.8) 


因此，反应时体积的变化来自化学平衡常数对压强的依赖关系.类似于上 


述关于温度依赖关系的讨论，很容易得出结论 ：增加 Hi 强将促进伴有体积减小 
的反应（即把平衡朝这个反应方向移动），而减小压强将促进伴有体积增加的反 


应——这仍旧与勒夏特列原理完全 一致. 


§104 电离平衡 

在足够高的温度下，气体粒子的碰撞吋伴有电离.这种热电离的存在导致 
一种热平衡的建立，那里气体粒子以总数的一定比例处于不同的电离阶段.我 
们来考虑单原子气体的热 电离； 这种情形最为重要，因为化合物通常在出现热 
电离之前就已经完全离解了. 

从热力学的观点来看，电离平衡乃是化学平衡的特殊情形，它相当于同时 


发生的可写成如下形式的多个“电离反 应”： 

A 0 = A t + e " , A , = A 2 + e ~,•••, (104. 1) 

式中符号 A 。 表示中性原子， A ,， A 2 ，… 表示一 次离解 、二 次离解……的原 子，， 
表示电子.把质量作用定律应用于这些反应，就得出-组方程组 

— = PK ^ iT ) (n = 1，2,…）， (104.2) 


式中是中性原子的浓度，…是各次离子的浓度， C 是电子的浓度（这些 
浓度中的每一个都定义为该种粒子数目与包括电子在内的粒子总数之比）.这 

些方程式还须加上表示气体作为整体有电中性的方程式 

c = c , + 2 c 2 + 3 c 3 + •••. (104. 3 ) 

方程组 （104. 2_104. 3) 确定在电离平衡下各种离子的浓度. 

平衡常数 很容易计算出来.所有参加反应的气体 （ 中性原子气体、离子 

气体、电子气）都是“单原子”的，因而都具有％ 的恒定比热，而它们的化学 

常数等于 
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) 


3/2 


2irh 


式中 m 是该种气体粒子的质量, g 是该种粒子基态的统计 权重； 对于电子来讲, 
尽=2,对于原子和离子,# = (21 + 1)(25 + 1)(£,5各为原子或离子的轨道角动 
量和自旋） ® .把这些值代入公式 （102. 6), 我们就得到所求的平衡常数的表达 
式： 



(104.4) 


( M . Saha , 1921 ) ，式中 m 是电子的质量，而/„ = 〜. n 是原子的第 n 次电离 

能（第 w 次电离势）. 

平衡常数= PK { p n ) 随着温度的增加而减小，当它达到1的量级时，气体 
的第 n 次电离的电离度也为1的量级.特别应当注意的是 ：虽然 平衡常数的温 
度依赖关系是指数型的，但是这个电离阶段并不是在 T 〜 l n 时才发生，而是在低 


得多的温度下就已经发生了.其原因在于指数因子的系数 很小； 事实 


上， 


呈、 3/2 

T \ mT ) V\mTl 


这个量一般来讲很小，当 r 〜/时，它的数量级为原子体积与一个原子在气体中 
所占体积即 f 之比. … 

因此，气体在比电离能小得多的温度下就已经充分电离了.但是同时气体 
中受激原子的数目仍旧非常少，因为一般来讲原子的激发能与电离能同数量 
级.至于当7 1 同电离能可比时，这时气体已经差不多完全电离.当温度数董级达 
到原子中最后一个电子的电离能时，可以认为气体只由单个的电子和裸核所构 
成. 

第一个电子的电离能通常都比其次的各能值/„小 得多； 因此存在一个 
温度范围，可以认为那里的气体除了中性原子以外只有带单电荷的离子.我们 
用电离原子数与原子总数之比《作为气体的 电离度 ，于 是有： 

a 1 - a 

… * = r^, c ° = 


而方程 （104.2) 给出： 


①可以认为，即使在充分电离的 气体中 ，所有的原子和离子也都处于箪态中；其原因在于 •.只 要原 
子（或 离子） 的基态具有精细结构，那么我们总是可以假设 r 比这种结构的能 a 间距大得多. 
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a 

由此 

a = - - • (104.5) 

yi + pki ]) 

由这个式子就完全确定了电离度与压强和温度（在所考虑的温度范围内）的关 
系. 

§105涉及粒子对产生的平衡 

在与电子的静比能 M mcr 2 可比的极高温度下 ® ，物质内粒子的碰撞伴随着 
电子对（电+和1卜:电子）的 产生； 由于这个缘故，粒子数不再是一个给定的量，而 
决定于热平衡条件. 

电子对的产生（及其湮没）从热力学的观点而言，可以看成“化学反应” 

e+ + e* = 

式中符号，和 ，代表 正电子和电子，而符 ㊁ 1代表一个或几个光子.光子气体 
的化学势等于 0( §63). 因此，产生偶对的平衡条件如 下式： 

ti ' + fji * = 0, (105.1) 

式中 M •和各为电子气和正电子气的化学势.应当强调 指出： 在这里 M 指化 
学势的相对论表达式，它包含粒子的静止能量（参看 §27), 后者为参与粒子对 
产生过程的关键角色. 

在 T ~ mc 2 的温度下，（在单位体积内）产生的电子对的数目就已经比原子 
的电子密度大得多叭因此吋以足够精确地认 为：电 子数等于正电子数.于是 
，♦，因而条件 （105. 1> 给出: 

• /x" = /x" = 0, 

亦即在平衡状态下电子和正电了-的化学势必须都等于 0. 

电子和正电子服从费米 统计； 因此把 At =0的费米分布 （56. 3) 进行积分，就 
得到它们的 数目： 

（105 2) 

tt n e +1 

式中 f 由相对论表达式 e=c + m 2 c 2 来确定. 

当 T « me 2 时，这个数 B 正比于指数函数 exp ( ，因而很小.在相反的 

① 能 t me 2 =0.51 xlO 6 eV • 因此温度 ^ =6 xlO、. 

k 

② 从公式 （105.3) 可以屙出，与 T - mc 2 时，生成的电子对的体 积为〜 U / mO ' 比起原子体积即玻 
尔半径的立方 （ V / me 2 ) 3 )， 这个体积非常小. 
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情形下我们可以令 


W = AT = 


印，因而公式 （105.2) 给出: 

V ( 7Vr X 2 dx 


n 


7 T ' he ) e x + l 


0. 183(— jV. 


这里的积分可以用 < 函数（见 §58 第二个脚注）来表示，因而我们得到 

IT = PT : ^4^(工/ = 0. 183( —) V . 

2tt 2 I he) \ he) 

用同样的方法可以求出正电子气和电子气的 能最： 

1 T 2 \ he) Jo e x + 1 120( fee ) 3 

这个量是在同样体积中黑体辐射能量的 7/8. 

习 题 


(105.3) 


120( fee) 


试求出当 T « me 2 时电子和正电子的平衡密度. 
解： 利用化学势的表达式 （46. la ), 并把它加上, 


，我们就 得到： 


mT 

2irh 4 


2 


3 

) exp (- 


2mc 


式中 aT 各为电子和正电子的密度•如果 n 。 为电子的初 

始密度（即没有电子对的产生时的密度），则 n " = n + + rt 。， 因而我们 得到： 

_ + 一， _ n o . r n o . 1 / mc\ b / 7" \ 3 / 2 mc 2 \ 1 


4" + 2^ 


3 


)( 


exp 


me 


2 mc 

~T 


第十一章 

甚高密度物质的性质 


§106高密度物质的物态方程 

研究物质在非常大的密度下的性质具有很基本的意义.现在我们定性地考 
察这些性质随着密度的逐渐增加怎样变化. 

当一个原子所占有的体积变得小于通常的原子大小时，原子就失去了个体 
性，于是物质变成高度压缩的电子-核等离子体.如果物质的温度不是太高，则 
这种等离子体的电子成分是简并费米气体.在§57末曾经指出这种气体的一个 
特殊性 质：随 着密度的增加它将更近于理想的.因此当物质被高度压缩时，电子 
同核（以及彼此之间）的相互作用就变得无关紧要，而理想费米气体公式吋用 • 
根据条件 （57. 9), 上述情况在满 + 等式 



时开始发生，式中\是电子数密度是电子质量， Z 是物质的某一平均的原 
子序数.由此，对于物质总的质 M 密度来说，我们得到不等式 

. 2 3 

p » | — m r Z 2 ~ 20 Z 2 g / cm 3 , (106.1) 

式中 W 是分到每个电子上的物质质1①，因此至于“核气体”，则由亍 
核质 M 很大，它远非简并化，而它的贡献，例如对于物质的压强，在任何情况下 
与电子气的压强相比都完全吋以忽略. 

①在本节所有的数值估计中都假定物质的平均原子 m 为平均原子序数的两倍，因此 Y 等于核子质 
M 的两倍. 

我们指 出：与 物质密 《 p ~202： 2 g / C m 3 对应的简并化温度的数最级为 10 6 7 4/3 K . 
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因此，在所考虑的条件下物质的热力学量可由将§57所得到的公式应用于 
电子成分而予确定.例如，对于压强我们有 ® 

n _ (3 tT 2 ) 2/3 h 2 t n^ 1 …… 


切 • 


(106.2) 


密度条件 （106. 1 ) 给出关于压强的数值不等式 

P » 5 x 10 8 Z ,0/3 bar . 

在上述各公式中，电子气是假设为非相对论性的.这就要求费米动量/ > F 比 
me 小得多（参看§ 61 ), 由此得出数值不等式 

p « 2 x 10 6 g / cm 3 , P « 10 l 7 bar . 

当电子气的密度和压强高到与上述值可比时，电子气变成相对论性的，而当不 
等式反向成立时，变成超相对论性的.在后一种情形下，物态方程由公式 （61. 4) 
所确定，得 

P = ( 3< Tr :) t 3 ftc ( i ) 4 3 . ( 106.3) 

4 \ m f J 


(106.3) 


再进一步提高密度就产生这样的 状态： 这时热力学上有利于电子被原子核 
俘获（同时放出中微子）的核反应.作为这种反应的结果，核电荷减少（而核重不 
变），-•般来讲这就使得核结合能减小，亦即质量亏损减小.足够高物质密度 
这种过程在能 M 上的不利，足可由因电子数目减少所引起的简并电子气能量的 
减少而予以补偿. 

要写出确定上述核反应的“化学平衡”的热力学条件并不困难.可以把上述 
核反应写成化学符号等式的形式 


式中纪代表核重为 L 电荷为 Z 的原子 核； 〆 代表电子，〃代表中微子.中微子 
不受物质的阻滞，因而离开物体；这样的过程必然使得物体持续不断地冷却.所 
以，仅当假设物质的温度等于零时，在这些条件下研究热平衡才有意义.这时平 
衡方程式中不应有中微子的化学势.核的化学势主要决定于它们的内能，后 
者我们用来代表（通常把正的称为结合能）.最后，我们用作 


①该公式给出数值 估计: 


, 5/3 5/3 

—1 • 0 x 10_ 3 ( J dyn/cm 2 = 1.0 x 10 7 / —— J bar f 


(106.2 a ) 


式中 1 =1为分在每个电子上的物质原子 l ( m n 是核子质 量）； p 以 g / cm 3 量度 
m « 

关于（106.2)式的粒子库仑相互作用修正，在§80中已经论及 • 

②用与 （〗06.2 a ) 中同样的符号 


P= 1.2 


109 ⑸ 


bar. 


(106.3a) 


• 280 • 


第十一章甚离密度物质的性质 


为气体中电子数密度\的函数，记电子气的化学势于是化学平衡条件可写成 
形式 


- e A,z + /^(\) = - e A Z _ y , 

引人符号^^ =△，则可 写成： 

/I e (0 = A. 

利用超相对论性简并气体的化学势公式 （61. 2), 我们就可由此 得到: 


(106.4) 


r 3 ir 2 ( fec) r 

因此，由平衡条件得出，电子密度为一常数值.这意味着，如果逐渐增加物 
质的密度，则当电子密度达到 （106. 4) 的值时，就开始 发生上 述的核 反应. 如果 
继续压缩物质.那么就会有愈来愈多的核各俘获一个电子，以致电子总数减少， 
而其密度保持不变.除了电子密度以外，物质的压强也保持常数，并且仍旧主要 
决定于电子气的 压强； 把 （106. 4) 代人 （106. 3) 后 给出： 


P 


12ir 2 (方 c) 3 . 


(106. 5) 


这样的过程将一直持续到所有的核都各俘获一个电子时为止. 

在更高的密度和压强下，核将进一步俘获电子，而伴有核电荷的进一步减 
少.结果，核包含的中子太多，以致变得不稳定而蜕变.当密度为^ ~3 x 
10" g / cm 3 ( 压强为 P 〜 10 24 bar) 时，中子在数目上开始超过电子，而当 p ~ 
10 l 2 g / cm 3 时，则中子就其所产生的压强来讲也占优势 （ F . Hand, 1963). 从这里 
开始了密度的另一个 范围： 在那里，物质可以看成主要是简并中子费米气体，还 
有少量的电子和各种核，它们的浓度由相应核反应的平衡条件来确定.在这个 
范围内物态方程为 

P = -T^P S/3 = 5. 5 x lOV^bar, (106.6) 

n 

式中 m n 是中子的质 M . 

最后，当密度 p »6 xl 0 15 g / cm 3 时，简并中子气体变成超相对论性的，而物 
态方程由下式 确定： 

P = (3Tr 4 ) - 、 c(i) 4/3 = 1.2 x 10 9 p 4/3 bar. (106.7) 

然而，必须 注意： 当密度达到核物质密度的数 M 级时，特有的核力（核子的 
强相互作用）变得重要起来.在这个密度值区，公式 （106. 7) 只具有定性的意 
义.以我们对强相互作用现有的了解，还不能对显著超过核密度的物质状态作 
任何具体推断.我们仅指出，在这个区可以预料，除了中子以外还有其它粒子产 
生.因为每种粒子占有各自的一组状态，中子转化为其它粒子，由于中子费米分 
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布的限界能量的减小也许在热力学上有利. 

§107大质置物体的平衡 


我们来考虑质量很大的物体，它的各部分是靠万有引力维系在一起的.我 
们所知道的实际的大质量物体都是以星球的形态存在的，它们不断地辐射出能 
量，因而决不是处于热平衡状态.但是研究平衡状态下的大质 M 物体具有基本 
的意义.这里我们将忽略温度对物态方程的影响，即考虑处于绝对零度下的物 
体（“冷”物体）.在实际条件下外表面的温度比内部温度要低得多，因此考虑具 
有非零恒定温度的物体在任何情形下都没有物理意义. 

我们进一步假设物体是小'转 动的； 因此在平衡状态下它为球形，并 a 其密 
度分布是中心对称的. 

物体中密度（和其它热力学锹）的平衡分布可由下列各方程式求出.牛顿引 
力势^满足微分方程 

J\(p = 4 irGp , 

式中 P 为物质的密度， C 为牛顿引力 常数； 在中心对称的情形下我 们有： 

7^( f2 S = 4irGp - ( 107 - 1 } 

此外，在热平衡状态下必须满足条件 （25. 2) ; 在引力场中质量为的粒子其势 
能为 mV ， 因此我们有： 

At + mV =常数， （107.2) 

式中 m ' 是物体粒子的质量，为简单起见已略去无外场时物质化学势的角标 0. 
由 （107. 2) 把 p 用 m 来表示，并代人方程 （107. 1 )，后者可写成形式 


( r 2 _ 4 irm ’ Gp . 


(107.3) 


当引力物体的质量增加时，它的平均密度自然也增加（这将由下面的计算 
证实）.因此当物体的总质 M 於足够大时，根据上疗的叙述，可以把物体的物质 
看成为电子简并费米 气体； 最初是非相对论性的，当物体的质量更大时则是相 


对论性的. 


非相对论性简并电子气的化学势依下式同物体密度 P 相联系: 

,= ( 3 -： ) 2 / 3 气， 


(107.4) 


(见 （57. 3) 式，取 p =¥; m '为分配到每个电子上的质置， m , 为电子质貴）.由 
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此用 M 来表示 P 并代人 （107.3) ，我们得 到①: 




A〆 2 , A 


2 


7/2 


3/2 

9 





(107.5) 


这个方程式的有物理意义的解必须在坐标原点没有奇异 性：当 r -0 时，►常 
数.由这个要求自动地得出一阶导数应满足的 条件： 

当 r — 0时，^ = 0. (107-6) 


由方程 （107. 5 ) 对 r 积分后，吋以直接 得出: 


dfi 

dr 


2 3/2 



对方程 （107. 5) 作简单的量纲研究，就可以得出一系列重要的结果.方程 
(107.5) 的解只包含两个独立 的参童 ——常数 A 和（例如）物体的半径/?，给定 
它们的值就单值地确定了解.由这两个量只可以构成一个具有长度量纲的 

量——半径尺本身，以及一个具有能量量纲 的量： + ( 常数 A 的量纲是 

• A A 

cm " 2 • erg 1/2 ). 因此函数/ x ( r ) 显然必须具有形式 

^ r)= xw f (i)^ (107 . 7) 


式中/是只依赖于无量纲比值 i 的某一函数. 因为密度 P iH 比于 m 3/2 , 所以密度 
分布必须具有形式 

因此当球的大小变化时，其密度分布保持相似形式，并且在对应点上的密 

度变化与#成反比.特别是，球的平均密度反比于尺 6 : 

. 1 

因而物体的总质量 M 反比于半径的 立方： 


①容易看 出：对 于由电子和原子核所构成的电中性气体，可以把平衡条件写成 （107. 2) 的形式，其 
中 M 取电子的化学势，而‘取分配到每个电子 h 的质锾.实际上这个平衡条件的推导< §25) 涉及考察将 
无限小絨的物质从一处移到另一处.但是在这种由带异号电荷粒子所构成的气体中，必须把这样的迁移 
理解为一定量中性物质（即电子和核 一起） 的迁移.把异号电荷分幵在能 M 上非常不利，因为这时产生很 
强的电场.因此我们得到如下形式的平衡条件： 

Mnue ^ ♦ ( m rn»c ♦ Zm r \ ) 屮= 0 

(每一个核分配到 Z 个电了 •） .由于核的质 萤比电 子质敏大得多，它们的化学势比小 得多. 忽略 掉0_ 
并把上面方程的两边除以 A 我们就 得到： 

Mrl + m ( P 二 0. 

与在 § 106 中一样，在本节的数值估计中假设 W 等于核子质馈的两倍 
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A / oc - L . 

这两个关系式也可以写成形式 

R « M u \ p oc M \ (107.8) 

因此处于平衡状态的球体其线度反比于其总质量的立方根，而平均密度正比于 
质 M 的平方•后一个结论证实了上面所作的 假设： 引力物体的密度随其质量的 
增加而增加. 

由非相对论性的简并费米气体所构成的引力球体可在总质量 M 为任何值 

的情况下处于平衡状态——这一事实可从下面的定性讨论预见到.这种气体的 

/ N \ 2/3 i # 5/3 

粒子总动能正比于(参看 （57. 6)), 也就是正比于而整个气体的 

M 1 

引力势能是负的，并且正比于这样的两个表达式之和可以在任何 A / 值下具 
有极小值（作为的函数），并且在极小点 RocM ^ /3 . 


把 （107. 7) 代人 （107. 5), 并引入无量纲变量 f 我们发现函数 / U ) 满 


足方程 




一 


/ 


3/2 


(107.9) 


并有边界条件 


尸⑻= 0，/( I ) = 0. 

这个方程没有解析解，而必须作数值积分.这里 指出： 

/(0) = 178.2, 尸⑴= -132.4. 


借助于这两个数值很容易确定常数 A //? 3 的值.把方程式 U 07. 1) 乘以 r 2 dr 
并从0积分到/?,我们就 得到： 


GM = R 2 学 

dr 


m r dr 


= /，⑴ 
m f A 2 /? 3 


由此得出 


6 


MR " = 91.9 


2.2 x 10 ,3 (^j 5 Gkm J , 


(107. 10) 


G 3 m ] m , 

式中 O = 2 Xl 0 33 g 是太阳质量.最后，很容易求出中心密度 p ( o ) 与平均密度 
. 3 Af 


P 


4 irR 


I 的比 值为: 


p (0)= 广 2 (0) 

P _ 3/'( l ) 


= 5. 99. 


(107. 11) 
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图50中的曲线丨图示出比值^■作为 i 的函数 £. 





图50 


现在我们来研究由超相对论性的简并电子气所构成的球体的平衡.这种气 
体的粒子总动能正比于 / vlyj '' (参看 （61. 3))，也 就是正 比于而引力势 

能正比于 - f . 因此，这两个以同样的方式依赖于心时它们的和也具有形 


式•.常数 • /?-*. 由此得出结论•.一般来讲，物体不可能处于平衡状 态：如 果常数 
>0,则它有膨胀的趋势，直到气体变成非相对论性时 为止； 如果常数 <0,则与 
总能量的降低相对应的是趋向于0,即物体将无限制地收缩.只冇在常数=0 
的特殊情形下，物体才可能处于平衡状态，并且是处于为任意值的随遇平衡 
状态. 

这些定性的讨论自然完全被定量的精确分析所证实.所考虑的相对论性气 
体的化学势同密度的关系为（参看 （61.2)): 




1/3 


(107. 12) 


代替方程式 （107. 5 ) ，我们现在得到: 

i A 
7 


入 〆 ，入 


4 Grrt 




(107. 13) 


3irc 3 

现在 A 的量纲为 ergicnT 2 , 注意到这一点，我们就发现 ：化学 势作为 r 的函数 
必须具有形式 


①在 L -节中我们看到：当密度 p »20 Z 2 g / C m 3 时，物质 HI 以看成是非相对论性的简并电子气•如 
果要求所考虑球体的平均密度满足这个不等式，则对于它的质 tt 得到条件 

M»Sx lO^ZO ； 

相应于这样的质 M , 半径小于5 xl 0 4 Z “ /5 km . 
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At( r) 


点 7 (音)， 


而密度分布为 


外）乎(女). 


(107. 14) 


因此平均密度现在反比于/? 3 ,而总质量 MccR ^ p 是一个与球体大小无关的常 
数： 


¥ 


, A / =常数= a /。. 


(107. 15) 


(107. 16) 


M 。 是平衡成为可能的唯一质 量值； 当 A /> M 。 时，物体有无限收缩的趋势，而当 
m < m q 时，物体膨胀. 

要精确地计算“临界质量” M 。， 必须数值积分 （107. 14) 中函数 /( f ) 所满足 
的 方程： 

★去 (f 老)=-/ 3 ，/ # (0) =0, /( I ) = 0. (107. 16) 

我们现在 得到： . 

/(0) = 6.897, 尸⑴= -2.018. 

对于总质最我们 求出： 

gm q = « 2 ^ =-^L 

dr m 9 VA 

由此得出 


GM 


R 2 学 

dr 




J_( he 


= 5. 


( m n 

l ^ 7 


2 


o. 


(107. 17) 


令 m . =2 m n ，我们得到 Af 。=1.450. 最后，中心密度与平均密度的比值等于 


在图50中的曲线2给出在超相对论性的情形下#作为 f 的函数叭 

上面所得到的一个结果是关于平衡“冷”球体的质量和半径之间在《的整 
个变化范围内的依赖关系，它可以表示成确定依赖关系的 M = 单一曲线 • 

当/?很大（因而物体的密度很小）时，电子气可以看成是非相对论性的，因而函 
数 Af (/?) 按 Moc / r 3 的规律下降.当/?足够小时，密度可以很大，以至于出现超 
相对论性的情形，这时函数 M (/?) 差不多是常数 M 。 （严格地讲时， M (/?) 


①有关引力气体球平衡时 P 随的幕律依赖关系 问题由 埃姆登 （ R * EnuUn , 1907) 进行了研究 • 
有关极限质撖的存在及其值 （107. 17) 的物理论证由 C •钱德拉塞卡 （ C . Chandrasekhar , 1931) 和； I . fl •朗 
道（1932〉 作出. 
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—A/。）. 在图51中显示了取V =2m n 而计算出来的 Af =Af(/?) 曲线叭必须注意 
到： 极限值 1.45 ◦只是渐渐地 达到； 这是因为密度随着远离物体中心而很快地 
下降； 因此中心附近气体可以已经是超相对论性的，而同时在物体的绝大部分 
体积内却还是非相对论性的.还应当指 出：曲 线的开始部分 （/? 太小）没有实际 
物理意义.事实上，当半径过小时，密度变得如此之大，以致在物质中幵始发生 
核反应.这时随着密度的增加，压强增长比 p 4/3 慢，而在这样的物态方程下，一般 
来讲，任何平衡都是不可能的 

1.4 

1.2 

1.0 

© 0.8 
^ 0.6 

0.4 

0.2 

0 2 4 6 8 10 12 

RJ 10 $ cm 

图 51 

最后，当值太大（因而 A/ 太小）时这条曲线也失去 意义； 如以前所证明的 
(参看本节第二个脚注），我们用的物态方程在这个范围内已不适用.与此相联 
系，应当指 出：“ 冷”物体通常可能具有的大小存在上限.事实上，在图51中，物 
体的大线度对应于小质量和小密度.但是当密度足够小时，物质将处于通常的 
“原子”状态，并且在所考虑的低温下将成为固体.由这样的物质构成的物体，当 
进一步减少质量时，其大小显然要减小而不会像图51那样反而增加.因而/?= 
/?( W) 的实际曲线必然在某一 M 值处有极大. 

注意到这个半径的极大值必定对应于电子同核的相互作用变得重要的密 
度，即 

^序卜 2 

(参看 （106. 1)) ,容易确定半径的数量级.把这个密度式与 （107. 10) 式结合，我 
们就 得到： 

① 曲线的中间部分.通过利用简并气体的精确相对论性物态方程（参看§61习题 3) 数值积分 
(107.3) 而绘出 • 

② 如果化学势正比于密度的某 次幕小 （因而户江々〃 1 ) •则物体的内能正比于•亦即 
^^尺^而引力势能仍旧正比于-汾 2 //?,于是很容易看 出：当 /I <1/3时，两个这样表达式之和作为《 
的函数虽然也具有极值，但这个极值是极大而不是极小 • 
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G w em 


7U^ km 


(107. 18) 


§ 108 引力物体 的能置 

大家知道，物体的引力势能由下式 给出： 

E v = jjp ^ pdV , (108.1) 

此处积分遍及物体的整个体积.但是从这个 S 的另一表达式出发更为方便，它可 
以用下述方式求得.我们 设想: 物体是由“取”自无穷远的物质逐渐“构成”的.设 
似 （ r ) 是半径为 r 的球内所包含物质的 质量. 我们假设 r 为某一值的质量 M ( r ) 已 
经从无穷远 取来； 于是为了移送一附加质 M ： dAf ( r > 所需作的功，就等于这一质 M 
( 以半径为 r 且厚度为 dr 的球壳形式分布）在质量 M ( r ) 的引力场中的势能，即 

GM ( r ) 


dAf ( r ). 


因此半径为/?的球体其总引力势能为 


E %l = - C| ^^-dM(r). 
把平衡条件 （107. 2) 进行微分，我们 得到： 

，义一 4 ， n 


(108.2) 


dP 

d 7 


微分必须在恒温下取/是属于一个粒子的体积)•微商是作用于 


离中心距离为 r 处的单位质 M 的引力，它等于再引入密度 p 


，我 


们就得到: 


dP 

p dr 


GM ( r ) 


(108.3) 


根据此式把 


GM ( r ) 


——用表示，并且记 dM ( r ) = P ( r ) • 4 irr 2 dr , ( 108. 2) 式可 


表不成 


4 tt 


r 3 dP A 

l r d7 dr * 


然后进行分部积分（并考虑到在物体的表面上， 
0), 得到 

E mr = - \ 2 ix [ Pr 2 dr . 


0,并且当 r ->0 时， r 3 P 


即 
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F Ur = - 3jpdK (108.4) 

因此，平衡物体的引力势能可以表示为它的压强对体积积分的形式. 

我们把这个公式应用于上节所考虑的山简并费米气体构成的物体.我们对 

一般情形计算，并假设物质的化学势正比于密度的某次幂： 

fi = Kp w \ (108.5) 

考虑到：如= dP , 得到压强 

P 

P = 7~~ （108.6) 

(n + \ )m 

在平衡条件 


5 + 厂常数 


中，右边的常数就是物体表面上的势，那里 / x 变 成零； 这个势等于 


GM 


(M = 


叭/?)是物体的总质量），因此可以写: 


<P 


iL 

一 


把这个式子代人决定引力势能的积分 （108. 1 ) ，并利用公式 （108. 5) 、（ 108. 6) ， 
我们 求出： 

E ，-一 士 h dv - lih v = - 宁卜 - 菩 

最后，根据 （108. 4) 把等式右边的积分用表示，我们就 得到： 

( io87) 

因此，物体的引力势能可以通过它的总质量和半径由一个简单的公式表示 
出来. 

对于物体内部的热能 e 也可以得到一个类似的公式.单粒子的内能等于 
（在温度和熵等于零的条件下）；因此单位体积的能量为 

丄(从- Pv ) :四^ - P = n p 
v m 


(推导后一等式时用了公式 （108. 5) 和 （108. 6)). 因此整个物体的内能为 

E = njPdV = - y£ gr = 年. (108.8) 

最后，物体的总能量为 

E lt 二 E + E = - (108.9) 

101 gr 5 - n R 
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对于非相对论性的简并气体，我们有 n = | •，因此① 



而在超相对论性的情形下，我们有 n =3,因此 



3 GM 2 
2~R~ 



(108. 10) 

(108. 11 ) 


在这种情形下总能量等于0,这与前一节关于这种物体的平衡所作的定性讨论 
是一 致的叭 


§109 中子球体的平衡 


大质量的物体存在两种可能的平衡状态.一种对应于物质的电子-核状 
态，§107中数值计算时就是这样假设的.另一种则对应于物质的“中子”状态， 
那里差不多所有的电子都被质子所俘获，而物质可以看成是中子气体.当物体 
的质量足够大时，第二种可能性必然变得比第一种在热力学上更为有利 （ W . 
Baade , F . Zwicky , 1934 ) .虽然核和电子转变成 Q 由中子有相当大的能量耗费， 
但是当物体的总质量足够大时，物体由于线度减小和密度增加而释放岀的引力 
能量足以抵消能量耗费. 

首先我们来研究这样的问 题：在 什么条件下物体的中子状态可以有热力学 
平衡（即便是亚稳定的）.为此，我们从平衡条件 

M + m n (p =常数 

出发，式中 M 为化学势（单中子的热力学势） ，化 为中子质量4为引力势. 

因为在物体边界处压强必须等于零，显然在物体的某个外层物质有不大的 
压强和密度，因而处于电子-核状态.虽然这一“壳”层的厚度也会与内部稠密 
的中子“核心”的半径可比，但是由于这一层的密度很小，可以认为它的总质量 
比核心的质量小得多 ®. 

我们在两个位置即稠密核心边界附近和壳的外边界附近，比较它们的 g + 
m n ( p . 在这两点的引力势可以认为各等于和 -^，其中尺和 化分别为核心 
和壳的半径，而 A / 为核心的质鐘，在我们所作的近似下等于物体的总质量.至于 

① 值得注 意：在 这种情形下，这与力学中按牛顿定律相瓦作用的粒子系统所适用的位 
力定参看本教程第一卷5 10>是一 致的. 

② 为避免误解.应该 提醒： 相对论性内能£(因之还有 （108. II )中的仏。,）含有（产生压强 P 的）粒 
子的静止能 M . 如果仏。，定义为物体的“结合能”（不记散布在空间中的物质的能 M ) ，则应该从中扣除粒 
子的静止能 M . 

③ 自然，在“核心"和“壳”之间并没有任何显著的边界存在，它们之间以连续的方式过渡. 
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化学势，则在这两种情形下主要都决定于相应粒子的内能（结合能），它们比热 
能要大得多.因此可以令这两个化学势之差就等于每单位原子 M 的中性原子 
(即核和 z 个电子）的静止能量和中子静止能量 之差； 这个量用 d 表示.因此令 
M 之值在所考虑的两个位置的值相等，我们就得到： 



由此可以看出•.不论半径 V 的值如何，中子核心的质量和半径都必须满足不等式 


m n MG 

R 


> A . 


(109. 1) 


从另一方面来看，把§107的结果应用于由（非相对论性）简并中子气体构 
成的球体，可知 w 和彼此联系如 下式： 

fc 6 * 

MR 1 = 91.9- f-j = 3.6 x 10 3 Okm 3 (109.2) 

G 

(即 （107. 10) 式，但式中 和 V 应改为 mj . 由此把 M 用来表示并代人 

(109.1) ，我们就得到关于财的不等式.其数值估 计为： 

M > ~ 0 . 20 . 

例如，取氧的 A 值，则我们得到 M >0. 17 0,对铁则 Af >0. 180. 这样的 质埴相 
当于 半径尺 <26 km ®. 

所得到的这个不等式确定了一个质量下限，低于它时物体的中子状态绝不 
可能稳定.但是它并不保证状态的完全稳定性，状态也可能是亚稳的.为了确定 
亚稳性的界限，必须比较物体在中子状态和电子-核状态的总能量.从一方面 
来讲，整个质量财从电子-核状态转变到中子状态要求损耗能量 



以补偿核结合能.从另一方面来讲，这时由于物体的收缩发生能量的释放；根据 

公式 （108. 10) ，这一能量增益等于 

3GA/ 2 / 1 1 \ 

7 

式中心为物体在中子状态的半径，由公式 （109.2) 所 确定； 心为物体在电子 - 
核状态的半径，由公式 （107. 10) 确定.因为 »/? n ，所以可略去士，我们得到如 
下保证物体的中子状态完全稳定的条件（省略掉心的角标）： 


3GMm 0 

1R 


> A. 


(109.3) 


①值得 强调： 本传中的数值估算基于对物质结构的简单假设，不应该賦予过分的直接天文物理学 
涵义. 
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把这个条件同条件 （109. 1) 进行比较，并考虑 （109 J ), 我们就看 到：由 不等式 

1 / 7 \ 3/4 

(109. 3) 所确定的下限质 M 高于由 （109.2) 所得值达 =1.89 倍.因此，中 

子状态的亚稳性界限数值上位于质量 

M « +CD 

(而半径 /?«22 km ) ①. 

现在我们来讨论中子物体仍有平衡状态的质 M 值上限问题.假如我们应用 
§107 的结果 （公式 （107. 17) ， 但以 m n 代替 mj , 那么我们就会得到这个上限 
值为 60. 但是实际上，§ 107 的结果并不适用于这里所考虑的情形，原因 如下： 
在相对论性的中子气体中，粒子的动能与静止能 M 同数 M 级（或更大） ® ，而引 
力势 p ~ c 2 . 由于这个缘故，牛顿引力理论已变得不适用，而必须根据广义相对 
论来进行计算.同时我们在下面将会看到，超相对论性的情形是根本达不到的； 
因此必须用简并费米气体的精确物态方程（见 §61 的习题 3) 来进行计算. 

数值积分中心对称的静引力场方程完 
成计算，可得结果如下^:平衡中子球体质 
量的极限值只不过= 0. 760,并且这 
个值在有限的半径（等于 =9. 42 km ) 下 
就已经 达到； 在图52描绘了所得到的质量 
Af 对半径/?的依赖关系曲线.因此，质量更 
大或半径更小的稳定中子球体不可能存 
在.应该指岀 ：这里 的质量 W 我们理解为乘积 M = yVm n ，式中/ V 为球体中粒子 
(中子）的总数.这个质量与决定物体在周围空间产生引力场的引力质量并 
不一致.由于“引力质量亏损”的缘故，在稳定状态下始终有(例如，在 

=尺心时，似 8 ,=0. 95 M ) ④. 

至于质 董超过 於„„时球体的性状问题，事先可知，它将趋向于无限地收缩. 


① 这时物体的平均密度等于14 x 10 l 3 g / cm \ 因此中子气体实际上仍旧可以认为是非相对论性 
的，而上面所用的各式仍旧适用. 

② 在相对论性的电子气中，粒子的动能虽然与电子的静止能 M 同数 M 级，但是同构成物质主要质 
缳的核的静止能录相比仍旧很小. 

③ 关于计算的细节，可参肴原始文献 Oppenhdmer J R f Vo!koff C M . Ph y5 . Rev . 1 1939 ? 55 ：374. 

④ 图 52 中的点= 实际上是曲线 Af = 的极 大点. 该曲线以蠔线的形式延伸至极大点外， 

渐近地趋于某个 中心. 球心的密度是沿整条曲线单调递增的参量，对于与嫌线极限点对应的球体，它趋向 
于无穷大 （ H . A . XlMHTpHCB , C . A . Xoamh , 1963 ) •但是曲线在/?</?_的部分并不对应于球的稳 定态. 

相应的研究参看 flMHTpHeB H A ， Xo/ihh C / I . Bonpocw kocmofohhh t 1963, 9 ;rappHCOH B K• TopH K 
C, BaxaHO M, Yitnep J1 ,m A. Tcopw/i rpaBHTauHM h rpaBHtauHOHHbiH KO^nanc. M ♦: Mnp v 1967( Harrison 
B K f Thome K S, Wakano M 9 Wheeler J A. Cravilation Theory and Gravitational Collapne. Chicago： University 
of Chicago Press t 1965 ) . 



0 4 8/?咖 12 16 20 24 28 32 


图 52 
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这种无限制的引力坍缩的特点在本教程的另一卷中研究（参看第二卷§ 102— 
§ 104). 

在 M >财_时 （ 对于所考虑的球体模型）引力坍缩必不可免，应当指出，这 
种坍缩的大体可能性实际上并不限于大质量.“坍缩的”状态对于任何质最都存 
在，但是在时，它被非常高的势垒与静止平衡状态隔开 


①参肴 3c^bjaoBHM H B. )K3T<t> f 1962. 42: 641 . 


第十二章 
涨落 


§110 高斯分布 

我们已经一再强调 ：表征 处于平衡状态的宏观物体的各物理 M , 实际上总 
是在很大的精确程度上等于它们的平均值.但是对平均值的偏离无论多么小, 
它们总是存在的（通常 说:这 些量在涨落），因而发生寻求这些偏差的概率分布 
的问题. 

我们来考虑某一闭合系统，设 x 为表征整个系统或其某一部分的某个物理量 
(在前一种情况下，这个量不一定要像能 M 那样在闭合系统中严格地保持恒定）. 
今后，为方便起见，假设已经从 X 中减去平均值 L 因此在下面处处假定 z =0. 

在§7中所作的讨论表明 ：如果 把系统的熵形式地看成子系统能量精确值 
的函数，那么函数 e S 给出能量的概率分布（公式 （7. 17)) .但是很容易看 出：在 
讨论中根本没有用到能量特有的任何性质.因此，同样的推理可导致下面的结 
果4这个量的值在 x 和 x + dx 间隔内的槪率正比于，式中 S (幻是在形式 
上作为$精确值的函数的熵.把这个概率用 uj ( x ) dx 来表示，我们有®: 

w ( x ) =常数 • (110. 1 ) 

在对该公式进一步研究以前，先考虑一下它的适用范围.得出公式 （110. 1) 
的整个推导隐含地假定了 x 这个量的经典性质因此我们必须求出保证量子 
效应可以忽略的条件. 

在量子力学中大家知道，在能量和某一个 M %二者的 M 子不确定度之间存 


① 该公式貧先由 A . 爱因斯坦（1907〉用于研究涨落. 

② 当然，这并不意味着整个系统必须是经典的.系统的（除*以外的） 其它该可以是鏟子性的. 
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在着关系式 

- \ xx % 

式屮^是 X 这个量的经典变化率（参看第三卷§ 16). 

设我们所感兴趣的％这个量具有非平衡值， a 它的变化率可以用时间 T 来 


表 征①; 这时因此 


AEAjc 


hx 


显然， x 这个量只能在其量子不确定度很小的条 件下 ： Ax «心可以说具有确定 
值； 于是 

» 上. 

T 

由此可见，能量的不确定度必须比 A 大得多.因而系统的熵这时具冇不确定度 


AS » 


tT 


要使公式 （110. 1 ) 具有实际意义，显然必须使熵的不确定度远小于 
AS «1, 由此得出 


T » 


» 


T 


( 110 . 2 ) 


这就是所求的条件.当温度太低或$这个量的变化太快 （ t 太小）时，涨落就不 
能再按热力学处理，而纯量子的涨落将起首要的作用. 

现在我们回到 （110. 1 ) 式•熵 S 在 X =0时具有极 大值. 因此 


dS 

dx 


0, 


d^S 

dx 2 


< 0. 


涨落中的 z 这个量很小•把 su ) 展开成 X 的幂级数，并只取到二次项，我们 得到: 


5(^) 


5(0) - j - x \ 


(110.3) 


式中々是一正常数•代入 （110. 1), 我们就得到下面形式的概率 分布: 


(x) dx = y4exp| - J dx. 


归一化常数 4 由条件 


(x)dx 


①时间 t 并不一定是*这个 M 达到平衡值的弛豫时间，如果它以振荡的方式趋于^则 t 可以小于 
弛豫时间.例如，如果我们所讨论的是物体的某一小郎分（其线度中压强的变化，那么 T 与波长为 A 
〜 a 的声振动的周期同数镦级，即其中 C 为声速 ♦ 
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给出. 虽然我们在这里所用的的表达式只适用于很小的: c , 但是被积函数 
随 U 丨的增加而很快地减小，所以积分范围可以拓展为从 - 00到+ 00的所有 

值.积分后我们得到 /I = 

因此涨落 X 的不同值的概率分布由以下公式 确定： 

w(x)dx = 々盖 exp (- 争 : r 2 )dx. (110.4) 

这种类型的分布称为离斯 分布； 它在* =0处具有极大值，并在其两侧对称地随 
着的增加而很快减小. 

涨落的均方值等于 

〈 : r 1 〉 = J x 2 w(x) dx = 

所以高斯分布可以写成 

w(x) dx = — exp( - f ^ v Idx. 

" 2( x 2 )/ 

正如所料，〈* 2 > 愈小，则的极大值愈尖锐. 

应该指出，知道了均方值〈/〉，就可以求出任何函数 * (幻的均 方值.由于怎 
很小我们有 


(110.5) 


( 110 . 6 ) 


<( A < p ) 2 > =(盖厂 “ 2 >. ( H 0.7) 

§111多个热力学置的高斯分布 

在上节中，我们讨论了任意一个热力学 M 偏离其平均值的概率，而并不考 
虑其它量的值，亦即认为它们取值任意 ® .用类似的方式也可以确定一系列热力 
学 M 同时偏离各自平均值的概率；我们用，…，〜来代表这些 偏差. 

我们引人熵 SU ,， …，\)作为所考虑各量&，&,•••，〜的函数，并且用 
(110. 1) 的把概率分布写成 

wdx l dx 2 9 ^dx n . 

我们把 S 按 X ,的幂次 展开; 取到二次项，差 s - s 0 可以表示为负定二次型的形式 

1 " 

S - S 0 = - — Pik x i x k ^ 

z M = I 

显然在本节中以后我们将省略求和号，而总是约定对重复出现两次的 

① 当然，这里假定了对于*〜 /^ y 的取值函数》)(幻改变很小，而且在 x = o 处导数$不为零 • 

② 这意味着：我们在§ 110中所用的函数5(幻是在给定的非平衡值 X 下熵可能取的最大值. 
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角标求和（遍及从 1 到〃的所有值）.于是我 们记: 


S _ S 0 




111.1 


把这个式子代人（ 110 . I )，我们就得到所求的概率分布的表达式 

1 


m ， = /lexp (- —p ikXiXk y 


111 . 2 ) 


常数 4 取决于归一化条件 [ wdx.--dx 


n 


，其中（根据和§ 110 中同样的 


理由）对所有 . t , 的积分都可以从 - »取到 00 .积分可计算如下.我们对上述各量 
作线性变换 

*‘ = a ,k x ， k . (111.3) 

它把二次型 A 化为平方和«.为了满足 

々 V * = AA - «各,*， 

变换系数％应满足 

/3 ，八 = (HI. 4) 

这个等式的左边 M 的矩阵行列式等于行列式 0 = I 和两个行列式 a = 

| a ti I 的乘积.然而，行列式丨 | = 1 ，所以由上述关系式得出 

參 • 

fta 1 = 1 . ( 111 . 5 ) 

从变 Mx , 到变埴 < 的线性变换的雅可比式是常 M 即行列式所以变换以后归 
一化的积分分解成〃个相同积分的乘积，考虑到 （ 111 . 5 ) 就得到 


Aa 




exp( 


2 


dx 


A 


因此我们最后求出多变量卨斯分布的形式为 


( 277 广 


/2 


W 




(2tt) 


n/2 


ex P ( _ 士夺 w *). 


( 111 . 6 ) 


我们引人 


X 


dS 

dx ： 




(111.7) 


称之为的热力学共轭量叭乘积的平均值由下式确定: 






(2tt) 


n/2 


J ... j %,/ 3 w x , exp ( - - Yp , k x , x k ^ dx } - -- dx ,,. 为了求出这个积分，我 


①值得注意，在线性关系 （ IN . 7) 下.共轭性是双向的：如果同一个熵 S 用夂各 M 表示，则 

差. ( 111 . 7 a ) 


实际上，利用 （111.7) 我们有 

dS = - X k (\x k = - fi kl x t dx k = - x t d{fi tk x k ) = - 


多个热力学置的离斯分布 
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们暂时 假设： 平均值 < 不等于0,而等于某一有限值;于是在 （11L6) 中我们 
必须把I写成 X , - X ,。， 并且按平均值的定义我们 得到： 

乂 = exp [ _ 士汉“欠* _ 〜一〜 = 〜• 

这个等式对微分，随后重新令所有的 A。， …，\。都等于0,于是在右边得到 
、，而 在左边正好得所求的积分. 

因此我们 得到： 

〈认〉= 5 i4 . (111.8) 

把 （111.7) 式代入上式 得到： 

A, <*,«；) = 8 a , 

由此得出 

( x , x k ) = ( i \ k , (111.9) 

式中/3乂是仏的逆矩阵的矩阵元. 

最后，我们来计算〈义人〉.根据 （111. 7) 和 （111. 8), 我们得到 U,X t > = 
fin ( x i ^ k ) = Ar8/*， 即 

<^ A > = A ,- ( m . 10) 

任意函数 fU, ，…，^)的均方涨落也可以很容易 求出. 因为相对于平均值的 

偏差很小，所以 Ap 在这里 p 记力 =x 2 =…=0处的微商值.由此得出 

dx t dx k 

〈（知) 2 〉 =^^-： A . (111.11) 

ax i dx k dx { dx k 

如果有任意两个譬如说是 a 和* 2 )的涨落是统计独立的，那么平均值 
〈X， 2 〉 就等于平均值\ 和七 之积，而因为 A 和七都等于0,所以“,* 2 >也等于 0. 
根据 （111. 9)，这表明沒」 2 =0. 不难看出，在高斯概率分布的情形下，逆定理也成 

立 :如果 〈七七〉 =0( 即 /S、 =0)，则 x, 和〜这两 个董的 涨落是统计独立的. 

事实上，两个 4* 和心的概率分布％ 2 ,可通过把分布函数 （111.6) 对所有 

其余的 A 积分而得到；这样得到的表达式形式为 

^12 = 常数 • ex p{ _ ~ ^\l X \ X l ~ y^22^2 

(式中系数 jS: 4 — 般不等于相应的矩阵元 A 4 ). 把 （111.9) 式应用于这个分布，我 
们就 求出： 〈xp 2 〉 - \ 2 . 如果〈: t,x 2 〉 =0,则 f 丨 2 =0. 但是对于一个二秩矩阵 
来讲，逆矩阵元 f ! 2 为零意味着原矩阵元沒; 2 为零 :3) .结果，％ 2 分解成关于： t, 和 


①对于一个二秩矩阵，我 们有: 



Pm 

P 2 \2 U22 
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七的两个独立高斯分布之积，这也就是说它们是统计独立的. 


题 


求平均值 〈 exp ( a 4 xj 〉，式中 a , •是常数，而 '是服从高斯分布 （111. 2) 的涨 


落量 • 


解：这 里须计算积分 


(exp(a t x t )) =： /4|exp| a . 


/3 ik x i^k) dx i 


用变换 （111. 3) 把被积函数的指数化为 


- Y^ tk%iXk = a . a 以太卜 y x 


~7r( x， h - a ,«.i) 2 + 4~a, 




此后，积分给出 


(exp(a,j： ( )> = exp (+ a ‘ a w, A ). 


根据 （111.4) 有吣 =a .，所以 a ,* a /t =^；..因此，考虑到 （111 • 9 )，最后有 


<exp(a,x ( )> = ex p(ya,«* 


〈 W 〉). 
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我们现在对物体中划出的任意一小部分计算基本热力学量的均方涨落.自 
然，这一小部分仍旧包含足够多的粒子.但是，在很低的温度下，这个条件比保 
证不出现量子涨落的条件 （110. 2) 更弱； 在这种情况下，物体这一部分的极小允 
许尺度就由后一条件决定为了避免误解起见，必须强调 指出： 关于量子涨落 
如何重要的问题，与 M 子效应对物质的热力学量（物态方程）有何影响的问题没 
有任何 关系； 涨落可能是经典的，但同时物态方程却可以取决于量子力学公式. 

对于像能量、体积这样的既具有热力学意义又具有纯力学意义的1来讲, 
涨落的概念是不言而喻的.但是像熵和温度这样的量，它们的确定必须涉及在 
—段时间内对物体的考察.例如，设 s (£， K ) 为物体的平衡熵，它作为（平均）能 
M 和体积的函数.熵的涨落将理解为函数 s ( n ) 的变化，这时形式上 
看成是能 M 和体积（涨落着的）精确值的函数. 

在前几节中我们已经看到，涨落的概率 W 正比于 e \ 其中为闭合系统 
( 即物体作为整体）的总熵.这也可以等效地 写成： 

w oc e AS, , 

t , 

①例如，对于压强的涨落来讲，条件取时（参看§ 110第三个脚注）给出 

a » hc/T. 
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式中是熵在涨落时的改变.根据公式 （20. 8), 我 们有： 

A5 t =-R min /T oy 

式中是使物体中该小部分以可逆方式发生给定的热力学量改变所必需的最 
小功（物体的其余部分相对于这一部分来讲起着介质的作用）.因此， 

W cc (112, \) 


我们用表达式 


:仏一 T 0 AS + P 0 AV 


来代替，式中 AS , 分别是物体中该小部分的能量、熵和体积在涨落 
时的改变，匕和匕是介质的温度和压强，亦即物体温度和压强的平衡（平均） 
值.以后我们将略去作为涨落童系数的所有各 M 的角标0;总是指它们的平衡 
值.因此我 们有： 


W OC 


exp(- 


- T^S + PAV 
T . 


( 112 . 2 ) 


应当 注意： 在这种形式下，这个公式适用于任何涨落而不拘 大小； 至于这里的大 
涨落，在这种涨落下，例如可以同物体的这一小部分的能量相当，但比起整 
个物体的能量自然仍旧很小.应用于小涨落（通常就是这种情形）时，公式 
(112.2) 给出下述结果 • 

把么£展开成级数，我们得到（参看 §21): 

a r-* rn a r* a w f 1 3 E / a \ 2 3 E a n a t / 5 E / A «/ \ 2 1 


AE-rA5 + PAK = |[g(AS) 2 + 2^A 


2 L d 5 2 

很容易看出 ：这个 式子又可以写成形式 


船詰叫 • 


1卜 MS / 叫誇) 歸) 


于是我们得到涨落概率 （ U 2. 2) 的形式 如下: 


exp 


APAG — AT AS 
2 T 


(112.3) 


从这个普遍公式可以求出各种热力学量的涨落.首先我们选取 v 和 r 作为 
自变量.于是 


AS 


(S 


v 


A r + (||) A, = -Ar 


AP 


=( 


dP 

dT 


AT 1 + 


V 


\dVI T 

(鼠 


ap 

~dT 


AV , 


V 


AK 


(参看 （16. 3)) .把这些式子代人 （112. 3) 中的指数，我们就 发现： AVAr 项相消, 
而剩下： 
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exp 


C 


㈤ 力笠)⑽ 2 


(112.4) 


TT 2T\dVf T 

这个式子分解成两个因子，各自只与 A 7 1 或 AV 有关.换句话说，温度和体 
积的涨落是统计独立的，因而 

〈△ m 〉 = 0. (112.5) 

把 （112. 4) 中的两个因子逐一与高斯分布的普遍公式 （110. 6) 比较，我们求 
出温度 ® 和体积的均方涨落的表达式 如下： 

T 2 

了， 

V 

dV 

dPI T 


<(A7) 


<(AV) 2 ) 


T i 


( 112 . 6 ) 


(112.7) 


dP 


这两个量为正，由热力学不等式 c t .> o 和<0 保证. 
现在我们选取 P 和 S 作为 （112. 3) 中的自变量.于是 


AK = [ AP + 


S 




Ar 




(S 


叫 




p dP ^ 

但是根据关系式 dtr = rds + vdp , 我 们有: 

( dV \ d 2 w 

l as) 

因此 

dV 


c 


p 


尸 


dPdS 




AV 


dP 


)AP + (^1 AS. 


dP 


根据公式~ ，我们有 


AT 


T 一 / dT 


C 


p 




s 


把 AF 和 Ar 代人 （112.3), 得 


waexp [ dw ) s (AP)2 -^; (AS) 

如同 （112. 4), 这个式子也分解成两个丙子，分別与 
说，熵和压强的涨落是统计独立的^，因而 


(11 


AP 和 AS 有关 • 


① 如果 r 用歼尔文来计揿，则 <( A 7 V > =$—. 

② 成对 M 7 W 和义 P 的统汁独立性可以由下述的论证直接看出.如果对给定为§丨丨1各式中的' 
取巧 ^^ S % x 2 =厶匕则相应的夂为（参看§22)：^ $ =厶777\\ =-厶 P / r •但时 =0( 根据普遍 
关系式 （111. 8>) •因此得出 （112. 5) 和 （112. 9). 
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<A5AP> 

对于熵和压强的均方涨落，我们 求出： 

<(AS) 2 > 

<(AP) 2 > = 


(112.9) 


c ” 

I dP 
\~dV 


): 


( 112 . 10 ) 
( 112 . 11 ) 


从我们所得到的这些公式可以看出：可加性热力学量（体积和熵）的均方涨 
落正比于物体中它们所属的那一部分的大小（体积）.与此相应，这些量的均方 
根涨落正比于体积的平方根，因而相对涨落反比于体积的平 方根; 这与§2中所 
作的普遍论断（公式 （2. 5)) 完全一致.但是对于温度和压强这样的量，则均方 
根涨落本身就反比于体积的平方根. 

关系式 （112.7) 确定了物体中粒子数给定为/ V 的某一部分的体积涨落.把 
这个方程式的两边除以/ V 2 ,我们就求出单粒子的体积涨落 


〈[△(』〉 (112.12) 

显然，这个涨落与我们是在恒定体积下还是在恒定粒了-数下考虑涨落必然是无 
关的.因此由 （112. 12) 可以求出物体给定体积内粒子数的涨落.因为在这种情 
形下 K 是给定的量，所以应当 写成： 


2 


T/dV 


1 




(i) 


tA ； V. 


以此代人 （ H 2. 12), 得 


〈（ AA0 2 〉 


TN 2 / d V 


V 2 \ dPI T 


): 


(112. 13) 


对于某些计算，这个公式的另一种形式较方便.因为微商是在恒定 


的/ V 下取的，我们 可写： 


I^/dV ； 
V 2 \~dP 


a 


但是粒子数 w 作为的函数，由于可加性的要求必须具有 /V = Vf ( P ， T ) 的 
形式（参看 §24); 换句话说， f 只是 P 和 r 的函数，因而在恒定的/ V 下或 V 下 


对 I •求导都无关紧要，因此我们 吋写: 
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(以上用到了关系式4 =丨力，它来自式 （24. 14) d /2 = MP=Sdr + /V 如）•因 

y \ dfi) TtV 

此我们得到粒子数涨落的公式如下 ® : 

<( A / V ) 2 ) = t (^) • (112. 14) 

\ dfi’ t ，V 

除了上面所考虑的各热力学量以外，物体还由它相对于介质的宏观运动动 
来描述.在平衡状态没有任何宏观运动，即 p = 0.但是，运动可由涨落引 
起； 现在我们来确定这种涨落的概率.在这种情形下，最小功就等于物体的 
动能： 

^ P 2 Mv 2 


式中 A / 是物体的质量 ， v 


P 


M 


是宏观运动的速度.因此我们得到所求的概率 


OC 


/ Mv 2 \ 

ex P (- "^ rj * 


(112. 15) 


应当 注意： 速度涨落是与其它热力学量的涨落统计独 立的. 速度的每一直角坐 
标分最的均方涨落都等于 


〈（牝） 2 > 


T 

Hi ' 


(112. 16) 


它与物体的质量成反比. 

从所得到的公式可以 看出： 像能量、体积、压强、速度这些蛰的经典均方涨 
落在绝对零度下（正比于温度的一次方）变成零.凡是具有纯力学意义的热力学 
M 都具有这种共同性质，但是一般说来，像熵和温度这样的纯热力学量则没有 
这种性质. 

温度涨落公式 （ U 2.6) 也 pr 以从另一种观点来 解释. 我们知道，温度的概念 


①这个公式可以很容易地直接从吉布斯分布 得出. 稂据乎均值的定义，我们有: 


N 


O/T 


^ N^ n/t ^ 

N <» 


把这个式子对 M 微分（在恒定的 I 和 F 下），得 


但是 


60 




a/v 


/ v ，所以 


e 


1(^ 


dO 

dfx 


y^ /T V e、T = +( “盖) 


dN 


(</V 2 > - N 1 ) =4r((AiV) 2 > f 


dfi r '' # _ ' ， t 

由此得 （112. 14) 式. 

从吉布斯分布出发，也可以得到其它热力学 M 涨落的表 达式. 
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可以通过吉布斯分布 引人； 这时温度看成是确定这个分布的参量.用于孤立物 
体时，吉布斯分布可完全描述其统计性质，不精确性仅在于 ：它导 致物体的总能 
量有虽然很小但毕竟+等于零的涨落，而这种涨落实际 h 不应当存在（参看 
§28末尾）.相反地，如果认为物体的能量是一个给定的量，那么就不能陚 f 物 
体一个完全确定的温度，而必须认为物体的温度应存在由公式 （112. 6) 所确定 
的涨落，其中 G 是物体作为整体的热容.显然这个量表征可以给孤立物体确定 
温度的精确程度. 

习 题 


1. 试求能量的均方涨落（用 k 和 r 作为自变量） • 
解：我们有： 


= ( 


dE 

~dV 


)，+(■ 尸 




V 


p ] AK + C V AT . 

* 


平方后取平均，得 


〈（△£) 2 >=十( 


aP 


2 


P T \ 


V 


dp) T 


CJ 2 . 


2 . 试求 〈（ aih 2 〉（ p 和 s 为变量） • 
解•• 


〈（△妒) 2 〉 = - 1 

3. 试求和 r 为变量）. 

解： 

( ATAP ) 


2 


dP 

~dV 


t 2 c ^ 


s 


T 2 (dP 


' ， C v \dV 

4. 试求 < AVAP>(V 和 r 为变量）. 

解： 

< AKAP > = - 7\ 

5. 试求 〈 ASAV 0( V 和 r 为变 量）. 


V 


〈嫌〉 = ( i /. 


6. 试求 〈 ASAr 〉（ K 和 r 为变量 ）• 

解： 

< ASAr ) = T . 


7. 试求一垂直悬桂的数学摆的偏角均方涨落 • 

解：设 Z 为摆长， m 为其质量 ，< p 为偏离铅垂线的角度•在这种情形下，最小 
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功 R m ,„ 就是当 摆偏离时对重力所作的机械功；小妒下 y R atn =jmg _ / 〆 .因此 


8. 试求一根拉紧的弦上各点偏移的均方涨落. 

解：设 /为弦长 " 为张力.我们考虑弦上与其一端相距: c 处的一点，并设这 
点的横向位移为 y . 为了确定< 〆 〉，我们必须考虑当 x 这一点有给定位移 y 时弦 
的平衡 形状； 它由从弦的两固定端至 U , y ) 点间的两条直线段构成.在弦的这种 
形变下，所作的功等于 

尺 m. n = F ( V xi + y 2 - x ) + ^[ Vi 1 -太 2 ) + / ~ ( / 一幻 ]« 午(丄 + )• 

^ \ X I 一 xf 

由此我们求出均方值为 

</) = Jj x ^ 1 ~ 太 ) • 


9. 试求弦上不同两点位移涨落乘积的平 均值. 


解：设 h , y 2 各为弦上与其一端相距处的两点的橫位移（并设 ' > 
x { ). 在给定的 y , 和：^下，弦的平衡形状由三条直线段构成，所作的功为 


R 


F 

Y 


2 


X 


7| 


X X^ X l 

按照 （11 K 9), 我们求出 



+ r 2 


(/ - x 2 )( x 2 - x } ) 


一 2r,r 2 



T 

<7!72> = — 々）• 


§113理想气体中的涨落 

JSJT 

把 V = i 代人 （112. 13), 可以对通常理想气体中给定的某一相对较小的体 

积求出其粒子数的均方涨落.这给出如下的简单 结果： 

(( A / V ) 2 ) = N . (113. 1) 

因此粒子数的相对涨落等丁•粒子平均数平方根的 倒数： 

y<(AAo 2 y _ 丄 

计算玻色或费米理想气体中粒子数的涨落，要用到 （112. 14) 式，其中的/ V ， 
作为和 V 的函数，用表达式 （56.5) 通过积分相应的分布函数得到.我们不 
在这里写出得到的复杂式子，而只注意下述情况.我们知道，玻色气体在 t < t 0 
的温度下（参看 §62), 压强与体积 无关； 换句话说，它的压缩率变成无限大.根 
据 （112. 13), 由此就会得出结 论：粒 子数的涨落也变成无限大.这意味着 ：在计 
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算低温下玻色气体中的涨落时，其粒子间的相互作用不论多弱也不能忽略不 
计; 考虑到在任何实际气体中必然存在相互作用，涨落将有限. 

我们进一步考虑气体粒子按不同 M 子态分布的涨落.我们重新考虑粒子的 
M 子态（包括它们平动的不同状态），并设为态占有数. 

我们考虑处于第 A 个量子态的一组心个 粒子； 由于这一组粒子与气体中其 
余粒子是完全统计独立的（参看 §37), 所以对之可用公式 （112. 14)： 

<( An 4 ) 2 ) = T ^. (113.2) 

0/1 

上式用于费米气体时，应取 



微分后 ，得： 

〈 （ AaJ 2 ) = h k ( 1 - n k ). 

对于玻色气体，用类似方式 可得： 

<(An 4 ) 2 > = h k (\ +n k ). 


(113.3) 

(113.4) 


对于玻尔兹曼气体，把 ^ t = exp ( 衅广 j 代人，自然地得到公式 

〈 （ An 4 ) 2 > = h kf (113. 5) 

这正是（丨 13.3) 和 （113.4) 在 ; i 4 «1 时所趋向的结果. 

我们现在把 （113.3) 和 （113.4) 对总共包含 ' = 2\个粒子的个相邻 

状态求和.由于上述不同~的涨落统计独立性，我们 得到： 


〈（ △/V,) 2 〉= GnU HP n) 


(113.6) 


式中 ~ 是相邻各心的共同值，而 / V y = hfi r 作为特例，以上公式可用于黑体辐 
射（平衡光子玻色气体），这时，在 （113. 4) 中必须令 a =0. 我们考虑（体积 V 内） 
频率相近（在小间隔内）的一组光子 M 子态； 这样 M 子态的数目等于 


Voj 2 ^0) 


(参看 （63.3)). 在这个频率范围内 M 子的总能量为 


= N j h(o ) . 


把 （113. 6) 乘以 （ fi %) 2 并略去角标 y , 可得黑体辐射在该频率间隔 Aoi 内能量 
涨落的表达式如下： 

t 磨 ‘— %，、 . M T C ( E A ) y « « M M v 


<( A £： a J 2 > = fuo - + 


Vo) 2 iikio 


(113.7) 
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这个式子由爱因斯坦 （1909) 首先 推出. 

习 题 

试求电子气在比简并温度低得多的温度下的 〈（ AA 0 2 〉. 


解： 在计算时，我们可以用在绝对零度下 M 的表达式 （57. 3). 由简 

\ ^ I T.V 

单计 算得： 


<( A / V ) 2 > 




V. 


§114泊松公式 

知道了气体给定体积内粒子数的均方涨落 （113. 1) 后，我们就可以对粒子 
数涨落的概率写出相应的高斯 分布： 

1 r (w - A) 2 i 

w ( N)dN = T e xp ! -:— - dN (114. 1) 

1 2A； 1 

但是这个公式只适用于小涨落々之差必须比粒 子数々 本身小得多. 

如果气体中所选定的体积 I 足够小，那么其中的粒子数也不大，也值得考 


虑 / V - A 同々 可比的大涨落.应当 注意： 这个问题只对玻尔兹曼气体有意义，因 
为在费米气体或玻色气体中，这样的涨落的概率只有当体积小到量子涨落占优 
势的时候才变得 M 著起来. 

解决上述问题的最简单方法如下.设 K 和/ V 。为气体的总体积和其中的粒 
子总数，并设^为比 K 小得多的一部分体积.由于气体的均勻性，显然某一给 

定粒子处于体积 K 内的概率就等于比值而/ V 个给定粒子同时处于^内的概 


率为同理，一个粒子不在体积 V 内的概率等于而 乂 -^ V 个给定粒 

子同时不在的概率为 p ' 因此/ V 个任意的分子一起处于体积 P 内的 

概率' 由下式給出： 



(114.2) 


式中引入了因子^^|~^7^,它是从乂个粒子中选取/ V 个的可能方式数. 


在我们感兴趣的情形中汴《 而粒子数/ V 虽然可能与它的平均值々相 



差很大，但比起气体中 的粒？ 总数乂来自然还是小 得多. 因此我们可以令 yv 。 
為 （ n 0 - n )\ a ^， 并略去幂指数中的/ V ,于是 得到： 

1 / 明 V\* v ° 

WN = 珥(1^) ( 瓦） • 


N.V 


但是 f 并不是別的，而就是体积 V 内粒子数的平均值 t 因此我 们有: 




最后借助于熟知的公式 


lim [ 

-♦00 \ 


n 


N \ n ° 


外-彔)社 / v 0 Tffi e H 關撕棚鮮絲女 nTA ① 

_ 

Wn ■ N \ • 

这就是所谓泊松公式.容易看出，它满足归一条件 


(114.3) 


,?0 


用这个分布可计算粒子数的均方涨落: 


0D 


<yv 2 ) = X " 2 


4 (/ V - l ) 




_ fo ("- 2)! 

由此，所求的涨落仍有以前 的值： 


Z 


. N n 

\ (/ v - 1 ) 


<(A/V) 2 > = </V 2 > - iV : 


(114.4) 


因此，不仅对很大的而且一般对任何 A 值，粒子数的均方涨落都等于 A . 

应当注意 ：公式 （114. 3) 也可以直接从吉布斯分布得出.根据吉布斯分布, 
气体 yv 个粒子同时按不同量子态的分布由下式 确定： 


①对于小涨落（|〜-义 | 《义，且&很大），这个公式自然地过渡到公式 （ H 4.1) •看出这一点很 
容易，只要对大数/ V 的阶乘应用斯特林渐近公式 

M = 72W- N N t mN , 


并把 In 按 /V - / V 的幂次展开. 
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fl + fiN - V f A 
exp - - -, 

式中 Z ~是各个粒子能 M 之和.为了获得所求的概率，必须把这个表达式 

对分配到这个体积 V 中的粒子所冇状态求和.如果对每一个粒子的状态独立求 
和，得到的结果必须除以/ V !(参看 §41), 于 是得： 

e 1 ^ 7 / ^ fi - e k \ 、一 e n/T £ ^ v ~ 

= aTi ? ex p = w( z 〜）. 

何是这里的和式不是别的，而就是该体积内粒子数的平均值. 

因此我们 求出： 


從.、•= 常数 • § y ， 

然后归一化条件给出 ：常数 ①，重新回到公式 （114. 3). 

§115溶液中的涨落 

溶液中热力学量的涨落，可以用§ 112中处理相同粒子所构成物体中的涨 
落的同样方法计算.如果预先进行下述的考虑，则相应的计算可以大大简化. 
我们来考察一小部分溶液，其中包含给定数目^的溶剂分子，试图 汁算这 

一部分中溶质分子数 n 的平均涨落，也就是其浓度 c 二 ■^的 涨落.为此，我们必 

须考虑溶液在给定非平衡值 n 下可能的最完全平衡（参看§ 111第一个脚注）. 
将浓度取定，不影响溶液的这一小部分建立同其余部分之间涉及彼此能量交换 
或体积变化的平衡.前者意味着在整个溶液中温度保持常数（参看 §9) ，而后者 
意味着压强保持常数（参看§ 12). 因此，要计算均方值 〈（ Ac 2 )〉， 只需考 虑在佾 
温恒压下所发生的浓度涨落. 

这个事实本身就意味着：浓度涨落同温度和压强的涨落是统计独立的，换 
句话说\ 

< AfAc > =0 T ( AcAP ) =0. (115. 1) 


① 这就是说,与理想气体的状态方程一致. 

② 史严格的证明可以用§丨12第三个脚注中所描述的方法 给出. 借助于热力学关系 dE = rds - 

(在常数/ V下 ），（96. I)PT 改写成形式 

d/f mill ^(r-r 0 )ds-(P-p 0 )<n/^( M f -Mo)dn. 

由此可以看 出：如 果选择下列各量作为 = AS ,, x 2 = An , 那么它们的热力学共轭 M 为： A , = 

~. X 2 = 于是由 =0 和 b 3 X 2 > =0 将出 （115. 1)式. 
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根据 （96. 1 ) ，在恒温恒压下使粒子数 n 改变 An 所；要的最小功等于 
式中 〆 是溶质的化学势.把 A 少按 An 的幂次展开，我 们有： 


( S )。 列 


P.T 


于是, 




m _" 2 \ d nl P T - 

把这个表达式代入普遍公式 （112. 1) ，并与卨斯分布公式 （110. 5) 比较，我们得 
到所求的粒子数 n 的均方 涨落： 


(( A / i ) 2 ) = 


( Sfi'/dn) p T $ 


(115.2) 


除以 / V 2 , 得浓度的均方 涨落： 


〈（ Ac ) 2 〉 


(115.3) 


'、 h N { d ^/ dc ) p ； 、 • ， 

后者反比于溶液的这一小部分的物质量 （ AO , 这原是理所当然的（参看 
(112. 11) 后面的讨论）. 

对于稀溶液，^=^,(115.2)式给出： 

dn n 

<( An ) 2 ) = n . (115.4) 

应当注意，正如所料，这与理想气体中的粒子数涨落公式 （113. 1) 完全类似. 
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在均勻的各向同性的介质（气体或液体）中，粒子在空间的所有位置都是等 
概率的，这一论断，在其余所有的粒子可以占据任意位置的条件下，适用于每一 
个给定的粒子.自然，这个论断并不与下述事实矛 盾：由 于粒子的相可.作用，在 
不同粒子的相对位置之间必然存在某种关联.譬如说，如果我们同时考虑两个 
粒子，那么当给定一个粒子的位置时，另一个粒子的不同位置并不等概率. 

用 n ( r ) 表示精确（涨落着）的粒子数 密度； 乘积是（在给定的时刻）处 
于体积元内的粒子数.为表征粒子在空间两点位置间的关联，我们引人密度 
涨落的空间关联函数： _ 

〈 An, An 2 ) = «, n 2 - n 2 , (116. 1 ) 

式中而指标 1 和 2 区别在空间两点 r , 和/* 2 的 n ( r ) 值.在各向同性 
均匀介质中关联函数仅仅与两点之间距离的绝对值 r = | r 2 丨有关.当 r—oo 
时，在点 r , 和 r 2 的涨落成为统计独立的，因此关联函数趋于 0. 

对于用上述方式引入的关联函数，通过以下讨论来解释其意义是有益的. 
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由于体积 dv 无限小，其中不吋能同时有一个以上的粒 Z 1 ; 在其中 N 时发现两个 
粒子的概率是高阶的无穷小.所以粒子的平均数 dr 同时也是粒子处于体积元 
dv 中的概率.我们再用 hw n ( r ) dV 2 表示在一个粒子处于体积元 dK , 的条件下， 
粒子处于体积元 dK 2 的概率 （ r — 00时， „； 12 — 1 ). 如上所述，显然平均值 

( n { dV { • fi 2 dK 2 > = ndK , • hw l 2 6 V 2 . 

因此 = w n h 2 . 这个等式在 r , ^ r 2 时成立，但不能过渡到 r 2 — 的极限情 
形，因为推导中没有考虑到，如果点1和点2相同，则处于 dV , 中的粒子也处于 
dV 2 中.容易看出，考虑了这种情况的关系式应当具有形式 

{ n x n 2 ) = n 2 u /, 2 + / V 8( r 2 - r ,). (116.2) 

实际上，如果我们取一个小体积 Ah 把 （116.2) 乘以 dK , dh , 并遍及这个小体积积 
分.这时 # u ;, 2 项给出一个二阶小跫（正比于 （ AK ) 2 ); 而带 S 函数的项给出一阶 M 
也本该如此，因为准确到一阶量时只可能有0或1个粒子处于小体积内. 

关联函数 （ H 6. 1) 也可适当地分出带5函数的项，写成形式 

( A / i , An 2 ) = n 8( r 2 - r ,) + hv { r ) , ( 1 16. 3 ) 

式中 

v { r ) = h [ w l 2 ( r ) - 1 ]. (116.4〉 

我们将原始最 〈△«,△&> 和函数 二者都称为的关联函数. 

现在取某一有限体积 h 把等式 （116.3) MdF , dV 2 积分.引人在这个体积中 

的粒子总数/ V (因此 iiK = 夕） ，得： 

<(AiV) 2 ) = iV + nL(r)dV,dK 2 , 

或者把对 dV , dl / 2 的积分转为对其中一个粒子的坐标以及相对坐标1*=/* 2 •，的 

积分， 

fi/dV = 〈（朗 2 〉 ~ 1. (116.5) 

J N 

于是，关联函数对某个体积的积分可用这个体积内总粒子数的均方涨落表示. 
利用后者的热力学公式 （ U 2. 13) ，可借助热力学量表示这个 积分： 

\ vdV -- T ^0 T - x ' ( 116 . 6 ) 

对于普通的（经典的）理想气体，理所当然积分变 成零： 在这种气体中，不同 
粒子位置间没有任何关联，因为它们之间没有任何相互作用一既没有直接 
的，也没有（量子的理想气体中）交换的相互作用. 

相反，在液体中（远离临界点），由于液体的压缩率很小，表达式 （116. 6) 中 


①函数与§79中引人的函数 w l 2 ( r ) 区别在于归 一化： = p . 
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的第一项比1小得多，积分接近于 -1$. 液体粒子之间的主要相互作用力，作 
用半径具有分子线度 a 的数 铽级. 考虑到这些力，关联函数〃（/ ■) 将随距离指数 

衰减，而指 数为〜 

a 

因为密度涨落和温度涨落是统计独立的，所以在研究密度涨落时，可以把 
温度当成是小'变的.根据定义，物体的总体积也 不变. 在这些条件下，为使物体 
偏离平衡所需做的最小功等于物体总自由能的改变因此涨落的概率 

w oc exp (- ^^1). ( 1 16. 7 ) 

与密度涨落有关的改变可以表示为如下形式： 

AF, = An, An 2 dV , 1 dV / 2 . (116.8) 

我们将演示如何用函数 p ( r ) 求出相关函数 u ( r )^>. 

我们考虑体积 V 很大但有限的物体，把 An 展开成傅里叶 级数： 

An = y A/i^e 1 * r , An k = fAne r d^ (116.9) 

* ^ ^ 

(由于 An 为实数 An _* = An / ). 把这些表达式代人 （116. 8) 并积分，所有带乘 
积时变为零，结果求得 

^ 丨 IVU), (116.10) 

Z k 

式中采用以新宗 ffl A 标识的同样字母 p 表示函数 p ( r ) 的傅里叶积分分量 


<p(k) = |<p(r)e" i * -, dK (116. 11) 

因为和式 （116. 10) 的每一项只与厶〜中的一项有关，所以不同 A 〜 的涨落 
统计 独立. 每一个平方项 I I 2 在和式中出现两次 （ ±&)，因此它的涨落的概 
率分布由下式给出 


W OC 


exp( I A 



最后，考虑到 I I 2 是两个独立量的平方和 （ A 〜 是复的），由此求得均方涨 

落 


〈丨 I 2 〉 = v^T)* 


( 116 . 12 ) 


① 值 -1 似乎对应于液体粒子的彼此不可穿透性•它们被看成是密实的小球 • 

② 但是也存在 K 程弱相互作用力（范徳 K 尔斯 力）. 这些力导致在相关函数中出现随距离（按幕 
律〉缓慢衰减的项（参看本教程第九卷 >• 

③ 用数学术语说是对的二阶变分导数. 
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另一方面，在等式 （ 1 16. 3 ) 的两边乘以 exp ( - iA: • r ) = exp [ - \k • ( r 2 - 
r ,) ]把它再对 dV x dV 2 积分，我们得到 

( | An * | 2 )=专[1 + 〆 々)]， v { k ) = jv(r)e' k r dV . ( 1 16. 13) 
最后，把 （116. U ) 代入这里，得所求结果 

v { k ) = 3 -^tt - 1 - ( H 6. 14) 

n < p \ k ) 

习 题 

确定稀薄气体关联函数按$的幂次展开的一 次项. 

解： 从公式 （79. 2) 出发，在一级近似下可以认为，给定的两个粒子外的所有 
其余粒子相距很远，它们的相互作用可以忽略不计，因此积分后给出.以 
同样的精度可以设 / r = / r i(J . 结果求得 

以 r ) =心娜 r - l ]， 

式中 以 （ r) 是气体两个粒子的相互作用能. 

值得注意，把这个表达式代入 （79. 1) 可给出气体的能量 

£： = £ id + 券啊 1 + f)dV = E, 6 + 裂 Ue v/T dV. 

当然 ，这个结果与近理想气体自由能的公式 （ 74. 4) ,(74. 5) —致. 

§117简并气体中的密度涨落关联 

正如上一节指出的，在经典理想气体中不同粒子的位置之间通常没有任何 
关联.但是，在 M 子力学中根据波函数的对称性原理$，由于理想气体粒子的间 
接相互作用产生了关联. 

简并气体关联函数如何确定的问题，用二次量子化方法（已在§80中计算 
电子气能量时用过）解决 M 为简单. 

众所周知，在这种方法里粒子数密度对应于算符 

n ( r ) ( r )^ r ( r ) ； 

把 少算符 （80.5) 代人后，用和式表示 

n ( r ) = .中; JrO )， (117:1) 

ao ' pp r 


①对于费米气体中涨落的关联， B . C .< Dypc OB 曾研究过 （ 1937) .而对玻色气体 A. TanaHHH 曾研 
究过 （1940). 
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式中求和遍及所有的动 M 值 P ，， （对于体积 v 中的自由粒子）以及自旋分 M cr , 
但是由于 tr 值不同的自旋波函数有正交性，和式中只有 cr = o ■'的项实际 
上不为零.在乘积中归一化的自旋因子给出1，因此，波函数可以简单地 
写成坐标平面波的形式 


一 

/V 

容易看出，和式 （117. 1) 的所有对角项 （p 

算符就是在给定量子状态下的粒子数 n 

1 ^ N 

——> n =—= 

v 4^ pa v 


(117.2) 

正好给出平均密度^因为 
，所以这些项的和等于 


因此可写 


( r ) - A = X 


(117.3) 


此处求和号上的撇号表示不计其中的对角项.借助这个式子不难计算待求的平 
均值〈 An 丨 An 2 >. 

平均值的计算分两步.首先应当对粒子状态求量子力学平均.这种平均归 
结为对给定物理量取相应的对角矩阵元.把属于不同点 r , 和/ * 2 的两个算符 
(117. 3) 式相乘，我们得到一个和式，它包含每次取四个算符^^…二所得的不 
N 乘积项. 但是 在所有这些乘积中，具有对角矩阵元的只是那些含有两对带等 
同指标算符之项，即 

( r 、、中 A r \)K (r 2 )if/ p (r 2 ). 

<rpp 

这些项构成对角矩阵，有 

A A ♦ 1 _ 為 ♦ A 

a , V°FV =1 + V < r » W = V 

(从此往后，上号记费米统计，而下号记玻色统计）.再把 （117.2) 式的函数代 
入，得 

士 Z’(i ; v ，） v ex pf+(p _〆 ） •（q - o • 

这个表达式现在应该进行在统计意义上（即按照粒子在各量子态上的平衡 
分布）的平均.因为处于不同 fi 子态的粒子彼此行为完全独立，所以粒子数/1~ 
和/1„.„可独立求平均.结果我们得到所求的平均值 


< An, An 2 ) 


2 


+ vJ 


exp 


— {P 一 P f ) •(广 2 - /•,)]• 


(117.4) 


①应该提有自旋的粒子的波函数是旋 M . 因而 （ H 7. I >中波函数的乘积实际上是协变旋姑和 
逆变旋 M 按旋错指标（不应将之与表氺状态自旋本征值分 M 的指标〜 〆 相混）适当求和后的“标 M 积' 
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现在照一般方式将对 p ，， 的求和化为对^^的积分（这时 p #， 的限 

( 2irn) 


制变得不再重要）.积分分为两部分，其中第一部分为 



exp 


(P •〆 ） • （ r 2 - 


d 3 /?d 3 〆 

(2 ir /0 6 . 


对 7^7 的积分给出 8 函数 8(rz - r ,) ，这使得可对被积式其余部分设 r 2 


0;此后有 


5(r 2 - O 



d 3 p 


= hh( r 2 - r,). 


^ (2irh) 1 

这正好是公式 （116. 3) 中的第一项.因此，关联函数 （（116. 3) 中的第二项）有下 
面的表达式： 


r) = + — 


ip-r/k 


d > 


( 2 irh ) 


(117.5) 


在平衡的气体中，粒子按量子态的分布依从费米或玻色分布公式 




土 


(117.6) 


这些数与 f 无关； 因此 （117.5) 中的对 cr 求和就给出因子 +1(5 是粒子的 
自旋）.所以，最后我们得到关联函数的如下公式 ® 

〆 •"灸 d 3 p 


⑺=; 4 


或者，对 P 的取向积分后得 

v ( r ) = + 


J 7 


M)/r ± 1 (2 tt ^) 


g 


4 ir 4 W 


c 


sin(pr/h)pdp 




土 


(117.7) 


(117.8) 


密度涨落傅里叶分量均方值的公式，只要将 （117. 7) 式〃 （ r ) 代入普遍公式 
(116. 13) 并对坐标积分，也很容易得到®: 

〈|〜| 2 〉 = f /^0 ⑴ 7 . 9 ) 

从 （117. 7) 式痒先可以看出，对于费米气体 〆 r ) <0,而对于玻色气体 p ( r ) 
>0.换而言之，在玻色气体中，一个粒子在空间某点的存在增加了在这点附近 
发现另一个粒子的概率，即粒子经受独特的吸引力.而在费米气体中，恰好相 
反，粒子呈现出的类似于排斥力（参看§56末尾的说明）. 

根据在本节开头所述，在经典极限下关联函数变为 零：在6->0时，（117.7) 


中被积表达式振荡因子 exp ^ • rj 的频率无限制地增加，积分趋于零. 


① 对于玻色气体，这个公式只适于温度比玻色-爱因斯坦凝聚点高的情况（参看习题 4). 

② 谨防将气体密度涨落的傅里叶分* 与粒子的量子态占有数\相混. 
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0时，函数》/(「）趋于常数 极限: 


1^(0) 




2 


? A 


(117. 10) 


' , n |J ^(2Trfe)M g 

我们把 （ U 7.8) 式应用于 r = o 时的费米气体.在这种情况下，分布函数是 
阶跃函数：当 P < p t 时，元，=1;当 >/ v 时，\ =0,式中 p F = H ( 6 Tt 2 h / g ) 1/3 是限界 
动量.因此求得 


Kr ) 


4Tr 4 fi 4 hr 


Pv r 


F 2 

psin ^-dp • 


我们考虑不太小的距离，即认为 +» h 与此相应，只保留积分中 i 的最低次 


cos 


(117. 11 


项： 

“ r ) = • ，巧 - 4 cos 2 - 2 [ 1 + cos^^)- (117.11) 

2 it p ¥ r n 4 tt p h r \ h / 

在比所考虑距离小得多的区间 Ar 上，余弦变化很快.对这样的区间求平均，得 
到 


小） 


3 h 

~ 


4 it p r r 

题 


(117. 12) 


• 确定费米气体在 r = o 时密度涨落的低波数 u «7) 傅里叶分量的均方 

n 


值. 


解 ：（117. 9) 中的被积式只有在& = =0的各点才不等于 0( 而等于 

1), 这些点在以原点为中心以 /> F 为半径的球内，同时在中心移了 而半径相 
同的球以外.在觖 《/> F 下求出这个区域的体积，得到 

/| An Wp . _3khn_ 

U J ； (2 ir ) 3 ft 2 V 4 Pf V 

2 . 确定费米气体在比简并溫度低得多的溫度下的关联函数 • 


2 


解：在 （117. 8) 的积分中设，并作如下 变换: 

Zm 




ps\n(pr/h)dp 


:舞 h 


Ho 


cos(pr/h) dp 

7 7 ^ )7r + 1 


分部积分，之后引入新变由于 r 很小，被积式随着|,|的增加 


而很快地减小，对 djc 的积分可以扩展为从 - »到+ 00 
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dr 

! 

dr 



sin (x 


Xxr 


dx 


s\n( p y r/h) 


\Xrx 


r 


(〆 + 1 ) (e f 

dx 

(e 1 + !)(e^ 


式中 A = g ). 所得到的积分用(〜) 


-1 


代入化为欧拉 B 积分，结果得到 


l = h 


dr 


^ s,n ^ 


sinh( ttAt) 


h 


对于〜的距离，对变化很快的余弦平方取平均，最后得到 


»/(r) 


3( m 7，) - sinh- 2/7rmrr 


^ P \ 


( 


fiP 


Pr r 


在 r—0 时这个公式变为 （ 1 〗 7. II). 在十不仅比 1 大，而且比$也大的渐 

n / 


近区内，我们有 


,、 3( mT) 2 / 2irmTr 

p ( 厂） = 一— •—飞 一 2 … exp 


( 


hp;r‘ *\ h Pv 

• 对于玻色气体，在稍稍高于玻色-爱因斯坦凝聚起始点 7 ；的温度下，求 


其大距离 （ rAfe / v ^ r ) 的关联函数 • 

解：在 7 ；点附近化学势 1 / 1 1 很小（参看§ 62 习题）.这时 （ in . 7 )中的积分 

e 


(记作 /) 取决于小 P 值区： 


- 因此，被积表达式按£和 M 展开, 

7 ml I 


求得 0 D 


ipT/h 


T 


d 3 p 


mT 


p 2 / 2 m + I ( 2 ^nh 2 ) 3 


exp 


[ — (2m 

At |) ，/2 1 

1 r 

h 


最后， 


2 rjyl 

⑺ 一 j^lL_ 

V r V - 2 十 2 CX P 

4tt nh r 


r 


2{2m\,i\) 

h 


4 . 求玻色气体在 r < r 。 时的相关 函数. 


①此处用了傅里叶变换公式 

dK ._42 L _ 

沪 i x^k 1 (2-ir) 3 * W 

得出该式的最简单方法如下.注意到函数满足微分方程 

^(p-x 2 <p = 一 4ttS( r ) ， 

方程两边乘以〃并在整个空间积分（并且对 e — 作两次分部 积分） ，就得到所要的结果 • 
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解：在 r < r 。 下，有限比例的粒子数处于 p = o ( 凝聚）的 状态. 重新回到表 
达式 （117. 4) ，应该（在化求和为积分以前）预先分出 p 或，等于零的项，并考 


虑到这时在每一个 p = o 的量子态中的粒子数 ：' 
分如正文所述，相应于 （117. 7) 结果我们求得 

,、 2 n o, r m2 t r 


•• 此后，化求和为积 


(r) = ¥/ + 冬 / 2 , 




dp 

P (2irh) 


式中％ = - — ，并且\由从=0的玻色分布公式给出： 


在距离 r » hA / 爪 T 时 ，积分/ 


77(2irf r) (从上題中公式取在 =0) ,因 


此， 


如果 r 不太接近 r 0 (因此 
《 h / y/mf 3 积分 


mTn 0 gm 2 T 2 
r _ Trnh 2 r + 4iThh*r 2 ； 

不是太小），第二项可略.在相反的情况下，距离 r 


'(2irfi) 3 


因此 


v{ r) «i/(0) 


S n 


值得注意，对于玻色气体，积分 p 加在 T<T 0 时发散，所以按 （116. 5) 式计 
算就会导致粒子数涨落有无限值，这与§ 113中的有关评述一致. 


§118涨落的时间关联 

我们考虑表征处于热力学平衡的某个闭合系统或其一部分的任何一个物 
理 M (在第一种情况下，有一些量如能童根据定义对闭合系统保持不变，所考虑 
的量不应该是这样的 M ). 这个量随时间有不大的变化，在其平均值附近涨落. 
我们仍然用40表示这个量的实际值与其平均值之间的差（以使 i =0). 

在不同时刻的值之间存在着某种 关联； 这意味着^在某一时刻 f 的值 
将影响它在另一时刻^具有各值的概率.正像在前几节中讨论空间关联时一 
样，我们用乘积的平均值来表征时间关联.在这里，仍旧像通常一 
样是在统计的意义上来理解求平均，即对于量 X 在时刻《和 广的 一切可能取值 
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的概率求平均•在§ 1中已经指出，这样的统计平均等价于时间平均 ：在这 里，在 
给定的差值^ ^下对时间 t 和 "之 一求平均.这种方式得到的量 

(p{t f - t) = (x(t)x(t r )) ( 118 . 1 ) 

只依赖于差值所以，该定义也可以写成形式 


<p(t) =〈太 (0) 太⑴〉. （118.2) 

当时差无限增大时，关联显然消失，与此相应函数 wo ) 趋于零.我们还应该注 
意，由于定义 （118. 1) 对于 f 和^的交换明显对称，函数 p ( t ) 是 偶的： 

(p( t) = cp( — I) • (118.3) 

我们把 wo 当成时间的函数，同时也就暗指它自身按经典方式行事.然 
而，所述的定义也 町以表 达成适用于量子力学1的形式.为此^这个 M 必须代 
之以域子力学的含时（海森伯）算符 i (0. 属于不同时刻的算符和通 
常不可对易，因此现在关联函数必须定义为 


<p(t' -0 = +i(O;(0>, (118.4) 


此处的平均对精确的量子力学状态求®. 

假设 X 是这样一个 M , 对它指定一个确定值 （ 比它的平均涨落 〈* 2 > w 大得 
多），我们就能描述一个不完全平衡的确定状态.换句话说，在给定 X 值下建立 
不完全平衡所需的弛豫时间，假设比*本身达到平衡值所需的时间小许多.这 
个条件对于很宽的一类有物理意义的 M 都满足.这类董的涨落称为是准定态 
的叭本节下面将考虑这种类型的涨落，另外还假设 X 是经典 M ®. 

我们还将假设，在趋向完全平衡的过程中，在系统中所发生的对于平衡的 
任何偏离，都不需要另外引人新量来描述.换而言之，在每一时刻非平衡系统的 
状态完全取决于 x 的值（更普遍的情况将在下一节考虑）. 

设文这个量在某个时刻 f 具有比平均涨落大得多的值，即系统远离平衡.那 
么可以 断言： 在以后的时刻，系统将力图趋于平衡状态，与此相应 x 将减小.同 
时，由于所作的假设^的变 化率在 每个时刻完全取决于 x 本身在该时刻 的值： 

X = x(x). 

如果 I 还是相当小，则可以把 iu ) 按 X 的幂次展开，并只保留线 性项： 

孕 = - A 怎， （118-5) 

at 


① 这％必须再提醒一 下：根 据统计物理基本原理.无论是用系统定态精确波函数以力学的方式，还 
是用吉布斯分布以统计的方式，求平均所得的结果不受影响.不同之处只在于：在前一种情形下结果用物 
体的能 tt 表示，而在后一种情形下表示成温度的函数. 

② 也称为热力 学的， • 

③ M 子力学 M 准定态涨落的公式 ，最后 珂通过§ 124中所述的简单修正（参看 （124. 19>)从经典 M 
的公式得到. 
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式中 A 是正的 常数； 展开式中零级项不出现，因为在完全平衡态中（即 x =0 下） 
速率$应该为零.方程 （118. 5) 是描述非平衡系统弛豫过程的线性化宏观“运动 

方程”（弛豫过程物理性质完全依赖于 X 这个量的性质）.常数+决定建立完全 

A 

平衡的弛豫时间的数量级. 

回到平衡系统中的涨落，引入记某量在它于 i =0时刻有给定值*的 
条件下在稍后时刻 t > 0 的平 均值； 这个平均值一般不为零.显然，关联函数 
史0)可用函数 60) 写成 

(pit) =〉 ， ( 118 . 6 ) 

式中平均仅对初始时刻 t =0时 z 的不同值的概率求. 

对于 t 比平均涨落大得多的值,从方程 （118. 5) 另外有 

⑴，^ > 0. ( H 8.7) 

Qt 

考虑到匕0)这个量为平均值，应该认为这个方程对于任意小的 6(0 也同样成 
立.把方程积分并记住根据定义有 f ,( o ) =* ，我们求得 

彡 ,（0 = xe' A, , 

最后，把它代入 （118. 6)，我们就得到确定时间关联函数的公式 

< p ( t ) = (* 2 )e A, . 

然而，该公式当前的形式仅适用于 f >0, 因为在推导中（方程 （118. 7)) 实 
质上假设了时刻 f 在/ =0之后.另一方面，考虑到函数 p (0 是偶函数，可以写出 
最后的 公式： 

( p ( t ) =〈文 2 〉 e _M,1 =丄 e _A|11 (118.8) 

(〈％ 2 〉由 （110. 5) 给出），它适用于尤论正负的所有《值.这个函数在 f =0时具 
有两个不同的导数.这种情况起因于我们考虑的时间间隔比建立非完全平衡 
(在给定 X 值下的平衡）的所需时间大得多.考虑不在“准定态”理论可能范围内 

的较短时间间隔，当然在* =0时会有 等式# =0,正如£的导数连续的任何偶函 

dt 

数所应该的那样. 

上述理论还可以表述成另一形式，它可能更有利. 

如前所述，量 V 而非其平均值匕）的方程式土 = - Ax , 只是在； r 的值比平均 

涨落大得多的情况下成立.在任意的 * 值下，我们写 

x = - Ajc + y , ( 1 18. 9 ) 

这定义了新量 y . 虽然 y 这个量的振幅绝对值绝不随时间改变，但是如果$足够 
大（在上述的意义下），则 y 相对较小，在方程 （118. 9) 中可略.用这种方式引人 
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方程 （118. 9) 中的量 y (通常称为“随机力”），应该看成是文这个量涨落的起源. 
这里的随机力关联函数〈: K (0) yU )> 应当适当限定，以使得可导出 “（0) x (0〉 
的正确结果 （118. 8). 为此必须设定 

< r (0) r (0) =2 A <?〉 s (0 = ( 118 . io ) 

很容易证实这一点，只要把方程 （118. 9) 的解写成 

无 ⑴=^ y(r)e AT dr f 

J • 00 

并对乘积 40UO ) 写下二重积分然后求平均. 

表达式 （118. 10) 在时变为零，这一事实意 味着: 7( f ) 在不同的时刻的 
值不相关.实际上，这个说法自然是近似的，并且只是表明 ： y (0 的值只在与建 
立非完全平衡（在给定的 Z 下的平衡）所需时间同数量级的时间间隔内才是相 
关的，正如已经指出的，在上述理论中它是可略小量. 


§119多变置涨落的时间关联 


在上节所得到的结果可以推广到同时有若干个 




偏离其平衡值 


的涨落.我们将再次假定，已经从这些值中减去平衡值，因此全部平均值有 < =0. 
这些最涨落的关联函数（在经典理论中）取决于 

fPiki 1 ' - 0 = ^ ) x t ( 0 )• (119.1) 

鉴于该定义本身，这些关联函数具有显然的对称性质 

= < Pki (- 1 ). (119. 2) 

然而，关联函数还存在另外一个对称性质，它具有深刻的物理意义.它来自描述 
物体粒子运动的力学方程的时间反演对称性 A 由于这种对称性，在求平均时 
x ,. 和\中哪个取较早时刻哪个取较晚时刻，无关紧要.所以= 

即 

- 0. (119. 3) 

从 （119.2),(119.3) 这两个性质，也可得出 < p tk { i ) =< p ki ( t ). 

这里的推导暗含如下假定在时间变号下保持不变.但是也存在着在时 
间反演下自身变号的量（例如，与任何宏观运动的速度成正比的 M ). 如果两个 
量&和\都具有这样的性质，则关系式 （119. 3) 将又 成立. 如果两个量中一个变 

号而另一个不变，则时间反演对称性表明〈\(^)\(0〉= -( x .( t ) x k ( n )^ 

~ 0- (119.4) 

结合 （119. 2) 得… （ f ) = -< p ki ( t ). 


①这里假定系统不处于磁场中，也不作整体转动 （参看 § 120下面）. 


§120 动理学系数的对称性 
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与上节一样，现在假定涨落是准定态的，即 &，•••，& 这一组值（超出平均涨 
落范围）决定非完全平衡的某个宏观状态.在趋近完全平衡的过程中各量 
随时间 变化; 假定这一组函数完全表征这个过程，而不发生离开平衡的其 
它偏离.那么，在每一个非平衡态中1的变化率是在该状态中&，•••，&这些值 
的 函数： 

x t =毛 ( x , ,… ,0. (119. 5) 

如果系统处于比较接近完全平衡的状态（也就是可以认为\很小），则函数 
(1〖9.5)可按\的幂次展开至一次项，即表示成线性和的形式 

x , = - \, k x k ( 1 19. 6) 

式中是常 系数％ 这些表达式推广了方程 （118.5). 

由此可以按§118中的同样方式得出关联函数的方程.对于给定在时刻《 = 
0的所有值& ,% 2 ，…，引人在《 >0时刻;^的平均值& (<) ，（为简便起见 ，略 去记 
号右 ,（ 0中的1值）.这些 tt 满足与 （ 1 19. 6) 同样的 方程： 

I =H (119.7) 

并且它不再仅适于较大（与平均涨落相比）的 60) 值，也适于任意小值.将 
f (0 乘以力 =力（0)并对不同值力的概率求平均，可得关联函数％, («) = 
(0^). 对方程 （119. 7) 进行这种运算，我们得到 

去史 "（0 = - ^ ik < Pu ( l ) » 1 > 0 (119.8) 

(在这组方程中，指标/是自由的）. 

正如已经指出的，方程 （119. 6) 不是别的，而是描述非平衡系统弛豫过程的 
线性化宏观“运动方程”.我们看到，涨落关联函数方程组可由 *,(«) 的“运动方 
程”通过用函数代换*,(0而轻易得到，这里的指标/是“自由的”，可取从1 
到^的所有值.这种方式得到的方程适于时间 < >0,应取如下“初条件”求 积分： 

< iP i 4 (0) = <*.(0)* 4 (0)> s < X i x k > = p-\ k (119.9) 

(平均值 〈 W 〉 应该等于 （111.9) 的值）.时间 i <0 的关联函数随后根据对称性 
质直接确定. 

§120动理学系数的对称性 


我们重新回到描述近平衡系统弛豫过程的宏观方程 （ 1 19. 6) :® 


① 与§ m 中一样.约定对重复两次的拉丁指标从1求和到 

② 在具体应用中.常常碰到这样的情 形：所 趋向的完全平衡状态与某些外参里（如体积、外场）有 
关，而它们本身又随时间缓慢地 变化； 所考虑各 S 的平衡（平 均） 值也随着改变.如果这种变化足够缓慢. 
那么我们仍旧可以利用所有上述的关系式.不过平均值 < 不能再假定总 为零； 如果用表示它们， 
(120 .丨）应改写成: 


i, = - ^ x{ 0) ). 


(120.2a). 
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= - \ tk x k . (120. 1 ) 

这些方程具有深藏的内部对称性，要明显地看出它们，方程右边表示量必须不 
用七这些量本身（方程的左边为其变化率），而用其热力学共轭 M 





( 120 . 2 ) 


(它们已在§ m 中引 入）. 在平衡状态中，系统的熵极大，因此所有的 A = o . 
^不为零但义…比较小（即在系统的近平衡态）时，戈可以表示为线性 


当 


S 2 


数的形式 


X i = (120. 3 ) 

常系数汉^是弋的一阶导数，即 S 的二阶 导数； 因此 

ftik = Pki - (120. 4 ) 

如果按 （120. 3) 把&各量用戈表示，并代人 （120. 1)，则得到弛豫方程形 


为 


式中 


< = - 7 ik x k » 

(120.5) 

Jik = 

• 

(120.6) 


是新 常数； 它们常称为动理学系数.现在我们证明动理学系数的对称性原理即 


昂萨格原理 （ L . Oiwager ,1931), 据之有 

y ik = ?*.• (120.7) 

证明所依事实已在上节 提到： 表征平衡系统中涨落的量满足同样的方程 
(120. 1) 或者 （120. 5). 具体说，我们给定 t = 0 时所有的值 x ,, x 2 , …，引入在时 

刻《涨落量 A 的平均值 fG ), 以及1的平均值茗 〆 。；那么 


^ = - y ik B k (t > 0). (120.8) 

现在要用到（在平衡系统中）涨落对于时间反演的对 称性； 它由关系式 
(119.3) 描述，可写成 • 

<*,.(0**(0)) = (*,(0)%*(0 > , (120.9) 

或者借助匕 （ t ) 写成 

(^,( 0 **) = (Xii k (t) ) , ( 120 . 10 ) 

式中平均按 X ,在 f =0时刻所有不同值的概率求.把这个等式对 t 求微商 ，并艮 
将 （120. 8) 中么的导数代 入得： 

7 u(B,(t)x k ) = y u { x iS t (t)). 

显然，当 t =0时这些量与义 （0) 相同； 所以，在上式中令 t =0,我们得到 

yA x ， x k) = y k i( x i x i) » 

式中平均乘积中的两个因子取同一时刻.但是，根据 （111. 8), 这样的平均值 
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( X t x k ) =5^于是，我们得出所求的结果 （120. 7)®. 

但是对这个结果还必须作两点说明.证明主要利用了力学方程的时间对称 
性.但是对于匀速转动物体或者处于外磁场中物体的涨落，这种对称性的表述 
方式有所不同.具体地说，这时只有在转动角速度或磁场抒也同时反号的条 
件下，才有时间反演对称性.因此，在这种情形下动理学系数与或 " 有关，以 
它们作为参数，并满足以下关 系式： 

y i 4 (/2> = y 4l ( - /2) , y ik ( H ) = y 4i ( -//)• (120.11) 

此外，在推导中还假设和 \ 这些 M 自身在时间反演下不变.如果时间反 
演下两个虽都变号（两者都正比于任何宏观运动的速度），关系式 （120. 9), 进而 
结果 （120.7) 仍然成立.如果* .，心 中一个变号，而另一个+变，则在推导中应当 
从 （119. 4) 而不是 （ 1 19. 3) 出发，并且动理学系数的对称性原理应该表述为 

y ik = - 7kr ( 120 . 12 ) 

完全类似的结果对于动理学系数“也正确，这些系数出现在写成方程 
(120.5)“ 热力学共轭”形式的弛豫方 程中： 

~ ~ Cik x k * Cik = fiuyik - ( 120 . 13 ) 

系数“具有与 h 同样的对称性质.这一点用类似的推导可以看出，但是，考虑 
到\和^之间的相互对应特征（参看§ m 第二个脚注），本来就很显然. 

如果所有量&，•_•，％具有同样的时间反演特性（因此的矩阵完全对 

称），则速率 < 可以表示成导数的形式 

i ‘ =- 普，/ = \ y ^, X h (120.14) 

此处/为义的二次函数，系数为 7 V 

/这个函数的重要性在于，它决定系统的熵 S 的变 化率. 实际上，我们有 



而因为/是义的二次函数，所以根据欧拉定理我们得到 


S = 2/ (120. 15) 

随着趋于平衡，熵增长而趋于极 大值. 因此二次型/应是正 定的； 这要求系数 h 


满足一定条件 • 函数/也可以用义表示，这时它的导数给出速率 



(120. 16) 


①值得提醒，这里该用关系式< 120. 9>而不该用<119.2),后者给出<1(0)〜（1)> = 
<^( -0^(0)). 口1以看到.把这个等式对1求微商并令《=0,(借助（120.9))得到<^；0=0.但是在所 
考虑的近似下函数 ^(0 (就像§ H 8 中的 t ) 〉在 f =0点对于+0和 -0 有两个不同的 导数. 
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这时当然也仍有 S = -x,X. =2/. 

对于一个由处于外部介质中的物体所组成的系统，因闭合系统在偏离平衡 
时熵的改变等于其中是把系统从平衡态转移到给定状态所必需的 
最小功（参看 （20. 8))， ①借此可变换 （120. 15) 式. 再 令尺 ―= &E - r 0 A 5 + 
(式中 £, S ， K 是物体的贵，而 T 0 ， P 0 是介质的温度与压强），我们得到 

E -T 0 S + P 0 V = - 2fT 0 . (120.17) 

特別是，如果平衡的偏离发生在不变的温度和 IH 强（等于 h 和 P 。） 下，则 

0 = - 2/7 1 , (120.18) 

而在不变的温度和体积下，则 

F = - 2/T. (120.19) 

§121 耗散函数 

物体在外部介质中的宏观运动一般来讲都伴随着不吋逆的摩擦过程，它最 
终导致运动停止.这时物体的动能转变成热，或者说被耗散. 

对这样一种运动作纯力学的研究显然是不可能的；因为宏观运动的能 M 转 
变成物体和介质的分子热运动的能量，所以纯力学研究将要求建立所有这些粒 
子的运动方程.因此，对于在介质中的物体是否能建立只含其宏观坐标的运动 
方程，这个问题属于统计物理范围. 

但是这个问题在普遍的形式下是不可能解决的.因为物体原子的内部运动 
不仅依赖于物体在给定时刻的运动，而且还依赖于这个运动的以往历史，所以 
一般来讲，运动方程中不仅会出现物体的宏观坐标 Q 、，( h ，…从 和它们对时间 
的一阶、二阶导数，而且还将出现所有更高阶的导数（更准确地讲，函数(?,(0受 
到某种积分算符的作用）.在这种情况下，系统宏观运动的拉格朗日函数当然不 
存在，而不同情形的运动方程将具有完全不同的性质 • 

如果可以认为，系统在给定时刻的状态完全取决于坐标久和速度0,，而卨 
阶导数可略（是否小的精确判据必须针对每一种具体情形建立），那么这时可以 

在普遍的形式下建立运动方程.我们还将假设速度么本身足够小，以至于它们 
的高次幂也可略.最后，假设所讨论的运动是在某种平衡位置附近的小振动，这 
种情形也正是通常在讨论中遇到的.这里假定已适当选取坐标仏，使得在平衡 

位置时 (?，=0. 于是，系统的动能尺（(?,）是速度么的二次函数，而不依赖于坐标 


①由 于熵的 变化和《„,„之间的这种关系，也坷以把夂定义成 



有时候这比用定义 （120. 2) 更方便 （参看 （22. 7)). 


(120.2a) 




( 121 . 2 ) 


Q t 本身，而外力作用引起的势能叭 <?,) 是坐标久的二次 函数. 

我们引人广义动量 p ,, 像通常一样定义为 

dK ( t ) 一 

P t = • (121.1) 

a (?‘ 

它们决定了动量有速度线性组合的形式.借助于这些等式我们又可以用动 M 来 
表示速度，代人动能的表达式后，得到动能是动量的二次函数，并且有以下等 
式： 

， dfC(P t ) , ^ 

Q, = 021.2) 

如果完全忽略耗散过程，那么运动方程就是通常的力学 方程； 根据运动方 
程，动量对时间的导数等于相应的广 义力： 

P ，-哉 (1213) 

首先应当注意：方程 （121. 2) 和 （121.3) 形式上同动理学系数对称性原理是 
一致的，只要把在§ 120中引入的 u 2 ，…，&理解为坐标仏和动量实际 
上，把物体从处于平衡位置的静止状态移到位置为且动量为弋的状态所需 
的最小功为 

尺咖= 尺（尸 •） + U ( Q ,)， 

因此 U 2 ，…， A 这些量可以解释为如下的导数（参看§120最后一个脚 注）： 

x _ 1 = 1 dU 

= y 一飞瓦 


p = 


(121.3) 




X n = 


1^, 

T~dP 


1 dK 


而方程 （121. 2) 和 （121. 3) 相当于关系式 （120. 5), 并且 

yQ t p, =- r =- … 扒、 

(与规则 （121. 2) —致这里所遇到的就是时间反号时一个变量（乂）保持不 


变而另一个变 M (/\) 反号的情 形）. 

依照普遍关系式（ 120. 5) ， 现在以如下方式写出包含耗散过程的运动 方程: 
把这些 M 的某种线性组合附加到等式 （121. 2) 和 （121. 3) 的右边，同时 
使得动理学系数所要求的对称性仍能满足.但是很容易看出，方程 （ 〗 2 】. 2) 必须 
保持不变，因为它们只不过是动量的定义 （121. 1) 的必然推论，而与耗散过程之 


存在与否无关.这表明加到方程式 （ I 2 L 3) 上去的只能是(即导数 ¥) 这些 

量的线性组合，否则动理学系数的对称性被破坏. 

于是我们得到一组如下形式的方程 
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dll v dK 


式中常系数^彼此 有关: 


7ik = 


(121.4) 


dK ^ 

~8 P l 


仏 代入，最后 可写: 


P = 


dU 

W t 


^ X 


(121.5) 


这就是所求的运动方程组.我们看 到：在 所考虑近似下，耗散过程的存在导致附 
加摩擦力以 运动速度的线性函数出现.由于关系式 （121. 4)，摩擦力可写成如下 
的二次函数对相应速度的 导数： # 


=+ z 氕*么么, 


( 121 . 6 ) 


这个函数称为耗散函数.于是 


dU 

W , 


1 

^Qi 


(121.7) 


引入拉格朗日函数 △ = A ： - i /， 可以把这些运动方程写成形式 

d dL dL df / me 、 

^7 — -77 T = •+， （121 •抑 

dt dQ t d( ^i dQ t 

它们与通常形式的拉格朗日方程式不同之处在于右边出现耗散函数的导数. 

摩擦的存在使得运动物体的总机械能 （K + tO 减少.根据§120的普遍结 
果，能 M 哀减率决定于耗散函数.由于本节所用记号与§120有所不同，我们再 
重新证明一下.我 们有： 






P ： + 


dU 


把 （12 L 7) 代入，并注意到耗散函数是二次的，我们 得到: 


1 = 一 




V 、 


(121.9) 


这正是我们所预期的 • 

最后我们指出 ：在有 外磁场存在的情形下，运动方程仍旧有（〗21. 5) 的形 


式，区别只在于 （12 L 4〉应改写为 

7^^) = y ki (-H). 

但是正是由于这个缘故，不存在任何耗散函数可以用它的导数来定义摩擦力; 
运动方程也就不能写成 （〗2 h 7) 的形式. 
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我们用通常的傅里叶展开公式引入涨落傲的谱分解 

L = f x(t)e_dt. 


122 . 1 ) 


反之 


⑴= 


do) 

2tt 


( 122 . 2 ) 


应该注意 ：积分 （122. 1) 实际上是发散的，因为当 h 丨―》时，并不趋于零. 
但是这种情况对于进一步的形式演算并不重要，因为演算的 s 的在于计算肯定 
有限的均方值 

把 （122. 2) 代入关联函数的定义 （118. 1) 中，我们得到 


(p(t r 一 0 = {x{l r )x{t)) 


，.〉 e 




(122.3) 


为使等式右边的积分只是差 Z 的函数，被积式应该含 w 的5函数，即应 

该为 

〈 W .〉 = 2- it ( x 2 ) o ) 8( + 0)'). (122.4) 

这个关系式应该看成是在这里用符号 U 2 )„ 来表示的这个量的定义.虽然量\ 
是复数，但是显然是实数.实际上，表达式 （122. 4) 只是在 o / = 时才 

不等于零，而且关于和 o / 互换是对称的，因此 U 2 ) w = (?)_„; 而 w 变号等价 
于取复共轭. 

把 （122. 4) 代入 （122. 3)，并通过对 dco 积分消去5函数，得 


(2甘) 2 .、… 

ho / 的 S 函数，即应 


(122.4) 


<p(0 = J 

特别是 4(0) 就是涨落量的均 方值: 


do; 

2 tt 


(122.5) 


“ 2 〉 


(文 2 ) 


do) 

2tt 


2( x 2 ) w 


dgj 

2 tt 


( 122 . 6 ) 


我们看到，均方涨落的谱密度恰好就等于(或者 2 U 2 ) w ，如果积分只对正 
频率求）.根据 （122.5), 这个 谊就是 关联函数的傅里叶分量.反过来， 


cpiOe^dt. 


(122.7) 


在写出公式中，假设 x («) 是经典的.对于量子力学量，展开式 （122. 1), 
(122. 2) 应该考虑为含时算符以 r ), 而谱密度的定义应由 （122. 4) 改写成 


①我们按照 C . M . PhITOB 引人 r 涨落谱分解 方法. 
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= 2 tt ( a ; 2 ) w 5( o ; + to '). (122.8) 


对于单 个蛍准 定态涨落的关联函数，在§118中已得到表达式 （118.8) .用 
初等积分可以得出其谱分解的如下结果： 



(122.9) 


根据准定态涨落所作近似的物理含义，该表达式所适用的频率，与非完全平衡 
态建立时间的倒数相比应小很多. 


凭借§118末尾引人的随机力 y ( t ), 涨落 Mx 的时间依赖关系可由方程 
X 二 - Az + y 描述.把它用相乘并对 ch 从 -00 积到 + 00( 对:项作分部积 
分 ®) ，我们得到 （A 由此 M 然应该令 


(/)„ = U 2 + A 2 )( x 2 ) tt = y . (122. 10) 

当然，这个式子也能从（丨18. 10) 直接得到.在 （118. 10) 中存在 S 函数 5(0 相应 
于在 （122. 10) 中 ( y 2 ) w 与 o ; 无关 • 

所写的这些公式可以直接推广到几个热力学量…的同时涨落.相应 
的关联函数化 4 (0已在§119中定义.它们的谱分解分最取决于 

(W)„ = f <p lk {t)e^dt ^ f 〈、⑴： 〆0)> 一 , d “ (122. 11) 

J — CD 

代替 （122.4), 现在我 们有： 

( x ^ x ^) = 2tt( w),(o> + w ’） (122. 12) 

(在记号 （ W ) w 中，因子的次序很重要）. 

时间变号等价于在谱分解中替换 - o > ，而这又对应于取 （ w )„ 的复共 
扼.所以等式 （119. 2) 〜 （0 : - r ) 表明 


( W )« = ( x k x i)- u = “*'):• (122.13〉 

由等式 （119. 3) 或 （119.4) 表示的涨落时间反演对称性，用谱分解写出，为 

( X t x k ) w = ± ( x i x k ) = ± ( X t x k ) J , (122.14) 

式中 + 号或-号分别相应于'和 h 时间反演行为相同或不同的情形；因此，在 
第一种情况下， （ W ) w 是实的，而且关于指标 i ， A 对称，而在第二种情况下，它 
是虚的且反对称的. 

在§119中已写过准定态涨落关联函数所服从的方程组 （119. 8). 这些方 
程式用谱分解很容易解出. 

由于方程式 （119. 8) 只涉及时间/>0,我们作“单边”的傅里叶变换 ：把方 


①这时含 x ( ) 的项应 略去； 它们的出现与前面提到的积分 （122. 丨> 实际上发敗的情况 有关. 形式 

上#,这些项在计算平均值 （W > 时+®要.因为在 〆 = - o * 时有限，闹与带 S 函数的主值项相比马略. 
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程乘以并且对山从0积到00，同时对 一 > 〆 £)作分部 积分； 考虑到 p |7 ( 00 ) 
= o , 得 

-妒 i <(0) - 

这里引入记号 

(^,)1° = ^,(0 e ， n ，， d /. (122. 15) 

值… （0) 取决于“初始条件 ”（119. 9); 所以 

+ 本 (A^ - »w5 it )(x 4 x < )^ +) = 

或者 

_ iw/3,J = b Ui 

式中取代系数 A ,, 引人了更方便（由于对称性）的动理学系数“ 二 PAA 参看 
(120. 13)). 这个代数方程组的解为 

( x k x i ) l ¥) = U - ㈣ ) - L ， 

这里的指数 - 1表示取逆矩阵. • 

另一方面，谱分解 （122. 11) 中我们感兴趣的分量，可通过“单边”展幵 
(122. 15) 的分 M 表示为 

(:_:丄= +( W)i 小； (122. 16) 

这一点很容易证实，只要把从 - »到+ * 的积分表示成两个积分（从 - oc 到0 
和从0到 + 00 ) 之和的形式，对其中第一个积分作代换并用上对称性质 
(119.2) .这样，最后求得 

( x t x k ) w = (^ - iw 卩 、 -' tk + u + '\ t . (122. 17) 

由于矩阵“和汉 4 的对称性质， 1(122. 17) 自动地具有性质 （122. 14)®. 

如果像在§ 118末尾对于单涨落 量所做 的那样，在弛豫方程中引入“随机 
力”，上述所得结果也可以表示为另外一种形式.如果随机力通过以热力学共轭 
量写的像 （120. 5) 或 （120. 13) 那样的方程引人，这时随机力的关联性质取特别 
简单的形式.这样，在方程式 （120. 13) 中引进随机力 y , 后可写成 

X , = - + y,i (122.18) 

当 x . 变得比自己的平均涨落更大时，可以忽略 L 完全类似于在推导 （122. 10) 
中所做的，经过简单计算后，我们得到随机力关联函数的如下谱分解公式： 

( W - = G + L . (122.19) 

与 （122. 10) —样，这些量与频率无关. 

假如在方程式 （120. 5) 中引进随机力 y , 

① S ^* 的矩阵总是对称的.但是.如果 * ，和* 4 在时间反演下表现相反，则相应的 =0. 这是因为 
氏 4 是二次型 （ ill . 1〉中乘积的系数，这个二次型决定偏离平衡时熵的 变化. 因为熵在时间反 演下+ 
变，而乘积*,* 4 变号，所以熵不能含这样的项.即应当有 =0. 
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( 122 . 20 ) 


毛 = - 7ik x k + » 

则它们的关联函数有类似的公式 

( yjk ) „ = 7ik + 7*«- (122. 21) 

这个公式无须进一步计算就很清楚，只要再次留意 \ 和芩之间的互逆对应关 
系（参看§ 111第二个脚注）.公式 （122. 19) 和 （122. 21) 的优越性就在于其中只 
含有矩阵本身的分量，而不含逆分量 0). 

作为以上所得公式的应用例子，我们研究一维振子的涨落，即考虑可在平 
衡位置 （<? =0) 上静止的一个物体，但是它能够沿某个宏观坐标作小振动.由 
于涨落现象，坐标实际上偏离开=0的值.这种偏离的均方值直接取决于 
物体在偏离时所受到的准弹性力的系数. 

我们写出振子的势能形为 

2 

TTLiOrk ^ 

u = 

式中 m 是它的“质贵” （ 即广义动量尸与速度冷之间的比例 系数 ： P = m <)) ，而％ 
是自由振动（无摩擦时）的频率.于是均方涨落（参看§112习题 7) 等于 

⑻= (122. 22) 
ma ) 0 

我们将对于振子振动伴有摩擦的普遍情况推导坐标涨落的谱分解. 

有摩擦的振子运动方程为 

9 = — , (122. 23) 

m 

P = - ma> 2 0 Q - y — ， (122. 24) 

m 

式中土 = - y 冷是摩擦力•在 § 121 节中已经解释过，如果把和 P 看成变 

m 

量 6 和心，那么相应的芩和 I 为专 oj 2 0 Q 和 ^ . 这时方程式 （ 122. 23), 
(122. 24) 起着关系式丨= - y lk X h 的作用，因此 

Tn = 0, 7 i 2 = - 72 i = - T f 7 n = 7^- 

为了把这些方程用于涨落，我们把 （122. 24) 改写成 

P 二 - rrux)\Q - —P + y , (122. 25 ) 

m 

在方程的右边引入了随机力 y . 而方程式 （122. 23) 是动最的定义，应该保持不 

①表达式 （122. 19) 和（122.21>与频率无关，表明相关函败<1^(1>>\(0)>和< 7 ,(<)3^(0)>本身含 
有时间的8函数，如同单涨落 S 的公式 （122. 10) —样.这样 

< r *( Or 4(°)> =(?!* + r ^) S (0. 


(122.21a) 
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变.根据公式 （122. 21 ) ，我们直接得到随机力涨落的谱密度 

( r )„ = 2 y 22 = 2 yT . (122.26) 

最后，为了获得待求的（(? 2 ) < ^我们把/ > =肌(?代人（122.25),把它写成 


把这个方程乘以 


由此最后得 


mQ + y 夕 + rruo\Q - y, 
并对时间积分，我们求出 


-+ rna) 2 0 )Q W - y 


(Q 2 ).= 


2 


2 yT _ 

( a ) 2 - o > o ) 2 + a ) 2 y 2 


(122.27) 


( 122.28) 
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对于任意涨落的谱分布，不可能得到一个类似于准定态涨落的 （122. 9) 型的 
普遍公式.然而在许多情况下，表明有可能把涨落的性质与表征某些外来作用下 
物体性质的量联系起来.这里所说的涨落既可以指经典量，也可以指量子量. 

这种类型的物理量具有这样的性质，即其中的每一个最都存在一个外部作 
用，它由出现在物体哈密顿算符中的如下微扰算符描述： 


V =- 趴 0, (123. 1) 

式中*是给定物理量的算符，而微扰的“广义力”/是给定的时间函数. 

在有这样的微扰存在时，量子力学平均值不等于零（而在无微扰平衡态，4 
= 0) ，并且可以表示为紅的形式，其中 6 是一个线性积分算符，它对函数 /U) 
的作用由下式给出 物体： 

90 

x(t) = a/ = J a(r)f(t - r)dr, (123. 2) 


式中 tt(T) 是一个依赖于物体性质的时间函数.时刻 f 的值 i 显然只依赖于力/ 
在以前（而不是以后）诸时刻 的值； 表达式 （123.2) 满足这个要求.量 i (0 称为 
系统对外微扰的 响应. 

任何与时间有关的微扰都可以用傅里叶展幵化成一套单色分域，各分量对 
时间的依赖为 e -** 1 . 把形为‘和匕 e -〜 4 的/和4代人 （123. 2) ,可得力和响 
应的傅里叶分量之间的 关系： 

= a ( w ) 人， （123. 3) 

式中函数 cr ( w ) 定义为 

a ( a >) = J["a(/)e^dt. (123.4) 

如果给出 a ( co ) ，那么物体在该微扰影响下的行为就完全确 定了. 我们把 a ( o ) 



• 332 . 


第十二章涨 落 


称为广义响应率叭它在下述理论中起着重要的作用，我们将会看到，它可以用 
来表示$这个量的涨落. 

函数 a ( o >) — 般是 复的.其实部和虚部记为 V 和 a ": 

a ( a ») = a ' ( a >) + (123.5) 

由定义 （123.4) 直接可以 看出： 

a( - ( o ) = a * ( w ). (123. 6) 

分解成实部和虚部，得 

at ’ (一 ai ) = a f ( w ) t a w ( - a >) = - a "( w ) , ( 123. 7 ) 

即是频率的偶函数，而 〆 （如）是频率的奇函数.函数在 w =0处反 
号并过零值（有时是无穷大）. 

必须强调指出 ：（123. 6) 的性质仅仅表示这一事 实：对 于任何实数力/来讲， 
响应4也必定是实的.如果函数/0)是纯单色的而且以实数表达式给出 

/(0 = Re / 0 e - iw, = y [/ 0 e -^ +/«；，]， （123.8) 

那么把算符6作用到这两项的每一项上 ，有： 

i = y [ a ( a ;)/ 0 e - w, + a ( - a >)/； ] i (123.9) 

这个式子为实数的条件就是 （123.6). 

在 oo 的极限下，函数 a ( a >) 趋于一个有限的实极限 cr ». 为了明确起见， 
下面假定这个极限 为零； 对于不等于零的极限只需对下面所得某些式子稍 
作一些明显修改. 

物体在“力” /作用下其状态的变化伴随 着能埴 的吸收（耗散）；这个能 ffl : 的 
来源是外部作用，而能 fi 被物体吸收以后转变成物体内部的热.这种耗散也可 

以用 a 这个虽来表示.为此，我们利用等^ 

dE dH 

■ ■ » I ■ —* ■■ ■ ■ 

dt ^ dt 9 

根据该式，物体平均能 M 对时间的味数等于物体哈密顿算符对时间偏导数的平 


均值（参看 §11)- 因为在哈密顿算符中只有微扰^显含时间，所以有 

dE . d/ 

-= —r — ^ 

dt d〆 


(123. 10) 


这个关系式在应用这里所述的理论时十分重要.如果一个具体过程中能量变化 


①举例来说，/可以是外电场，而 X 是物体的电偶 极矩. 这时 a 是物体的电 极化率 • 

这样定义的 a ( a0 比有时也用的广义 阻抗之 （ a >) = -：' 、 更为方便.它是关系式人 i )__ 

iaia ( a)) 

中的系数. 
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的表达式已知，那么将之同 （123. 10) 比较，可以确定对于所考虑的变量 x 什么 
量起着“力” /的作用 • 

将 （123.8) 和 （123.9) 的/和 i 代入 （123. 10 ), 并对时间求平均，可以得到 
系统在单色微扰下单位时间内耗散的平均能量.含的各项平均后为零， 
我们求出 ® 

Q = - a ) I / 0 I 2 = Y a>， I /o I 2 * ( 123. 11) 

由此我们看到•.决定能量耗散的是响应率的虚部.因为所有的实际过程总 
伴有一定的能量吸收（<?>0),所以我们得出一个重要结 论：对 于变量的所有 
正值， 函数 〆 有非零正值. 

利用复变函数论的数学手段有可能获得函数的一些非常普遍的关系 
式.我们把 w 看成复变量 （w = a / + ia >") ，研究函数 cr ( w ) 在上半 a > 平面的性质. 
考虑到 a ( t ) 对于一切正£都是有限的，根据定义 （123. 4) 可以得出结论 ： a ( a >) 
在整个上半平面是一个单值函数，并且处处不发散，也就是说没有奇点.实际 
上， （123.4) 中的被积式在 a />0 时含有指数衰减因子而函数 a (0 在整 
个积分区域内又是有限的，所以积分收敛.函数 a ( a >) 在实轴 （£^=0) 也没有奇 
点，只有在厚点有可能.函数 a ( aO 在上半平面内不存在奇点，从物理观点来看, 
这是因果性原理的结果，指出这一点很有用.基于这个原理 （123. 2) 中的积分只 
遍及给定时刻 t 以前的时间，由之而来 ，（123. 4) 中的积分范围是从0到 * ( 而 
不是从 - 00到+ » ). 

根据定义 （123. 4)，显然还有关系式 

a (- w *) = a *( ti >). (123. 12) 

这是对实的关系式 （123. 6) 的推广.特别是对于纯虚的我们有 

a( ito n ) = a * ( \w H ), 

即函数 a ( w ) 在上半虚轴是 实的吼 

我们来证明下述定理 ：函数 a ( a >) 在虚轴以外的上半平面上任何有限点处 
都不取 实值； 在虚轴上， a ( a >) 从在 w = iO 处的一个正值>0单调地下降到在 
= i » 处的 0. 由此也特别得出结论 :《( w ) 在上半平面没有零点. 

为了证明这一点®，我们利用复变函数论中的一个著名定理.根据这个定 

① 如果所说的不是纯单色函数 /(*) .而是在有限时间间隔内作用的扰动（当 I * I -* 时 /— o > . 則在 
整个时间内能 M 总耗散用扰动的傅里叶分嫌的积分表示 

j m Q^t = - j ^ ift)ot(w) I /• I 2 ~ = J[ 2am’(to) I I * 普 . 

② 在下半平面，定义 （123. 4) 不适用，因为积分发散.因此在下半平面内，函数只能作为上半 
平面表达式 （123. 4> 的解析延拓来定义.在这个区域内，一般来讲，函数 a ( a 0 有奇点包括分支点，为了单 
值定义函数，坷能要沿下半轴作割线.这时等式 （123. 12〉只表明 a ( a ;) 在割线两岸的值为复共轭. 

③ 以下所述的证明由迈依曼 （ H . H . 给出. 
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理，沿一封闭围道 C 所作的积分 


2 iri 


f da ( co ) d(o 
Jc da) a(aj) - a 


(123. 13) 


等于函数 - cz 在围道所包围的区域内的零点数目与极点数之差•设 a 为 
实数，并取 c 为由实轴和上半平面中的无穷大半圆所构成的围道（图 53). 首先 
我们假设 a 。 是有限值.因为在上半平面内，函数 a ( w ) 没有极点，闵而 -a 
也没有极点，所以上述积分给出的就是差的零点数，亦即取实 


值 a 的点数. 




为了计算积分，我们把它写成形式 

1 f da 
2iri)c. a - a 9 

这时积分沿复变量 a 平面中的围道 C ’， 围道 f 是 W 平面 中围道 C 的 映像. 整个 
无限大半圆映像到 a =0这一点，而坐标原点 （ w =0) 映像到另一实数点 cr 。. w 
的正、负两半实轴映像到 a 平面中非常复杂的（一般是自交的）两条曲线，分别 
整条落在上、下两半平面内.重要的是 ：这两 条曲线除了在 a =0和 a = a D 两点 
以外不与横坐标轴在任何一点相交，因为在为任何有限实值=0除外）时， 
a 都不取 实值. 由于围道 C ' 具有这种性质，如果 a 点是位于0和之间（如图 
53所示），那么当复数 a - a 沿着围道 C 环绕一周时其辐角的总改变等于 2 tt ; 
如果 a 位于该区间以外，那么总改变等于0,与围道的自相交次数无关.因此 
(123. 13) 式在 0< a < a <) 时等于1，在 a 的其它任何值下则等于 0. 

T 是我们得出结论：在《的上半平面，对于位于上述区间内的任何实数值 
0,0(0>)只取一次（而对区间以外的任何实数值4(00—次也不取）.由此我们 
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首先可以 推断： 在函数 a ( oi ) 为实数的虚轴上，它不能具有极大值，也不能有极 
小值，否则它就会至少两次取某些值.因此在虚轴上函数 a ( co ) 单调地变化，对 
于从 a 0 到0的所有实数值，只在虚轴上取而不在任何别处，并且只取一次. 

如果《。= 00 ( 即 a ( w ) 在 w =0有极点），那么上述的证明只需改动 如下: 
(在 Oi 平面内）围道沿实轴部分应走原点上方的一个无穷小半圆绕开原点.这时 


图53中的围道 f 的改变，可以设想成把％移到无穷远去的结果.这种情形下, 
在虚轴上函数 a ( w ) 单调地从+ * 减小到零. 


现在我们来推导函数 a ( a >) 的实部和虚部的 
一个关系式.为此，我们选取任意正实值=0> 0 , 

然后沿图54中所示的围道积分一这个围道 

CO 一 (O 0 

沿整个实轴走，而从点 W =叫 >0( 可能还有点 
a >=0, 如果它是函数 a ( w ) 的极点）的上方绕开. 
这个围道由一个无穷大的半_来 闭合. 在无穷远 



处， a — 0,因而函数一^一比丄更快地趋于 0. 因此以下积分 收敛： 

0) - ( O 0 0) 



在上半平面内没有奇点，而这一点已被排除在积分区域以外，因此 


函数一在围道 C 内处处解析，于是该积分等于零. 

0) — <o Q 

沿无穷远半圆的积分本身也等于零.点 O ；。 由一个无穷小半圆（半径 P —0) 
绕开.积分回路方向沿顺时针，因此对积分的贡献等于如果 a 。 有 
限，不必绕开原点，因此沿整个实轴的积 分为： 

lim{[ ——-——+ [ ——-—— da>} — iTra(w 0 ) = 0. 

(o — o) 0 J^o^p (o "" w 0 J 

第一项是从 - 00 到 + 00 的积分 主值. 用通常记号表示主值，于 是有： 


i7ra(a> 0 ) 



(123. 14) 


在这里积分变 M 似只取实数值.改用字母 f 来取代似，而用0取代给定的实数 
值似。 ； 并且实变量 w 的函数 a ( a >) 也写成 a = Y + ia w 的形式.取 （123. I 4 )的实 
部和虚部，最后求出下列两个关系式： 



(123. 15) 
(123. 16) 
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这两个关系式（称为色散关系）首先由克拉默斯和克勒尼希 （ H . A . Kramers , R . 
L . K ron ig ，1927) 得出.应当强 调：在 推导关系式时所用到的函数《(0>)的唯一重 
要性质只是上半平面无奇点因此可 以说： 克拉默斯-克勒尼希公式就像函数 
a ( o >) 描述过的性质一样，是因果性物理原理的直接结果. 

c /( f ) 是奇函数，利用这一点，我们也可以把 （123. 15) 改写成形式 

=丄 Pf + 丄 

TT JO ^ - (m) IT Jo 

即 

a # ( o >) : — Pf 《dW (123.17) 

TT ^ ^ 0) 

如果函数 or ( a >) 在仿 =0 点有极点，而在它附近 a 那么绕开极点的半 


圆回路给出附加的实数项它应加到等式 （123. I 4 )的左边 • 因此这一项也 


出现在 （123. 16) 式中： 


M / 

: ( 0J 


-Pf + — ； 

TT C ^ (0 (Jt) 


(123. 18) 


但是关系式 （123. 15) 或 （123. 则保持不变 • 

我们也可以推导出一个关系式用实轴上的/(0>)值来表示正虚轴上的 
a ( w ) 值.为此，我们考虑积分 

j 0) + 0) 0 

围道取实轴和上半平面的无穷大半圆（％为一实 数）. 这个积分可以用被积式 
在极点以=^。的留数表示.另一方面，沿无穷大半圆的积分等于零，因此我们 
求出： 


2 . 2 


0 


dcj = \ira( i(o 0 ). 


由于被积式是奇函数，等式左边积分实部 为零. 再把符号叫改成 W 把似改成 
^，最后得到 

J 。-.、- A . f " (123. 19) 




上式两边对积分，得 


a ( io >) do > = I a /# ( a >) da >. 


(123.20) 


①至于«时 a — 0的假设则是无关紧要 的：假 如极限 《• 不等于芩•那么只需以差 a - a ■代替 
cr , 并在公式（丨 23. 15),( 123. 16) 中作相应的显而易见的改动•另见§ 126的习题. 
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§124涨落耗散定理 


现在我们进一步计算，以便将涨落 M <与上节引进的广义响应率相联系. 
设变量$所属的物体处于某个确定的（第 n 个）定态.平均值 （122.8) 可以 
作为以下算符的相应的对角矩阵元来计算 




X [(文《)⑽ （气丄 " + (夂 )”《(:«) J ， 


(124. 1) 

式中求和遍及整个能谱（由于 t 是复算符，方括号中的两项彼此不等）. 

算符 i (0 依赖于时间，这意味着在计算其矩阵元时必须使用含时波函数. 
因此有 

( 夂）抓 = J …- ♦***)’(]« = 2Ttx nn h{(D nn + w), (124. 2) 

式中是通常用物体粒子坐标表示的算符^的不含时矩阵元，而 0 > nftl 

n 

是状态 n 和状态 m 之间跃迁的频率.由此 Pi 见 


1 > ^ ^ 


+ H ) 狀 



= 2ir 2 [ I 2 [b(o> nm + (o)h(a) inn + o/) + b(a) nm + o) f )h(a) mn + w )] 

m 

(在这里已经考虑到，由于 x 是实数， x n)B = x ； J . 在方括号中的5函数的乘积显 
然可以改写成 

8( a) nm + ( o ) h(cj + oj r ) + 5( ( o mn + a >) 8( o > + ( o f )• 

然后再与 （122. 8) 相比较，我们得到下式 

(乂 2 ) - = I I 2 [ S (<*> + + b{w + < o mn )]. ( 124. 3) 

m 

关于这个表达式的写法，我们作如下说明.虽然宏观物体的能级严格地讲 
是分立的，但是它们相当稠密，以至于实际上形成连续谱.如果把公式 （124. 3) 
对频率的小间隔（仍含很多能级）平均，那么可以不用 S 函数把它写出.如果 
厂 （£) 是能量小于£：的能级数，则 



式中 = E n + hoj $ E f m - ha ). 


(124.4) 


现在假设有一个由以下算符描述的（频率为的）周期微扰作用在物 体上: 



(124.5) 


在这个微扰的影响下，系统（在单位时间内）发生跃迁的概率如 下式: 
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I /* I 2 

= — ZTi — \ x mn \ 2 { b((o + o ) mn ) + 5( o > + ( o nm )] (124.6) 

In 

(参看第三卷 §42) .这个公式中的两项分别由 （124. 5) 中的两项产生.在每次跃 
迁中系统吸收（或发射）一个量子和式 

Q = 2 w ^oi mn 

m 

给出物体（单位时间内）所吸收的平均 能量； 这个能量来源是外部微扰，物体吸 
收后，耗散在物体中.把 （124.6) 代人上式，我们得到 

Q = ^ I/o I 2 X I I + (o mn ) + 8(w + (o nm ) ]a) mn 

或者，考虑到 8 函数仅在其宗 M 为零时才不等于零， 

Q = l/o I 2 X I ! " [ S ( «*> + ( o nn ) - 8( a > + u) mn ) ]. (124. 7 ) 

把 （124. 7) 与 （123. 11) 相比较，我们求出 

a "( oj ) = yX | 2 [ S(<w +««>„«) - 8 (cu o > mB ) ]. ( 124. 8) 

用这种方法算出的 u 2 )„ 和《"这两个量之间以一个简单的关系相联.但 
是，只有在这两个量用物体的温度写下以后，这个关系式才显现出来.为此，我 
们借助于吉布斯分布求平均（参看§118第一个脚注）.对于 U 2 ) w 我们有 

(x 2 ) w = IT 丨太 - 丨 2 [ & (如 + 似 ⑽)+ S(o> + <u m j ] , 

n , m 

式中为简便起见记 

F - E n 

Pn = exp —-— , 

E n 是物体的能级， F 是物体的0由能.因为现在求和对两个指标 m 和 n 进行，所 
以可以置换指标.去掉方括号，并在第二项中置换 m 和 n ， 得到 

( 太 2 )« = (P" +〜) I 欠 "” I ^(如 + 似 "")= 

m 9 n 

=甘 X""( 1 + e* w "" /r ) I x nm I 2 8 (o> + to nm ) 

或者，由于和式中的 S 函数 

U 2 )„ = tt( 1 + e hw/T ) ^ p n I x nM | 2 5 ( w + (o nm ). 

m , n 

用完全类似的方法可得到 

= 1(1 • e wr ) ^ Pn I Xj|m I 2 8(&> + ( O nn ). 

等攀 • fft f It 

这两个式子相互比较，求出 

(* 2 )« = fta'coth = lYia y + } }• (124.9) 
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涨落 M 的总均方值由积分 给出： 

( x 2 ) - — J w)coth 誇 (124.10) 

这些重要的公式构成 涨落耗散定理 （简记为 FDT ) 的内容，由 Callen 和 Welton 
( H . B . Callen , T . A . Welton , 1951) 提出•这些公式把系统在外部微扰作用下物 
理埴的涨落与耗散性质联系起来.我们注意 到：在 （124. 9) 中括号内的因子是在 

温度 T 下振子的平均能量（以 few 为单 位）； f 那一项对应于零点振动. 

与§ 118最后所作的完全类似，所得到的这些结果可以表示成另一种形式， 
只要形式地设想量 x 的自发涨落来自某种虚拟随机力的作用.在这种情况下， 
写公式用傅里叶 分量心 和人，并处理$如经典量，比较方便.它们之间的关系类 
似于 （123.3), 为 

气=«(如)人， (124. 11) 

此后，对于均方涨落有 

〈 W .〉 = a ( a )) a (( o f ) ( fj ,,.) , 

或者，按照定义 （122. 4)，转换为涨落的谱 密度： 

(x 1 )^ = a(o>)a( - a)) (/ 2 ) m = I a(a>) | 2 (/ 2 )„. 

因此，由 （124. 9) 求出随机力的均方值的谱密度为 

(/ 2 ) = _ co th (124. 12) 

J |a(a>) I 2 2T 

这种处理方法在理论的具体应用中有些优点. 

涨落耗散定理的推导基于把外界作用 （124. 5) 看成小 扰动； 系统响应是线 
性的，即 i 与力/之间线性关联，这也与作用很小有关.伹是，应该强调，这不会 
导致对 x 这个最平均涨落的准许值本身产生任何物理限制.只要辅助量/足够 
小，就可以保证外部作用很小，而/不在涨落耗散定理的最后表达式中出现.因 
此，对于所考虑的物理量*的类型，它们（在热力学平衡的系统内）涨落的性质， 
完全取决于系统对无论多弱的外来作用如何响应的性质. 

在 T » fuo 的温度下，^出（腩/27')*277訕，公式（124.9)变成 

( x 2 ) w = — a ff ( co ). (124. 13) 

CO 

其中最子常数消失，这相应于在这些条件下涨落是经典的 • 

如果对于所有主要的频率（那里 a w ( w ) 明显非零）不等式 T » h < o 都成立, 
则在积分公式 （124. 10) 中也可以取经典 极限： 

, 2 、_ 2 TT a n ( oj ). 
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但是根据 （123. 17), 这个积分可以用静态值《'(0) = a (0) 表示，因此① 

( x 2 ) = Ta ( 0 ). (124. 14) 

最后，我们回到以上结果与准定态涨落理论 （ § 118) 的联系. 

首先我们注意到，如果$这个量具有在§ 110中所指的小涨落（即容许熵作 
展开 （110. 3))，则平方平均= \/ p . 与 （12 4 . 14) 相比较表明，对于这样的 
量， 


a(0) 


pT 


(124. 15) 


其次 ，设％ 属于具有准定态涨落的一类量.假定物体受到静止力/的作用. 
这使得平衡态移动到 i 已不再为零而等于女 = a (0)/=// i 8 r 的状态.于是描述远 
离平衡态系统弛豫的宏观方程形式为 



(124. 16) 


它与方程 （118.5 )i = - Ax 的区别在于速率 i 不是在 x =0 处变为零，而 是在欠 
=//瓜处. 

可以认为方程 （124. 16) 在物体受到含时的微扰作用时仍适用，只要力/(0 
变化的周期比非完全平衡（对应于给定的 X 值）的建立时间大得多.如果/(0是 


频率为的时间周期函数，则宏观值也以同样的频率变化•把形为 
(123.8),(123.9) 的/(0和 代入方程 （124. 16) ,并从中分出含 ex P ( - i ^) 
和 exp ( not ) 的项，得 


iaja ( cj )/ 0 = - \ a (( o ) f Q 


m ■ 

pT 


/o 


由此得出 


A 


PT(\ - iio ) 9 


根据涨落耗散定理 （124. 9) ，现在求出 


(^ 2 ). 


2 A 


3( 入 


2 . 2 


(D 


ho ) , ho ) 
一 —coth —. 

) 27 2 T 


(124. 17) 


(124. 18) 


①这个表达式也能从经典统计的吉布斯分布直接得到•设1=以9, P ) 是某个经典 ft . 在系统的能 
屢中引人一项* /(/ 为 常数） ，对于平均值 i , 我们有 

按照定义 J —0 时 a (0) = di / d / ; 对上式取微商，求得 

a(0) = ~ Jx 2 exp ^~Y~dqdp = ~r(* 2 ) 

(自由能 F 也依赖于 / •但是，在令 /=0 •即 i =0 之后•含导数€的一项消失） • 
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这个结果推广 f 适用于经典量涨落的公式 （122. 9). 表达式 （124. 8) 与 （122.9) 
差一个因子 


ha ) 

2T 


coth 


hco 

2T 


(124. 19) 


它在；« r 的经典极限下变为 1. 

方程 （124. 16) 也可以用另一种方式理解 ：不把 它看成（处于外部作用下的） 
远离平衡系统的宏观运动方程，而看成在随机力/作用下平衡闭合系统内4 0 
这个量的涨落方程.在这种解释下，它对应于方程 （ H 8. 9), 因此随机力的两种 

定义差别只在因子:.把 （124. 17) 代入 （124. 12) ，我们求出谱密度 （ y 2 ) w 为 

( r 2 ) =2 A ^ co th^ t (124.20) 

v / 这 2 T 2 T 

它与原来的表达式 （122. 10) 相差一个同样的因子 （124. 19). 

§125多个量的涨落耗散定理 

涨落耗散定理可以很容易地推广到同时有多个涨落量\的情形 • 

在这种情形下广义响应率取决于系统对如下形式微扰的 响应： 

V =-^/(0, (125.1) 

而 R 它们就是平均值 4(0 与广义力 /(«) 的傅里叶分量之间线性关系中的系 
数： 

= a ik {( o ) f ku . (125. 2) 

系统能鼂的变化根据下式用外部微扰表示： 

£ = - 乂元 ••• (125. 3 ) 

就像公式 （123. 10) —样，该式通常用于建立量\和/之间的实际对应关系，作 
为理论的具体应用. 

涨落的谱密度用如下的对称化乘积算符的平均值 引人： 

士 〈 H + K 〉 = (: f *)』（{£>+6> # ) ， （125.4) 

该式是 （122. 8) 式的推广.这个平均值的计算，完全类似于 （124. 3) 的推导，就是 
计算矩阵的对角 （/ m ) 元,结果为 

( X L X k ) „ = TT ^ ^ ) + ( ^* ) nm ( ^, ) »n ^ + 0^, ) ] • 

m 

(125.5) 

设周期性微扰作用于系统，在该微扰中 

fM : +/ 0 .，). (125.6) 
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系统对该微扰的响应为 

^(0 = +[〜 （勿)/ 0 ，七，+<(0；)/〉“]. (125.7) 

把 （ 125. 6), (125. 7) 代人 （125. 3) 并按微扰的一个周期求平均，代替 （123. 11)， 
我们得到耗散能的如下表达式： 

Q - f ( a ,； m (125.8) 

另一方面，与推导 （124. 7) 相似的计算给出 


Q = JZ^^foifod + W_) _ +%„)]， 

IH 

与 （125.8) 相比较，我们得到 

a,I - a ki = - [ ( x t ) mn ( x h ) nm h ( a ) + aj nn ) - ( x ^ nm ( x k ) nn b ( a ) + a ) mn )]. 

行 m 

(125.9) 

最后，把 （125. 5) 和 （125. 9) 按吉布斯分布求平均如上节，我们求出涨落耗 
散定理 （124. 9) 的如下推广 公式： 

- a ik ) coth (125.10) 


与 （124. 11 ),( 124. 12) 式相似 ，也可以把 （125. 10) 用虚拟的随机力来表 
示，随机力的作用给出的结果与&这些最的自发涨落完全等效.为此，我们写出 

〜= 〜几 ，九= ot '\ k x kw (125-11) 


进而有 




把 （125, 10) 代入上式，就得到 


(// 丄 (125.12) 


所得到的这些结果使我们能够作出一些有关广义响应率 a “ a 0 对称性质 
的结论 （ H . B . Callen f M . L . Barrash f J , L . Jackson f R . F . Green , 1952〉•首先, 

我们假设这些量在时间反演下不变；那么它们对应的算符是实的 • 
此外，我们还认为物体不具有磁结构（参看§ 128第一个脚注），也不处于外磁 
场中； 那么其定态波函数也是实的①.因此$的矩阵元也是实的，而考虑到矩阵 
^的厄米性，我 们有 & m =< •那么等式 （125. 9) 的右边对于指标^是对 


①相互作用粒子系统的精确能级只可能相对于系统的总角动歡取向是简并的.假设物体包在器孽 
不动的容器内，可以消除简并的这种 来源. 此后物体的能级就是非简并的，因而与此相应的精确波函数可 
以选为 实的. 


§125 多个量的涨落耗散定理 


• 343 • 


称的，因而左边对于指标 i ， A 也是对称的.这样 ， cO - = a ； - t ^， 或者《, 4 + 

« ( ； =«*, + a ： ，也就是说，我们得出 结论: 的实部是对称的. 

但是每个~的实部（< 4 )和虚部 （(4) 都由线性积分关系即克拉默斯-克 
勒尼希公式相联系.所以从 <的对称性也得出的对称性，因而有整个~的 
对称性.因此，我们得到最后 结果： 

OI^U)) = a ki ((t)). (125.13) 

如果物体处于外磁场《中，这些关系式的形式有些变化.在外磁场中系统 
的波函数不是实的，但具有性质好 ） =«K 相应地对于太的矩阵元，我 

们有 

= x nn (-H) t 

并且在交换指标时，只有同时也改变磁场 H 的符号， （125. 9) 右边的表达式 

才不改变.因此我们得到关系式 

a ： (H) -a ki (H) = a ： (-H) -cc kt (-H). 

根据由克拉默斯-克勒尼希公式 （123. 14) 给出的另一个关系式，可以得出= 

i / (〜） ，式中/是实线性算符.把这个等式与厄米共轭等式= - i /( a ,:) 相 
加，得到 

A 

+ a *, ‘： - ) 

(在式中，所有的 cr . 4 当然有同样的 W 值）.由此 看出： 如果差 - a 4 , 具有某种对 

称性，则和< 也同样具有，因而量化本身也同样.因此， 

a ik (a)iH) = a ki ((o ； - H). (125.14) 

最后，假设: c 这些董中有一些在时间反演下变号.这样的量的算符是纯虚 
的，因此如果 \，心 两个量都属于这种类型，则全部推导和 
(125. 13) 的结果保持不变.假如这两个量中有一个在时间反演下变号，则在交 
换指标 i , A 时，等式 （125.9) 的右边变号.相应地， （125. 13) 变为 

a i4 ( w) = - a k ,((o) r (125.15) 

或者，对于磁场中的物体，有 

a, k ((o;H) = - a*,(a >； - H). (125.16) 

当然，所有这些关系式也可以作为涨落的时间对称性的结果而由 （125. 10) 
式得出.这样，如果*，和&这两个量时间反演行为相同，则由于所述的对称性 
( W )« 是实的，并且相对于指标 i ， 々对称（参看§ 122). 于是公式 （125. 10) .的 
右边对于同样的指标也必须是对称的，我们再次得出结果 （125. 13). 广义响应 
率对称性质的这种推导与§ 120中动理学系数对称性原理的推导完全 相似； 下 
面将看到，公式 （125. 13) — ( 125. 16) 可以看成这个原理的推广. 

广义响应率与动理学系数的联系可以通过把涨落耗散定理与多变董准定 
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态涨落理论相比来说明.我们写出这些相对应的公式，不再重复与上节末尾讨 
论单变量情况相似的所有内容. 

响应率的静态值与熵的展开系数成 4 由如下等式相联系 

T oi ik (0) = 

因此系统在静态力 A 作用下对平衡状态的偏移的决定量为 

勾 = a ik (0)f k = 办 —〆* ， X. = p ik x k = y. 

准静态力 A ( f ) 作用下非平衡系统的宏观运动方程可以表示成 

=-氕*(尤 4 - y )， （125. 17) 


它与 （120. 5) 不同之处在于用\ 代替了 

把形为周期函数 （125. 6) ，（ 125.7) 的*.(<)和 /( t ) 代人 （125. 17)( 并且把 
X k 写成线性组合 I = p kl x t 的形式），我们得到 

-= - 7ik^kiOiiJo n + y7i » 

由于的任意性，由此得出这些系数之间的关系式 

- i 仞〜 = Y yimt 


或 

= ~^(/3 一 i^y' 1 ) "!*• 

这就建立起所求的 cr . A 与动理学系数 7., 之间的联系. 


(125. 18) 


按照定义，氏 t 相对于自己的两个指标是对称的(作为导数因此由 

的对称性也就得出的对称性，即通常的动理学系数的对称性原理. 

在方程 （125. 17) 中把人 看成随机力，把 （125. 18) 代入 （125. 12) 中我们得 

到 


(fj k ) u = \^ny~\ k + y-L)coth 


如果像 （122. 20) 那样定义随机力 y , •，则 y , = h //： T ; 对于它们的谱分布有 

( yjk) u = (yik + yJ ff coth . (125.19) 

这个表达式与 （122.21) 差一同样的因子 （124. 19) ，在经典极限下它变为 1. 

§ 126广义响应率的算符形式 


涨落耗散定理也可以倒过来看，把等式 （124. 9) 从右边读到左边，并且把 
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{ X 2 ) u 以显式写成关联函数的傅里叶 分量： 

= &lanh i (0)〉 cU . (126.1) 

在这种形式下，该公式表明原则上能够根据系统的微观性质计算出系数 〆 ( w ). 
但是其不足之处在于它只能直接确定《(如）的虚部，而+是整个函数.可以得到 
没有这种缺点的类似公式.为此，我们对微扰系统直接计算 M 子力学平均值无 
(用微扰算符 （124.5)$). 

设穴是未微扰系统的波函数.我们按照普遍的方法（参看第三卷 §40), 
求微扰系统的一级近似波函数， 




(126. 2) 


式中系数 a m „ 满足方程 

\h — r- •• 

dt 




- l (fo 


f ； e - 1 ) 


在解这个方程时应该把微扰看作是从 i * 到 t 时刻“浸渐地”加进来（参看 

第三卷 §43) ;这意味着在因子 e tM "中应该作代换不 iO (式中符号 i 0 表示 
i 5 而 5— 0 + ).于是 

1 f f 9 J wt 

^ ^^~^ • 026.3) 

Y\ /«fe — /«! — 11 I dm I ^ i%\ if I - 


— iO 


(126.3) 


借助于用这种方式得到的函数矻，我们把平均值*作为算符 S 相应的对角 
矩阵元来计算.在同样的近似下，我们有 


= jV : X^ n dq = ^ (a 

^ m 

=丄 y[ _ L 

rs %^ / M mn nm 

In Oi — — ( l ) 


x__e 




+ a 二 f 




兮 … -L^^co^ iO co mn+( o 
把这个结果与定义 （123.9) 相比较，我们求得 


-~~ J/o 

+ + iO 


复共轭项 


( co ) = 


1 2 [ 


-仞一 iO (o mn + a) 


1 

+ Cij + iO ■ 


(126.4) 


借助于公式 


± iO 


+ iir8( 太） 


(126.5) 


(参看第三卷 （43. 10)), 可把 （126. 4) 式分为实部和 虚部. 当然，对于 cr "( a >) 我 
们回到先前的结果 （124.8). 


①这种方法比使用克拉默斯-克勒尼希关系式根据来决定 (然 后再决定整个 ot ( aO ) 
更加直接. 
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容易看出，表示式 （12 & 4) 是下面函数的傅里叶变换 


a (0 


+〈妥⑴ x(0) - x (0) x ( t )) f t > 0, 
n 

•0, t < 0 


( 126 . 6 ) 


(正如关联函数一样，这里的平均值当然只依赖于两个算符所取时刻之 
差. ） 实际上，如果将函数 （126.6) 作为相对于未微扰系统第 n 个定态的对角矩 
阵元来计算，在 i>0 时，有 


= -rX [、⑴ L( 0 ) -太⑽ (o): mfl ⑴]= 
乃 rn 


= yX 卜 J 2 ( e ' wl - e 〜） , 

^ m 

式中已按通常的规则 


转为不含时的矩阵元.因为 
换按照公式 ® 


太 ⑽ （0 =:⑽ e 

数 a (0 只是在 f >0时才不等于零，它的傅里叶变 



来计算，与 （126. 4) —致 • 

因此，最后得出下面 结果： 

a (( o ) = -^-J^ e ，< u ， ( x ( t ) i(0) - x(0) x ( t ) x)dt 


(126.7) 


(126.8) 


(R. Kubo,1956). 对系统任何给定定态求平均，这个公式都适用，因而在对吉布 
斯分布求平均以后，公式保持不变. 

对于影响多个变量1的微扰，决定系统对微扰响应的广义响应率 a lk ( a ,) 
有完全类似的 公式： 

= +[ e lw WO: 4 (0) - * A (0)x,(O ( 126. 9) 


习 题 


试求 a >—00 时 a (似）的渐近行为（设 Qf(® ) =0). 

解：当 w—oo 时 ，（126. 8) 式中小 f 值很重要.设40 « i (0) + G (0) ,我们 

求得 



①根据 W 的符号以細阴 W 代替 I ,此后再令0 +，将积分路径（在 I 的复平 面上〉 上偏或 
下偏来计箅积分. 
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(算符中省略了相同的宗量 r =0). 把 （126. 7) 对求微商，计算积分并给出 

参 

a(w) » — 仝 一 ii 〉； ( 1 ) 

nco 

如果其中对易子的平均值不等于 o , 该公式正确. 

由于是的偶函数，表达式 （1) 是实的，因此是渐近函数 a $ (( o ). 另一方面， 
( i )—^ oo 时，由 （123. 15 ) 我们有 

a’ （ w) «-^7 f 

TTO) 

(这里已考虑到 a M ( f ) 是奇函数）.把这个表示式与（丨）式相比较，我们求出下面 
对于 a ~ U ) 的“求和法则”： 


(oa ，r ( a))da) 
Jo 




§127长分子弯曲的涨落 


在普通分子中，原子间的强相互作用使得分子内部的热运动只是原子在其 
平衡位置附近的微小振动，这种运动实际 h 不改变分子的形状.由许多原子组 
成的长链（如碳氢聚合物长链）分子的性状具有完全不同的特征.分子很长，维 
系分子在平衡时的直线形状的力又相对较弱，这导致分子弯曲涨落可以很大, 
甚至分子产生卷曲.分子的长度很大，这使得它 可看成 特殊的宏观线型系统，而 
&，可以用统计方法计算弯曲表征童的平均值 （ C . E . Bpec ^ ep . H . M . 
OpeHKe;ib ， 1939①). 

我们将考虑沿着自身的长度具有均匀结构的分子.由于我们只对形状感兴 
趣，因此可以把这种分子当成均匀连续的线.线的形状取决于线上每一点指定 
的曲率矢量 P , 其方向沿曲线的主法线方向，大小等于曲率半径的倒数. 

—般说来，分子在每一点的曲率都很小，在这个意义上分子的弯曲很轻微 
(由于分子很长，这绝不排除远隔的点间的相对位移还会很大）.对于矢量 p 的 
很小值，弯曲分子单位长度的自由能可以按该矢量分量的幂展开.因为在平衡 
位置（直线形状，各点 p =0) ft 由能最小，所以在展开式中没有线性项，我们得 
到 

F = + y g a lkPlPk , (127.1) 

式中系数&的值描述直线分 +( 抗弯曲）的性质并且由于假设分子的均匀性, 


①在这里的理论中，分子被看成孤立系统，不考虑它与周围分子的相互作用.在凝聚物质内，此时 
后者当然可能对分子的形状有重大影响.虽然所得的结果对于实际物质的可适用性极其有限，其推导仍 
具有显著的方法论上的意义. 
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沿长度为常数. 

矢量 P 位于（与给定点分子线垂直的）法平面内，而且在这个平面内有两个 
独立的分蛍.与此相应，这些常数 4 的集合构成平面内的二维二秩对称张 M . 我 
们引人张量主轴，并用七 和七 表示张量主值（表示分子的线形，就其性质而言 
未必是轴对 称的； 因此 a , 和 a 2 不一定相等）.结果 （127. 1 >式取如下形式 

^ + « 2 P 2 ) » 


式中 p , 和仏是 p 在相应主轴方向的分 M . 

最后，沿整个分子的长度积分，我们就求出分+由于微小弯曲而引起的自 
由能总变化： 

AF, = yJCa.p ； + a 2 p\ ) dl (127.2) 

(/ 为沿着线长度的坐标）.显然，^和七这两个量一定是正的. 

设 L 和 G 为线上两点 U 和 6) 切线方向的单位矢 M ， 这两点被长度为/的 
一段线分开.我们用0 =氕/>表示这两条切线之间的夹角，即 


t a • t L = cos d. 

我们首先考虑弯曲非常小，以至于即使对于相隔很远的两点 J 角也很小. 
通过矢 ML 和张量、在 a 点法面内的两根主轴，我们作两个平面.当0值很小 
时，角度的平方可以表示为 

e 2 = e] + el y ( 127 . 3 ) 

式中仏和^是矢量 g 相对于矢最 L 在上述这两个平面内转过的角度.曲率矢 
量的分量与函数仏 （0 和 仏 （/) 的关系为 

de.ii) de 2 (i) 

Pl = ~~dT^ p2 = —57~, 


并 a 当分子弯曲时，自由能的变化取如下形式 





(127.4) 


要计算在特定的/下有给 定值& (0 和％(/) 时的涨落概率，必须 
考虑在 给定& 和仏下 pJ 能的最完全平衡（参看 § m 第一个脚注）.换而言之， 
必须确定在给定0,和士下可能的自由能最小值.形为 


Jo\ dll 


的积分，函数6>,(/)在上、下限的值已给定 （0,(0) =0,0,(/) =&), 在 &(/) 按线 


性规律变化时有极小值.这时， 


a x d] a 2 0\ 

^lT + 



而且涨落的概率 
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w oc 


exp (- 


T 


(参看 （116. 7)), 所以我们得到两个角度的均方值为 

<^?> = {6 \)= 
a \ °2 

因此所讨论的角度 0(/) 的均方值等于 


<(9 2 ) = /W 丄 + 丄 ). 

\ a. a 、 I 


127. 5) 


正如所料，在这种近似下，它与分子在所考虑两点之间那段长度成正比. 

角度 0(/) 很大的弯曲现在可以处理如下.在线上三点的切线方向 
次之间的角度，彼此之间有三角函数 关系： 

cos 6 ac = cos 0 ab cos d hc - sin 0 ah s\n 9 br cos (p $ 

式中 ( P 是平面和 u 4 ， u 之间的夹角.对这个式子求平均，并注意到在所 
考虑的近似下分子的 d 段和心段（在中间点切线方向 I 给定时）的弯曲涨落 
是统计独立的，我们得到 

<COS^> = (cos^cos^) = 〈 COS0 tt6 > 〈 cos〜 r > 

(含 cos<jP 项求平均后通常消失）. 

这个关系式表明，平均值 〈 COS 0( O > 应该是分子给定两点间片段长度/的乘 
性函数.另一方面，根据 （127.5) 式,对于小 0(0 值应有 

/ 一 _ 1 〈设〉 _ 1 IT 


(cosd(l )) 


式中引人记号 


+ _ • 


满足这两个要求的函数是 


〈 cos 6 ) = exp 


(127.6) 


这就是所求的公式.值得注意，当距离/很大时，平均值 〈cos 0>«0,这相当于分 
子上足够远两段的方向统计独立. 

借助于公式 （127.6) 很容易确定分子两端（以直线度量的）距离的均方 
值.如果〖（/)是分子中任意一点切线方向的单位矢量，则两端之间的径矢等于 




1 () 




(L 是分子的总长度）.把这个积分的平方写成重积分的形式并求平均，我们得 
到 
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(R 2 ) = If/d) - f(l 2 )dl,dl 2 = | o J[ exp ( - I - I /, -l 2 I ) d /, d / 2 . 


算出积分，得到最后的公式 

(R 2 ) = 2 


(y)( 


IT 


LT/a 


在低温的情形下 Ur « a ) ，这个公式给出 


(R 2 ) 


乙 2 (1 - 


LT 

3 ^ 


(127.7) 


(127.8) 


当 r — 0时，均方值〈/? 2 >趋近于分子总长度的平方 L 2 ，这是理所当 然的. 如果 ZT 


» a ( 温度很高或者长度 L 很大），则 

〈#>=学. (127.9) 

这时</? 2 〉与分子长度的一次幂成正比，因此当 L 增加时，比值趋于 0. 


第十三章 

晶体的对称性 


§128晶格的对称元素 

宏观物体最普遍的对称性在于物体中粒子位形的对称性. 

运动着的原子和分子在物体中并不占据精确确定的位置，为了严格地统计 
描述它们的排布必须引人一个密 度函数 来确定粒子在各个位 S 的概 
率 : P dK 是单个粒子处于体积元 dV 内的概率.粒子位形的对称性质取决于使函 
数保持不变的坐标变换（平移、转动、反映）.一个给定物体的所有这些 
对称变换的集合构成它的对称群. 

如果物体由不同的原子构成，则函数 P 必须对每…种原子单独确定.然 
而，这并不重要，因为在现实物体中所有这些函数实际上都具有相同的对称.同 
样地，我们也可以使用由所有原子在物体每一点产生的总电子密度所定义的函 
数 

对称性最高的物体是各向同性体，其性质在所有的方向上相同，包括气体 
和液体（以及非晶态固体）.显然，在这样的物体中每一个粒子在空间的所有位 
置一定都是等概率的，即应该有 P = 常数. 

相反，在各向异性的固态晶体中密度函数绝对不可能是常数..在这种情况 
下它是一个三重周期函数（其周期等于晶格的周期），而且在相应于晶格格点的 
诸点具有尖锐的极大值.除了平移对称以外 ，一 般说来，晶格（即函数 p ( x ， y , z )) 
还 具有各种旋转和反映对称.可以通过某种对称变换相互重合的格点，称为等 

①运动的电子不仅能产生平均电荷密度（ V ),而且也产生平均电流密度电流非零的这 
种物体也具有**磁结构 "，而 a 矢 m 函数 yu . hd 的对称决定了这种结构的对称.这将在本教程的另一卷 
中考虑（参看第八卷）. 
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效格点. 

在着手研究晶格的对称性时，首先应该弄清楚这种对称性可以由哪些元素 
组成. 

晶格对称性的基础是空间的周期性，即沿一定方向平行移动一定距离（或 
称平移）时自身不变的特性®;关于晶格的平移对称我们将在下一节详细讨论. 

除了平移对称性以外，品格还可以具有各种转动和反映 对称； 相应的对称 
元素（对称轴、对称面、旋转反映轴）也同样可以出现在尺寸有限的对称物体中 
(参看本教程第三卷 §91). 

但是除此以外，晶格还可以具有一种特殊类型的对称元素，它们是位移同 
旋转或反映的组合.首先我们考虑平移同对称轴的组合.一个对称轴同一个垂 
直于这个轴的平移的组合，不产生任何新型的对称 元素. 很容易看 岀：旋 转一个 
角度并随后在与轴垂直的方向平移，与单单围绕平行该轴的另一轴作同样角度 
的旋转等效.但是，绕轴的旋转同沿同一轴的平移的组合，" I 导致一种新型的对 

称元素 一 蠓旋轴.如果一个晶格在绕一根轴旋转的角度并同时沿该轴平移 

n 

一定距离^以后同自身重合，那么它有〃重螺旋轴. 

如果绕一 a 重螺旋轴作 a 次旋转并同时平移，结果晶格沿该轴方向移动一 
个等于以的距离.因此，当一个晶格具有螺旋轴时，它也一定沿该轴方向具有 
周期性，且周期不大于这意思就 是：同 a 重缧旋轴相联系的平移其距离只能 
是 . 

d - —a (p = l ，2，.“，/ i - l ), 
n 

式中 a 是晶格在螺旋轴方向上的最小周期.例如，二重螺旋轴只可能是一种类 
型，其平移为半 周期； 三重螺旋轴则可以具有1/3和2/3周期的 平移； 余类推. 

类似地，也可以把平移同对称面相组合.作一个平面反映再沿垂直该面的 
方向作平移，这不产生新的对称元素，因为很容易看出，这样一个变换等价于取 
另一与该面平行的平面作单一反映.但是，反映同沿反映面内某一方向的平移 
的组合，可导致一种新型的对称元素——称为滑移面.如果一个晶格在经一个 
平面反映并同时沿该面内某方向平移一定距离^以后同自身重合，那么它具有 
一个滑移面. 一 个滑移面的二次反映只不过导致一个距离的平移.因此晶格 

所具备的滑移面其平移距离显然只能等于 d ，式中 a 为晶格在该平移方向 


的最短周期长度. 


①这时，必须把晶格想像为无限的，不考虑晶体外表面的存在- 



§129 布拉维晶格 
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至于旋转反映轴，则它们同平移的组合并不产生新型对称元素.这是因为， 
任何平移在这种情形下都可以分解成两部分 ：一部 分垂直于该轴，而另一部分 
与之平行，亦即垂直于反映面.因此，旋转反映变换同平移的组合，总是等价于 
另取该轴的某个平行轴作同样的单一变换. 

§129布拉维晶格 


晶格的平移周期可以用一组矢量 a 表示，其方向与平移方向相同而大小 
与平移长度相等.晶格具有无穷多个不同的平移周期.所有这些周期并非彼 
此独立，但总可以选取不在一个平面内的三个（对应于空间维数）作为基本周 
期.于是任何其它周期都能表示成三个矢最的矢景和形式，其中每一个 矢景都 
是基本周期之一的倍乘.如果用〃,，《 2 ，七，表示基本周期，则任意的周期^具有 
形式 

a = + n 2 fl 2 + n 3 a 31 ( 129, 1 ) 

式中 n M n 2 , n 3 是任意的正、负整数或零. 

基本周期的选取绝不 唯一； 相反地，可以有无穷多种方式选取.设 A 
为基本 周期； 我们根据下式再另外引入周期<，<，< 

= (M = l ，2,3)， (129.2) 

k 

式中 a , t 是某些整数.如果新的周期 < 也是基本的，那么特别是原来的基本周期 
化，也一定可以用< 表示为具有整数系数的线性函数的 形式； 于是任何其它周 
期也都能用 < 表示.换句话说，如果由 （129. 2) 式用 < 表示义，那么我们一定 
有如下的公式 

a i ~ Pik a， k ， 
k 

而〜又是整数.众所周知，行列式 IAJ 等于行列式 la , 4 丨的倒数.因为两者都 

是整数，由此得出结论:< 为基本周期的充要条件是 

| a iJk | = ± 1. (129.3) 

我们选一个格点并从它引出三个基本周期.由这三者构成的平行六面体称 
为晶格的原胞.于是整个晶格吋以表示为这样的平行六面体规则堆砌集合.显 
然，所有的原胞具有完全相同的 性质； 它们其有完全相同的形状和体积，并且每 
胞含排列相同的等数目的每种原子. 

显然，在所有原胞的所有顶点上的原子完全相同.换句话说，所有这些顶点 
都是等效格点，并且其中每点都可以经平移某个晶格周期而与任何其它点重 
合.所有这些通过平移可以彼此重合的等效格点的集合形成晶体所谓的布拉维 
格子.显然，布拉维格子并不包括晶格的所有格点.不但如此，一般来讲，它甚至 
不包括所有的等效格点，因为在晶格中还可能存在只有在变换涉及旋转或反映 
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时才彼此重合的等效格点. 

选定晶格中的任一格点并作所有可能的平移，可以构造一个布拉维格子. 
选择不在第一个布拉维格子中的另一格点作为起始，可得到相对于第一个有位 
移的另一个布拉维格子.因此很显然，晶格一般来讲是一个套一个的若干布拉 
维 格子； 每一个对应于特定的原类型和位置，并且所有这些格子看成是纯几 
何上的点系时完全等同. 

现在我们回到原胞的问题上来.由于基本周期可以任意选择，原胞的选择 
也不唯一.原胞可以由任意一组基本周期构成.这样得到的原胞当然具冇不同 
的形状，但是体积全都相同.这一点由如下分析最容易看出.由上面可知，对于 
可在给定晶体中构造的所有布拉维格子，每个原胞各有某个格子的一点.因此 
在给定体积内的原胞数总是等于任何特定类型和位置的原子的数目，亦即与怎 
样选择原胞无关.因而，每种原胞的体积都等于总体积除以原胞数. 


§ 130晶系 


现在我们来研究所有可能的布拉维格子对称类型. 

我们先来证明一个有关于晶格旋转对称 
性的普遍定理.我们来看一下晶格可能具有 
哪些对称轴.设 .1( 图 55) 是布拉维格子的一 
点，有一根对称轴通过该点（与图面垂直）.如 
果是另一格点，与4相距一个周期，那么一 
定有另一根同样对称轴通过& 

现在绕通过4的轴旋转角度 #=&(« 是轴的重数）.于是 B 点连同过它的 

n 



轴移到 B ， 位置. 类似地，绕的旋转把4移到，.构造过程要求1和厂属于同 
一个布拉维格子，因此可以通过平移相互重合.因此距离 / Tf 也一定是晶格的 
一个周期.如果 a 是在该方向的基本周期，那么距离必然等于叩，其中 P 是 
整数.由图55看到，这给出方程式 


即 


2asin 



一 2acos ip = ap , 


cos ip 



一 P 
2 ~ ^ 


因为 \ cos<p I 彡 1, 所以 P 可以等于 3 ，2, 1,0 •这些值对应于在 ^ 中取 

n 

=2, 3,4,6. 因此，一个晶格只可能具有重数为2、3、4和6的旋转对称轴. 

现在我们来讨论布拉维格子相对于旋转和反映的对称类型•这些对称类型 



称 为晶系 .每 一 个晶系是确定的 一 ■组对称轴和对称面，也就是 一 个点群. 

很容易 看出： 布拉维格子的每一格点都是那里的对称中心.实际上，布拉维 
格子中的每一个原子有与之对应的另一原子，后者间前者及给定的格点共线， 
并且这两个原子与该格点等距.如果对称中心是布拉维格子除平移以外的唯一 
对称元素，那么有以下几种 情况： 

1. 三斜晶系. 这种晶系在所有晶系中对称性最低，对应于点群 c ,. 三斜布 
拉维格子的格点，位于棱长、棱角都是任意的全同平行六面体的顶 点上； 这样的 
平行六面体如图56所示.布拉维格子通常用专门的符号标记，三斜晶系记 
作 r ,. 



I 




r 0 


卜 0 
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2. 单斜晶系是对称性次低的晶系.它的对称元素是一个二重轴和一个与它 
垂直的对称面，也就是说这个晶系是点群 C 2A .‘这是底面任意的直平行六面体的 
对称.这种晶系的布拉维格子可以有两种构造方式.第一种情形称为简单单斜 
布拉维格子 （ rj ，格点位于以任意平行四边形作为面 ac 而直边为 b 的平行六 
面体的顶点上（图 56). 第二种情形是底心单斜格子 （ rl ) ，格点不仅位于平行六 
面体的顶点，而且还位于平行六面体的两个对立矩形面的中心. 

3. 正交晶系对应于点群 D 2 ,. 这是棱长任意的长方体的对称.属于正交晶 
系的有四种布拉维格子.在简单正交格子 （ r u ) 中，格点位于长方体的顶点上.在 
底心格子 （ r $) 中，格点还位于每个长方体的一对对立面的中心 . 在体心格子 
( n ) 中，格点位于长方体的顶点和中心 . 最后，在面心格子 （ r 7 。） 中，格点位于长 
方体的顶点及所有的面心. 

4. 四方（或四角）晶 系对应于点群这是四方柱体具有的对称.这种晶 
系的布拉维格子吋以有两种 方式； 即简单的和体心的四方布拉维格子（记作 r , 
和 rp ， 格点分别位于四方柱体的顶点，以及位于顶点和中心. 

5. 三方（或三角）晶系对应于点群 z > 3 , ; 这是菱面体所具冇的对称（菱面体 
是立方体沿着它的一根空间对角线拉长或压缩所形成的体）.在这个晶系中唯 
—可能的布拉维格子 （ rj 中，格点位于菱面体的顶点. 

6. 六方晶系对应于点群 D 6fc; 这是正六角柱 
体的对称.这种晶系的布拉维格子（1\)只能以一 
种方式实现，即它的格点位于正六角柱体的顶点 
和六角形底面的中心 . 值得注意的，六方和三方 
布拉维格了之间有下述的区别.在这两种格子 
中，格点都位于与6重（或3重）轴的垂面中，构 
成等边三角 N 络.何是在六方格子中，在（沿着 C 6 
轴方向的）相继各平面中，格点一个在另一个的 
iH t 方（这些平面的示意图如图57所示）.至于 
三方格子，则每一平面的格点都在前一平面的格 
点所构成三角形的中心之上（如图57中的小圈 
和小叉）. 

7. 立方晶系对应于点群0,;这是立方体的对称.属于这种晶系的有三种布 
拉维 格子： 简立方 （ r f ) 、体心立方 （ n ) 和面心立方 （ r {). 

在三斜、单斜、正交、四方、立方这个晶系序列中，每一晶系都比它前面的所 
有晶系具冇吏高的对称.换句话说，后面晶系包含前面晶系出现的所有对称元 
素.在这种意义下，三方品系所具备的对称高于单斜晶系，而同时低于立方和六 



图 57 
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方晶系，这后二者都包含三方晶系的对称元索，即这两种晶系最为对称. 

值得注意的还有下述情况.乍看起来，除了上面所列举 
的14种布拉维格子以外，似乎还可能有其它类型.例如对 
于简单四方格子，如果在柱体的上、下正方底面中心加上格 
点，那么这个格子仍有原先的四角对称.但是很容易看出， 

这里并没有得到新的布拉维格子.实际上，如果图58所示 
的方式用虚线联结这个格子的格点，那么我们看到新格子 
仍为简单四方.很容易证实，所有其它类似情形也是如此. 

图56中所表示的各布拉维格子的平行六面体，本身具 
有它们所属晶系的全部对称元素.但是必须注 意：除 了几种 
简单布拉维格子以外，这些平行六面体并不是 原胞； 构成这 
些平行六面体的周期不是基本周期.对于面心布拉维格子，可以选取从平行六 
面体的任一顶点到面心的矢 M 作为基本 周期； 而对于体心格子可取从平行六面 
体的顶点到体心的 矢量； 诸如此类.图59表示立方格子和 n 的原胞；这两种 
原胞都是菱面体，它们本身并不具有立方晶系的全部对称元素.显然，面心布拉 
维六面体的体积&是原胞体积的 四倍： & =4〃;体心平行六面体和底心六面体 
的体积等于原胞体积的 二倍： ％ :2 v ， v b =2 v . 





图 59 

完全确定一个三斜布拉维格子，必须指定六个量：平行六面体的棱长和棱 
角.对于单斜晶系，四个董就够了，因为有两个棱角总是直角；余可 类推. 类似的 
分析容易发现，确定各种晶系的布拉维格子所必需的量（平行六面体的棱长和 
棱角）的数目 如下： 

三斜系…6 
单斜系…4 
正交系…3 
四方系…2 


三方系…2 
六方系…2 
立方系…1 
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§131晶类 

对于所有可以称为是宏观的一系列现象来说，晶体的行为就像连续的均匀 
物质一样.晶体的诸多宏观性质仅仅与晶体中的方向有关.例如，光线通过晶体 
的特性只依赖于光线的 方向； 晶体的热膨胀在不同方向一般来讲是不 同的； 最 
后，晶体在各种外力影响下的弹性形变也依赖于方向. 

另一方面，晶体的对称导致晶体中不同方向的等价性.晶体的所有各种宏 
观性质，沿这些方向完全一样.因此，可以说晶体的宏观性质取决于晶体中的方 
向对称性.例如，如果晶体具有对称中心，那么晶体中的任何方向都和它的相反 
方向等效. 

晶格的平移对称不导致任何方向上的等价性，因为平移根本不改变方向. 
由于这个缘故，对于方向对称来说，螺旋轴和简单对称轴之间或是滑移面和简 
单对称面之间的差别无关紧要. 

因此，晶体的方向对称，进而它的宏观性质的对称，由它的一组对称轴和对 
称面来决定，而且螺旋轴和滑移面这时应看成是简单的轴和面.这样的对称元 
素集称为晶类. 

我们已经知道，一个实际品体可以看成是一组互穿的等同布拉维格子.由 
于布拉 维格了 •的食:香，实际晶体的对称一般不同于相应的布拉维格子的对称. 

特别是，一个给定晶体的晶类对称元素集，一般不同于其晶系.显然，新格 
点加到布拉维格子上，只可能使得它的某些对称轴和对称面消失，而不会出现 
新元素.因此，与品类所对应的晶系相比，即与该晶体布拉维格子的对称轴和对 
称面总数相比，晶类所包含的对称元素数目较少（或至多相等）. 

由以上分析可以提出寻求属于一个给定晶系的所有晶类的方法.为此，必 
须求出由该晶系的全部或某些对称元素所构成的全部点群.但是，这样得到的 
点群其对称元素有可能不只属于一个晶系.例如，前节中已经看到 ：所有 的布拉 
维格子都具有对称中心.因此所冇的晶系都包含点群虽然如此，不同晶系的 
晶类划分，通常有唯一的物理方式.这就是，每个晶类所划归的晶系，在含有该 
晶类的所有晶系之中必须对称性最低.例如，晶类必须归入只含反演中心而 
无仟何其它对称元素的三斜晶系.这种晶类分法，绝不会把一个具有某种布拉 
维格子的晶体，归入一个可用对称性较低晶系的布拉维格子生成的晶类中（只 
有一个例外，见下）. 

满足这个条件的必要性在物理上很明显.实际上，晶体中属于其布拉维格 
r 的原子按照比晶体对称所要求的更高对称方式配置，这在物理上极不可能. 
何况这样的位形即使偶然出现，那么任何外来影响（如加热）哪怕很弱也足以把 
它破坏，因为这种位形同晶体对称没有必然联系.举例來说，如果一个晶体属于一 
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个由四方晶系就足以生成的晶类，假如它具备立方的布拉维格子，那么即使不很 
大的影响，也能引起立方原胞的一条棱伸长或缩短，而使它变成正方形棱柱体. 

从这个例子可以看出起着電要作用的一个事 实：高 对称晶系的布拉维格 
子，可以通过微不足道的形变而变成低对称晶系的格子.但是也存在一 个找+ 
到这种变换的例 外：用 任何的尤限小形变都不能使六方布拉维格子变成低对称 
的三方晶系格子.由图57可以 看出： 要把六方格子变成三方格子，每隔一层的 
格点必须位移一个有限距离，即从三角形的顶点移到中心.这导致三方晶系的 
全部晶类既可以由六方的，也可以由三方的布拉维格子来生成®. 

因此，要找出所有的晶类，必须从寻找对称程度最低的晶系即三斜晶系的 
点群开始，然后依次过渡到较高对称的晶系，而同时把已经归人较低对称晶系 
的点群（即晶类）去掉.结果发现总共只有32个晶类 存在； 这些晶类按照晶系分 
类列表 如下： 


晶系 

晶类 

三斜 








单斜 

C,, 

q ， 






正交 


mm 






四方 

乂， 

mam 

c 4 . 

c 4k , 

c 4o , 

M3M 

mm 

三方 

C,, 

之， 

» 





六方 


— 


Q ， 




立方 


A, 

T,, 

■a 

mm 




上述晶类的每一组中，最后一个是对称性最卨的一个，包含该晶系的全部 
对称元素.如果晶类的对称同它所在晶系的对称等同，就称这种晶类为全面象 
晶类.如果晶类所具备的各种对称变换（旋转和反映，并包括全等变换在内）的 
数目比全面象晶类小一因子二或四，那么就分别称它们为半面象或四分面象晶 
类.例如，在立方晶系中， A 是全面象晶类，是半面象晶类，而 r 是四 
分面象晶类. 

§132 空间群 

在研究 r 布拉维格子的对称和晶体的方向对称以后，我们可以最终考虑晶 
格全部的真实对称.这种对称可以称为微观对称，以区别于在上节中所讨论的 


①通常把具有六方布拉维格子而属于三方晶类的晶体! n 人三方晶系. 
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晶体宏观对称.微观对称将决定晶体的依赖于原子在晶格中如何配罝的性质 
(如晶体 X 射线散射）. 

晶格的（实际的）对称元素集合称为它的空间群.晶格总是具有确定的平移 
对称，除此以外，它还可能具有对称轴，如简单轴和螺旋轴、旋转反映轴以及对 
称面如简单面和滑移面.至于晶格的平移对称，则它完全由布拉维格子决定，因 
为后者的定义本身表明 ，除了 布拉维格子周期以外，晶格没有其它平移周期.因 
此，要确定晶体的空间群，只需找出布拉维格子，并列举出与旋转和反映有关的 
对称元素.当然，同时还必须指出这些对称面和对称轴彼此间的相对位置.其 
次，必须注意到，晶格的平移对称意味 着：如 果晶格具备一个对称轴或对称面， 
它就会有无穷多个， R 彼此只差一个等于晶格周期的平移.最后，除了这些相隔 
晶格周期的对称轴（或面）以外，平移对称和对称轴（或面）的同时存在，导致许 
多新轴（或面）的出现，后者不能通过平移任何晶格周期而与前者重合.例如，对 
称面的存在不仅导致岀现与之平行的彼此相隔晶格周期的对称面，而且还出现 
平分这些周期的对称面.实际上很容易证实，对某一平面反映继而在垂直于该 
平面的方向位移距离 <相当于取与之相距 ( i /2 的平行平面作直接反映. 

所有可能的空间群可按晶类划分.具体地说，如果在空间群的简单轴和缧 
旋轴之间及简单面和滑移面之间不予区别，这时一个空间群与某个晶类有相同 
的对称轴和对称面的集合，那么这个空间群划归该晶类.总共可能有230个不 
同的空间群存在它们首先由费多罗夫 （ E . C . OejiopoB ，1895) 发现.空间群按 
晶类的划分如表 1. 


表1 


晶类 

空间群数目 

晶类 

空间群数 n 

晶类 

空间群数 n 

晶类 

空间群数目 

mm 


mm 


■ 







USm 






























22 


HH 






睡 _ 


20 





K9 

28 

■ 



WM 




①其中包括区別只在于绕镙旋轴的旋转方向的11对空 间群. 
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我们不准备在这里列出全部空间群的对称元素，那是非常繁琐的.这可以 
在专门的晶体学参考书中找到®. 

不含有螺旋轴或滑移面的空间群，称为 点式空间群， 这样的群共有73个. 
其余的157个空间群含有上述对称元素.属于非点式空间群的晶格，显然在一 
个原胞内至少应该含有两个同样的原子•.绕螺旋轴转动或在滑移面内反映都涉 
及不足一个基本周期的平移，所以这种变换不能使布拉维格子的格点彼•此重 
合，因而晶格必须至少由两个填以相同原子的互穿布拉维格子构成. 


§133倒格子 


所有表征晶格性质的物理 M , 都具有与晶格本身同样的周期性.例如，由晶 
格中原子的电子所产生的电荷密度，原子在晶格屮处于任何一点的概率等都是 
这样的量.设函数 i /( r ) 其中之一.其周期性表明 

U{r + n 2 a 2 + n y a 2 ) = U ( r ) 7 ( 133. 1 ) 

式中 n , f n 2 t rty 为任意整数， ， fl ; 为晶格基本周期 • 

我们把周期函数 C /( r ) 展开为三重傅里叶级数，展开式可写成 


t / = ^ (133.2) 

* 

式中求和遍及矢 M 6 的一切可能值.表示为级数形式 （133. 2) 的函数必须满 
足周期性条件 （133. 1),/> 的可能取值由这一要求决定.这意味着 ：如果 r 换成 
为任意周期），所有的指数因子都必须保持不变.为此，标最积•办必 
须永远是 2 ir 的整数倍.因此，依次选择基本周期心 ， fl 2 ， fl 3 作为必定有 

fl 1 • ^ = 2irp, , • 办 = 2irp 2 ， • A = 2irp 3 , 


式中 A , P 2 , P 3 是正负整数 或零. 这三个方程式的解的形式为 

b = P\ b \ + Pi b i + 

式中矢量 t 通过矢量义决定 如下： 


(133. 3) 



2 -fa 2 x a 3 ， 





i ； = a, • (a 2 x a 3 ). 


(133.4) 

这样我们就确定了矢量 6 的所有可能值.式 （133. 2) 中的求和遍及的 
一切整数值. 

大家知道，乘积 v ^ a x - ( a 2 xa 3 ) 在几何上表示由矢量七 f fl 2 ,« 3 所构成的 


① 例如， 空间群 的详尽描述可以在下列书中 找到： ^K)6apcKMft r . R. Tcophu rpynn h cc 
npHMeHeHHA b (|)H 3 HKe ( ripH/io)KeHMe IV ) . <I>M3MaTrM3« 1958 ； International Tables for Crystallography f v. 
A. Space Croup Symmetry. -Dordrecht-Boston ： D. Reide! Publishing Company, 1983 . 后者还对每个空间群歹 】 J 
举出全部等效点. 
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平行六面体的体积，亦即原胞的 体积； 而乘积 A xa 2 等代表这个原胞的二个面 
的面积.因此，矢量 t 具有长度倒数的量纲，大小等于由矢所构成 
平行六面体的高的倒数乘以 2 tt . 

由 （133. 4) 可以看出 |和七 满足关系式 

0，如果 i 〆 左， 

2 ir , 如果 i =々• 


b 


(133.5) 


这意味着矢量\垂直于七和七 ，心 和~也类似 • 

在确定了矢铖\以后，可以用作为基本周期来形式地构造一个 
格子.这样构成的格子称为倒格子；矢 ttu 2 ， i 称为倒格基矢 ®. 

我们现在来计算倒格+原胞的体积.它等于 ' 

V . = • (^ 2 X ) - 

把 （133.4) 式代人上式，得 

V 9 = (fl 2 X fl 3 ) • [(fl 3 X fl t ) x (fl, X a 2 )]= 

V 


(2tt) 


3 


[(fl 2 X fl 3 ) • fl, ] • [ (fl 3 X fl, ) • a 2 ] % 


最后得 

v 1 = (» 3 . (133.6) 

v 

显然，三斜布拉维格子的倒格子原胞也是一个任意的平行六 面体. 类似地， 
其它晶系的简宇-布拉维格子其倒格子也是同一晶系的简单格子；例如，简立方 
布拉维格子的倒格子也具有简立方原胞 • 通过直接构造也很容易 证实： 面心布 
拉维格子（正交、四方、立方）的倒格子是同一晶系的体心格子；这时布拉维倒格 
子的平行六面体的体积< sSUtOVi /, ，式中 ☆是 布拉维正格子平行六面体的 

体积.相反地，面心倒格子与体心正格子相对应，并 R 又有 I/) =8(2tt) 3 /iv 最 
后，对于底心正格子，其倒格子也具有底心的原胞，并且4 = 4 (27 r)Vtv 
大家知道，形如下式的方程 

b • r =常数 

(式中 A 为常矢 M ), 描述一个垂直于矢虽&的平面，它与原点的距离为 f •选 

择布拉维格子的任何一个格点作为原点，并设 b = Pi^i + Pib 2 + p 3 lf 3 是倒格子的 
某一矢量 （ P ,， P 2 ， P 3 为整数）.把 r 也写成 + n 2 a 2 + a 3 «, 的形式，可得如 
下平面方程式 


①在现代物理学文献中采用的定义 <133. 4 ) ，与纯结晶学屮采用的定义相差一个因子 2ir. 
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b * a 

- = « i />« + riiPi + « 3 />3 =爪， （133.7) 

式中 m 为给定常数.如果这个方程式代表一个有无数个布拉维格点的平面（通 
常叫做 晶面） ，那么 n ,, n 2 , n 3 必须是一组整数.为此，显然常数 m 也必须是整 
数.在给定的^ 1 ,/^,/> 3 下，当常数爪取不同整数值时，方程式（133.7)确定出无 
限多个相互平行的晶面. 

整数/>,，/ > 2 ， h 总是可以取成互质的，即除1以外没有公约数.假如有这样 
的公约数存在，那么可以用 它去除 方程式的两边，而仍旧得到同样形式的方程 
式.数字 P ,， P 2 ,/>,称为这一族晶面的米 勒指数 ，表示为 （ P , P 2 P 3 )• 


晶面 （133. 7) 与沿基本周期 


…取的坐标轴相交于^ 



点.晶面在坐标轴上的截距（各以 a | f a 2 f a 3 为单位来量度）之比 为丄: 丄:丄，即 

P\ P2 

截距反比于米勒指数.例如，与坐标面平行的晶面（即在坐标轴上的截距之比为 
00:1)，三个面分别有米勒指数（100)，（010)， （001). 与晶格基本平行六面 
体的对角面平行的晶面具有指数（111)，余类推. 

很容易确定同一族晶面中相邻两面的间距.晶面 （133. 7) 到原点的距离是 


辛， b 是该倒格矢的长度.下一个晶面到原点的距离是 27 L ( $ + 1 Y 因此这两个 
0 0 


晶面的间距 d 是 



(133.8) 


在结束有关晶格对称性问题讨论之际，必须指出，严格的周期型晶体并未 
穷尽固体的所有可能类型.还存在所谓的无公度晶相，其密度函数 P U ， y ， z ) 不 
是坐标的周期函数而只是条件周期的.表征该相性质的函数叭 r ) 的傅里叶级 
数 （133. 2>，其所含的矢量 A 将是三个以上基本周期的（整系数的）线性组合. 

一般说来，前面所建立的周期晶体对称性质，对于无公度相不再成立.特别 
是它们可能具有的对称轴阶次不止是在§ 130中指出的 那些. 


§134空间群的不可约表示 


对称性理论的物理应用通常用到所谓群表示这种数学工具.在本节我们将 
论述有关空间群的分类和构建其不可约表示的方法 

我们先用比较数学化的术语重新概括在前几节表述的关于空间群结构的 
知识. 


①这里假设读者熟悉类似于第三卷第12章中的有关群论知识. 
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每个空间群都含有一个平移子群，它包含可使晶格与其自身重合的所有无 
限多个可能 平移； 这个子群也就是所谓晶体布拉维格子的数学表述.完全的空 
间群由这个子群再加上 n 个旋转和反映的对称元素得到， n 是相应晶类的对称 
变 换数； 这 n 个元素将称为旋转元素.空间群的任何一个元素可以表示成一个 
平移元素与一个旋转元素的乘积 ®. 

如果一个空间群不包含螺旋轴和滑移面（点式空间群），则旋转元素只能选 
晶类的 a 个旋转和反映对称变换.但是，在非点式空间群中旋转元素是旋转和 
反映同时伴有某个基本周期的特定分数倍的平移. 

为了便于清楚地表征空间群的元素，可用符号 （P |0表示它们，这里 P 是 
任何旋转或反映，而/是同时平移的矢 M ; 当作用到任何一点的径矢 r 上时: 
( P|/)r = Pr - f /. 两个元素的相乘按照明显的 法则： 

(p f \r)(p\t) = (p f p I p 9 t + 1 9 ). ( 134 . i) 

元素 （ pu ) 的逆元是 

(P I t)^ x = (尸， 1 I - P ^ l t ) ； (134.2) 

它与 （ PU ) 相乘时，给出群的单位元 I 0)( 式中 £ 记恒等旋转变换）. 

特别是，纯平移表示为 I fl ) ，式中是晶格任何周期.点式空间群的旋转 
元家，依上述方式选取则形为 （P |0).在非点式空间群中，旋转元索的形式为 


( Pk ), 式中 T 是沿螺旋轴或滑移面发生的分数倍晶格周期的平移.在第一种 
情形下，旋转变换 （/ Mo ) 的集合本身形成空间群的子群.而在第二种情形下，元 
素 （ p | T ) 本身并不形成子群，因为重复应用它们导致的不是恒等变换，而是某 
个晶格基本周期的平移.但是，像这样的转动与反映 P ( 也就是说对简单轴和螺 


旋轴或是简单面和滑移面不加区别）总是组成一个群即决定晶类的点对 称群; 
就此而言，这个点群可称为晶格的 方向群 
下面我们来构造空间群的不可约表示®. 

所有这种表示都可以用如下形式的函数集实现 

(Pko = u ka e ' k r ^ (134.3) 


式中 A 是常波矢，、 a 是相对于平移不变的 函数； 指标 a = 1,2,…把具有相同 A 
的函数编号.作为平移 r—r + fl (式中是晶格的任何一个周期）的结果，函数 


① 必须指出，平移子群是阿贝尔群（它的全部元素可对易），而且是整个空间群的正规子群 ：与平 
移共轭的所有群元也是平移（两个元素和称为是共轭的，如果而 c 也是群 元）. 

② 在各种情况下，空间群与方向群之间的关系从群论的观点看来可以用如下方式表述•把空间群 

的所有元索按 n 个陪集分解，其中每一个包含一个旋转元素与所有可能平移的乘积的无穷集合，即给定 
P 和 r 下的形为 （P 的全部元素.如果现在把每个陪集整体上看成新群的元素，则得到原空间群的 

所谓商群.这个商群与方向群同构. 

③ 下述推导由塞茨 （ F . S e ilz ,1936> 给出. 


§134 空间群的不可约表示 
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(134. 3) 被乘以常数换而言之，在函数 （134. 3) 实现的表示中，平移矩阵 
是对角的.显然，相差任何一个倒格子周期6的两个矢量 A 将导致函数在平 
移变换下具有同样的变换规 律：因 为《 • 6是的整数倍，所以 exp(ia • b ) = 
1. 这样的矢 M 将称为是等效的.如果设想矢 A 是从倒格子原胞的顶点引到其 
各点，那么所有不等效的矢量只限于一个原胞内 • 


在旋转对称元素 It ) 的作用下，函数变换成矢的不 N a 值函数 


的线性组合，这里的 f 由矢 量1 在倒格子中作给定的旋转或反映得到= 
Pk ①. 在群的全部 n 个旋转元素的作用下可以相互转换的所有（非等效）矢里•灸 
的集合，称为波矢量々的波矢星.在任意 A 的一般情形下，波矢星含有《个矢量 
(射线）.含有波矢星的各射线的函数全应在不可约表示的基矢函数之 内：因 
为含有不等效 A 的函数在平移下乘了不同的因子，所以无论怎样选择它们的线 
性组合作为可相互变换函数，函数的数目都不会减少. 

对于某些 A : 值，其波矢星的射线数可以少于 n ， 因为可能有些旋转对称元素 
并不改变&或者把它转变成等效矢量.例如，如果矢量 * 沿对称轴，则在绕该轴 
旋转时矢 M 不变；从原胞的顶点到它的屮心的矢量=卜/2, 式中匕 是倒格 
子的基本周期之一），在反演时变成与它等效的矢 M -*= - b /2= k - b t . 

包含在给定空间群内而且不改变矢 M W 或者把它变为等效矢量）的那些 
对称旋转元素（全当作简单旋转或者反映⑺的集合，称为矢 M * 的“纯对称群” 
或就叫波 矢群； 它也是通常的点对称群之一. 

我们首先考虑点式空间群的最简单情形.这种群的不可约表示的基函数可 
以写成乘积的 形式： 


(pka - (134.4) 

式中 函数& 相对于平动变换不变，而 A 是表达式(取等效的 A 0 的线性组 
合，后者在矢 M A : 的纯对称群的所冇变换下 不变； （134. 4) 中的矢量 it 取自己波 
矢星中所有值.在平移变换下函数心不变，而函数 ( A〆 还有被乘以 exp ( i ^ • 
a ). 在属于 ifc 群的旋转和反映之下，函数&不变，而函数相互转换.换句话 
说，函数、实现了点群的一个不可约表示（由于这个缘故，可称之为“小表 
示”）.最后，不在 * 群内的旋转元素使具有不等效々的函数 （134. 4) 的集合彼此 
变换.用这种方式构造的空间群表示的维数等于 * 的波矢星中的射线数乘以小 


表示的维数. 

因此，求点式空间群的所有不可约表示的问题完全归结为把矢量々按其纯 
对称性进行分类以及已解决的寻求有限点群不可约表示问题. 


①对于矢 M A 在倒格子中的变换，不言而喻，所有的对称轴和对称囱都应当宥成是简单的，即只应 
当考虑方向群. 
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现在我们转向具有螺旋轴或滑移面的空间群.如果波矢 a 在它的群中所有 
变换下总不改变（即不转变为等效矢量） ® ，这些对称元素的存在仍然是非本质 
的.这时相应的不可约表示仍然由形为 （134.4) 的函数实现，其中~形成矢量* 
的点群表示的基.与点式空间群情况的唯一区别就在 于：在 旋转变换下， 
(134.4) 中的函 数心二 ex P (iit • r ) 不再保持不变，而被乘以 exp(iAr • r ). 

但是，如果有多个等效的矢 M A : 可在纯对称群的变换下相互转换，形为 
(134. 4) 的函数不再适用.在同时伴有平移7的旋转变换下， A 值等效却不相间 

的函数 ex P (iik • r ) 被乘上不同的因子(因为^^不是整数 p 所以它们的线性组 
合 A 不再变换到自身. 

这时已不可能将旋转元素和平移分开考虑.但是，吋以只考虑平移的无穷 
集合中的有限个，而且仅须对从倒格子原胞的顶点引到原胞内部某些选定点的 
矢量 考虑； 这些点的坐标（全部三个或其中几个）可用基本周期 b [ t b 2 t b y 的简 
单有理分数部分 ® 表示.由旋转元素（连同与其相伴的分数基本周期的平移 T ) 

以及~2为有理分数（小于 1) 的平移所组成的数，称为扩展波 矢群； 其余平移 
2 tt 

依旧可以认为是恒等变换.可对这样构成的有限群给出不可约表示（“小表 
示”）的函数，连同々的波矢星其它射线对应的类似函数 A . a ， 可实现空间群 
的不可约表示.这里指出，这些群小表示的维数可达到 6( 晶类 A 的群） 

我们以具体的例子说明这种方法. 

我们考虑空间群 D 2 2 A ,它属于简弟斜方布拉维格子并包含下列的旋转元素® : 
(^|0),( C ； |0), (CH 0),( C ； I 0),(/ It ), ( o - Jr ),( a- y | r ), ( o - Jr ), 
式中轴沿晶格的三个基本周期取，而 T = ( fl , )/2( 对称轴 C 2 是简 

单的，而与之垂直的平面^是滑移面）. 

① 具体说，这总包括矢 M 以及恒等变换为其波矢群单位元索的位罝一般的矢 M . 

② 实际上这些分数常常只取+,+，+(后两种值只出现在斜方六面体晶系与六方晶系的群中 >• 

③ 如果把扩展波矢群的表示肴成非扩展群（点群之一）的表示，则群元 c 的表示阵6之间的关系式 
会与群元素木身之间的关系式不同 ：假如 心6 2 = C 3 ，则相应表示阵之间的关系式一般并非为同样的等式 

C , C 2 如同通常的表示），而是形为 A A =6^ 2 <3 3 ，式中0>, 2 是某个相因子，仅仅模为丨： | cu l2 | = I . 

这些表示称为射彩表示•可以对于每个点群一次性地列出所有实质上不同的射影表示，然后将之用作小 
表示去 构造空间群的 不蚵约表示. 

射影表示理论的论述和结晶学点群的射彰表示图表可在下列书中找到： eh P r / i f nHKyc r e. 
CHMMerpHH h Ae(|>opMauHOHHbie 3< J )4 )eKTbi b no ^ ynpoeoAHHKax . - M . : Hayxa , 1972. 

另有空间群 + 叶约表示的完全表 ，见 ： KoBariCB O B - HenpHBOAHMbie h HHAyunpoBaHHbie 
npeACTaB^eHHA h KonpeacTdBneHHfl (|)caopobckmx rpynn . - M . : HayKa , 1986； Bradley C J, Cracknel ] A P . 
The mathematical theory of symmetry in solids . Oxford ； Clarendon Press ，1972. 

④ 空间群通常用晶类符号标记并附加上标记群在该类中的编号 • 
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例如，我们选取矢量 

k = (1/2,0,0), (134.5) 

式中括号内的数字给出矢量沿倒格子轴的分量并以其原胞的棱长 （ 6 , i27T / a ,) 
为量度单位.这个波矢董的纯对称含有点群的全部对称轴与对称面，因此这 

个矢量本身组成波矢星.附加上满足^ = 4■的平移（瓦|〜），得到扩展群.结 

2tt I 

果，我们得到由16个元素分成10类组成的群，如表2的最上一行所示.二元素 
如 | 0) 和 （ 1 ) 的共轭性（即同属一类），可证实如下.我们有 



0) ( C ； |0) ( 
a ,)( C ； 10(， 


■HHH 


(/| t )' , ( c 2 Mo )(/| t ) 

但是 


(/| - r )( C ； |0)(/| r )= 

(/丨 -r)(C 2 l\C 2 r) = (C ； I - r+ C^r). 



a , - (2 a , + fl 3 ) ， 


而因为 依七 和 2 fl | 的平移应该看成恒等变换，所以 

(/| t)-'(CJ |0)(/| r ) = ( CJ ； |«,). 

根据群的元岽数与类数，我们求出它有8个一维的和两个二维的不可约表 
示 （8 • I 2 +2 - 2 2 =16) .所有的一维表示可从点群 D 2 A 的表示得出，并且赋予平 
移 （ E 丨七）特征标 1. 然而，这里生成的这些表示是“虚假的”，应舍弃.它们并不 
对应于这里的问题 ：它们 的基函数相对于所有的平移不变，而给定々的函数 
〆 1在平移下必定改变•这样，只留下两个不可约表示，它们的特征标已 
在表2中列出.这些表示的基函数可选 

T x : cos ttx $ sin irx 9 
Fj ：cos ttx sin 2 Try , sin rrx sin 2 iry 

(坐标 ty〆 分别用相应的基本周期的长度来量度） • 

我们再考虑与以下两个矢量的波矢星对应的表示： 

k = (1/2,0, x ), (1/2,0, - x) (134.6) 
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它们具有纯对称 C 2 „(c 2 的轴沿 2 轴）； 式中 X 是 0 和 1 之间的任意数（但 •^除 

外 ）. A 的扩展群包含分成5类的8个元素（表 3). (这个群的表示基函数与 2 的 
依赖关系归结为共同的因子 exp (2 iri ^ z ) 或 exp ( - 2tt\xz) ，它们在群的所有变 
换下 不变； 因此，+必用沿 z 轴的平移来扩展群. ） 该群存在4个一维的和一个 
二维的不可约表示. 


表3 


(E\0) 

(E\a } ) 

(C; |0)(C；, \a { ) 

(L 1 T) 卜 

T + fl,) 

((T % | T) (Or, | T + fl,) 

2 

-2 

0 

0 

0 


根据与上述情形同样的理由，应该丢弃一维表示，因此只剩下一个表示，其特征 
标在表3中给出.它的基函数可以选为如下形式 

±2trijf* ± 2 v \ m ： • 

e cos irx ^ e sin itx 

指数中的正负号分别与 （134. 6) 中的第一和第二矢 姑对应； 整个空间群完整的 
不可约表示为四维，并且用这组全部四个函数实现. 

§135 ^间反演对称性 

在对称群理论的物理学应用中，通常还对群表示附加以下要 求：表 示的基 
函数必须是实的（更确切地说，吋化为实的形式）.此要求是时间反演对称的结 
果.在 M 子力学中，由于这种对称性，互为复共轭的波函数必须对应于量子系统 
的同一个能级 ，因 此必须出现在同一个 物理不可约表 示的基函数中（参看第三 
卷 §96). 在经典理论中这种对称性用运动方程对于替换的不变性来表 
达（方程式含有对时间的偶数阶一2阶导数）.正是因这一点，在寻求解为复 
数形式 （ w ‘）的 （69.6) 时，原子在晶格中位移的方程仍然是 实的； 于是这 
些表达式的振幅可以取为实的 . 

当然实的基函数在所有对称元素作用下仍旧是实的；换而言之，群表示的 
所有矩阵也都是实的.如果某个不可约表示不满足这个要求，则它必须同其复 
共轭表示联合成一个维数加倍的物理不可约表示 • 比我们从这个观点出发，考 
虑在空间群表示中可以出现的情况 （ C . Herring , 1937). 

在这一方面，最简单的情况是当波矢 k 与 - k 的波矢星彼此不一致的时候. 
这时从二波矢星中每一个建立起来的不可约表示显然都是复的.例如，对于灸 


① m 是在有磁场时或具有磁结构的晶体屮，情 况已经 不再是这样. 







135 时间反演对称性 
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波矢星而言，表示的基函数在平移（£ |«)下应乘以因子而这些因子之间 
不相互复 共轭； 因此很明显，无论如何选择这些函数的线性组合，都不能把变换 
阵化为实形式.另一方面，取这些函数的复共轭可得到复共轭的属于矢 M 波 
矢星的表示.这两种表示联合可得实表示.因此，为得出物理不可约表示，对每 
个灸必须把矢量也一起包括在波矢星中.换句话说，为 T 得到需要的整个波 
矢星，必须将方向群的所有元素并加上对称中心作用于某个原始的灸. 

假如波矢星已经从一开始就包含全部需要的 A 值，但是这还是不能保证在 
其上构建的不可约表示是实的.我们用简单的例子来说明. 

考虑属于晶类 s 4 并具有简单四方布拉维晶格的点式空间群 S !. 在该群中 
取出与以下两个矢量的波矢星对应的 表示： 

k = (0,0， x )，（0,0, - x )， (135. I ) 

式中 2 轴沿对称轴 s 4 ，而 X 是0和1之间的任意数 (但^ ■除外 p 这两个矢量的纯 

对称群是 c 2 ，这个点群有两个一维表示，它们的特征标分别为 


E 

c 2 

A 1 

1 

B 1 

-1 


取其中第一个作为小表示，我们得到整个空间群的一个二维表示，表示基可以 
取为复共轭形式的函数 exp ( ±2“^); 因此这个表示是实的.与小表示 B 对应 
的整个群的二维表示由以下基函数 实现： 

exp( 2 irixz) cos 2tix f exp( - 27ri^z) sin 2itx. 

在这个表示中群的旋转元素的特征标为 

(£丨0) ( S 4 |0) ( C 2 |0) (5： |0) 

2 0 - 2 0 

而平移的特征标为 

(£|0 ( E \ a 2 ) ( E \ a ,) 

2 2 2cos2ttx 

所有这些特征标都是实的，然而表示却是复的：它的基函数不可能转变成实的 
形式.这些函数加上其复共轭，亦即将等价的（具有同样特征标）两个复共轭表 
示^联合起来，可得到物理上的不可约表示. 

在已考虑的例子中，对于々空间中填满直线（对称轴）的波矢值，时间反演 
对称导致物理不可约表示的维数加倍.这样的加倍情况也发生于丨值填满*空 

①值得提醒.在点群中这种情况不会发牛对于这些群所有具有实特征标的不可约表示都是实的. 
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间的整个平面时，这里说的平面垂直于二重螺旋轴. 

我们再考虑一个非点式空间群的例子，这个群属 于晶类 c 2 而且具有简 
单单斜布拉维晶格.其中二重轴（取作2轴）是螺旋轴，带有半个周期的 平移: 
( C 2 I 七/2).对于这个群考虑以下两个波矢的波 矢星： 

k = U ， A ， l /2)， （一 X ， 一 A ， l /2)， (135.2) 

式中 x 和 A 是0■之间的任意数 U 轴和 y 轴斜交，在垂直于对称轴的平面 


屮）； 波矢星包 含灸和 在内，因为矢量 （ _人，1/2)和（ - X , - A , l /2) 是 
等效的.该波矢星对应于两个等效的（具有相同实特征标的）二维不可约群表 
示，分别由以下的基函数及其复共轭 实现： 


物理不可约表示可由联合这两个复共轭表示 得到. 它的四个基函数分成两对， 
各对应于波矢星中两个波矢之一： 


2iri( kx 4-Ay) t nti 


-27riC xt + Ay) _ 


如果不可约表示与它的基函数一起已经找到，关于它是实是复的问题，答 
案变得很明显.然而在更复杂的情况卜_(也为了研究某些更一般的问题），如果 
有-个判据可供从小表示特征标直接回答这个问题，是十分有用的.从以下群 
表示论的普遍定理出发，能够得出这样的判据 

对于群的每个不可约表示，以下和式可以取二个值中 之一： 


+ 1 ( a ) , 

—^ ) = ( 0 ( b ) f (135.3) 

g c 

I - 1 (c) 

(求和遍及所冇群元， g 是群的阶）.根据这些数值 ：（ a ) 表示为 实的； （ b ) 表示 
为复的，并且与其复共轭的表示不等价（有复共轭特征标）； U ) 表示为复的，并 
且与其复共轭的表示等价（有同样的实特征标）. 

略去细节，我们将概述如何改写这个判据以便用于空间群.根据上节所述 
的构建空间群不可约表示的方法，特征标可以表示为 


xl(P \ t + a )] = (尸 | t ) ] exp ( • a ) ， ( 135. 4) 

I 

式中; ^[( pu )] 是群旋转元素的小表示特征标，求和遍及波矢星的以 p 为其 
对称群元素之一的那些射线 t ….把这个公式用于元素 

( P\ T + a ) 2 = ( P 2 \ T + Pr + a + Pa ) = ( P \ T ) 2 ( E\a + Pa ), 

我们有 


①它的证明蚜参阅 § 132 最后 一个和§ 13 4 倒数第二个脚注所列 书箱. 
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(P | r + fl) 2 ] = [(尸 I T) 2 ]exp[ifl • (< + 尸 - 乂 ） ] 

1 

(在指数中已作代换这些特征标应该对所有的平移和所有的旋 
转元素 （ P | t ) 求和.和式 

[exp[ ifl • (/[•- + P '' k t ) ] 

a 

仅在 k^P ' k , =0,6 时不为零.最后注意到，由于在（最后应计算的）对；求和 
中波矢星所有射线等价，所有各项相同. 

结果我们得到以下最终的 Herring 判据： 

+ 1 ( a ) , 

丄 ^>*[( P I T ) 2 ] = 0 (b), (135.5) 

n k 

I - 1 (c ) ， 

式中 h 是小表示的特征标，而取求和所遍及 可将& 变换成的等效矢量即 
Pk = - k + b 的空间群旋转元素是波矢纯对称群中旋转元素的数目. 

特别是，假如空间群完全不含具有所指定性质的旋转元素，则和式 （135. 5) 
中一项也没有，因此出现情况 （ b ), 这与前面讨论过的 A 与有不同波矢星的 
情形一致. 

在前面所考虑的群义的例子中，元素 （ S 4 丨0)和（5】丨0)具有所要求的性 
质； 它们的平方是元素 （ C 2 |0).所以和式 （135. 5) 为 

y U*[ ( 5 4 1 0) 2 ] +AT*[ ( s l I 0) 2 ] I = ^r*[ ( ^2 I °)]； 

对于小表示 4 它等于 + 1 ，对于小表示 B 等于 - 1，因此，有情况 （ a ) 和 （ c ) ，再次 
与已求出的结果相符. 

§ 136晶格简正振动的对称性质 

空间群表示数学工具的物理应用之一，是晶格简正振动按其对称性的分 

类② • 

值得注意的是，对于每个给定的波矢 I 原胞含〃个原子的晶格具有3^/个 
简正振动，每个有频率值整个变化区域内，振动的色散关系 w = 
01(灸）有 > 个分支 (幻； 每个在某个有限区间即声 子能带 中取值.所有 
本质上不同的波矢值都在倒格子的一个原 胞内； 如考虑全部无穷的倒格子，则 
函数0>„(幻在其中是周 期的： 


① 这时 （/ Mr ) 2 不改变矢量 4( 或者把它转变成等效的 K 即显然包含在矢 ft * 的纯对称群内 • 

② 首先把空间群表示用于研究晶格的物理性质 的有： F. Hund, 1936 和 L. P. Bouckaert.R. Smolu- 
chowski.E. P. Wigncr,1936. 
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to a (k + b ) = o ) a ( k ). (136. 1 ) 

晶格振动按其对称群不可约表示分类的物理原则，与有限对称系统（多原 
子分子，参看第三卷§ 100) 作类似分类的原则相同.属于同一频率的振动简正 
坐标，本身可作为基而实现晶格对称群的某个不可约表示. 

空间群的每个不可约表示 ，萑先 由它的波矢星指定.由此立即得出，来自同 
—波矢星的只是 A : 值不同的简正振动，有相同频率.换句话说，每个函数 a ; 〆 灸） 
都具有相关晶类的完全方向对称.同时，如上节指出的，由于对时间反演的对 
称夕 的波矢星必须补上所有的矢量 - it (如果 A 与的波矢星本身不 同）； 换 
句话说，始终有® 

< o a (- k ) = ojjk ). (136.2) 

对于给定的 A ： 值（即波矢星的一条射线），简正坐标可在对应于不同频率的 
小表示基之间分配.如果小表示的维数/大于1，则在这个&值下有 简并: /个分 
支的频率相同. 

当矢量 it 取倒格子中的一般位置时，它不具有纯对称（它的群只含有唯一 
元，即恒等变 换）； 这时全部的3〃 个值 w a ( A :)— 般不同.如果波矢的纯对称很 
高，以致它的群具有维数 />1 的不 pJ " 约表示，简并可以出现.如果只考虑空间对 
称，这只能发生在倒格子的孤立点上，或是在其中的整条直线（对称轴）上.时间 
反演对称也可导致 （ 空间中整个平面上的 （二 重）简并 （ F . Hund ,1936； C . Her - 
ring , 1937); 根据上节所述，这种简并可发生在垂直于二電螺旋轴的平面上（参 
看与波矢星 （135. 2) 有关的表示的例子） 

为了对具体晶格的简正振动分类，首先必须求出用所有振动坐标（原子的 
位移矢 M ) 实现的空间群全部振动表示.这个表示是可约的，通过将之分解成不 
可约部分，可确定出频率的简并度及相应振动的对称性质.这时吋能发生，同一 
个表示多次出现在振动表示之 中：这 表明存在着儿个不同频率具有相同的简并 
度且对应于同对称性的振动. 

这个步骤与分子振动分类方法相似（第三卷§ 100) .然而，有一个重要的区 
别： 晶格振动还要用取连续系列数值的 参数& 表征，并且分类必须对波矢的每 
个值（或每类值）分别进行.空间群不可约表示的波矢星取决于给定的 * 值.所 
以实际上只需确定振动的小表示并把它分解为不可约小表示即矢 M * 对称群 


① 从物理观点肴，晶格振动的变换 A 与时间反演的联系是明显的 ：变换 时间的符号就把波的 
传播反向（或用声子语言说.改变声子动 = W 的符号）. 

② 除了与晶格对称有关的简并以外，也坷能有在*的“偶然”值下的 简并； 只有真的解了具体晶格 
中的原子运动方程，才耐能从理论上预3这种简并的 存在. 对这里的可能情况的研究，参看 论文： Herring 
C . Phy ». Hcv . 1937 ,52 : 365. (该文 已收入 Knox R S , Gold A . Symmetry in the Solid Slate . Benjamin , Ne%v 
York , 1964.) 
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的不可约表示. 

晶格振动在极限情况 U —0) 下的分类，最为简单.当 A =0 时，所有空间群 
(简申的或非简单的）不可约小表示与晶格对称点群或其晶类的不可约表示相 
同.为了求振动表示（乂 ib ) ，只需要考虑在一个原胞中的原子（换言之，所有平移 
等效的原子$必须看成同一个原子）.我们不再重述分子中的原子振动有关的 
全部讨论，只指出求得 A =0时晶格振动表示的特征标的下列法则.绕对称轴的 
角度的旋转 C ( p ) 或者绕旋转反映轴的旋转 S (</>) 其特征标等于 

^vib ( c ) = v c x v {C ) , ^ ¥ib (5) = PsXAS ), (136.3) 

式中 

Xv( c ) =I+2cos 妒， ^„(5) = -l+2cos 妒 

是（极）矢童的三个分量所给出表示的特征标，而&或 ~ 是在变换下保留原位 
置的或变到平移等效位置上的原 子数％ 这同一组公式决定平面反映（变换 
S (0)) 和对称中心反演（变换 S ( or )) 的特征标.绕螺旋轴的旋转或滑移面的反 
映 M 然把所有原子变换到非平移等效的位 置上； 因此对于它们总有; 

我们举例说明这些法则®.金刚石的晶格属于非点式空间群0〗.它具有面 
心立方布拉维格子，在一个单胞内有两个相同的原子，占据立方胞空间对角线 

上的顶点 （ 0 0 0 〉 和点(+士士)的位置 ® •群的旋转元素有一半与点群 r , 

的旋转和反映相一致.这些变换使这两个原子留在原位置或者移到平移等效位 
置； 因此，这些元素的振动表示特征标为; ^ ib =2； r t ,. 群^的其余的旋转元素是螺 

旋转动及滑移面反映，它们由群 L 的元素与 t = 丨+ + 下的反演 （/| t ) 结 

合 得到； 这些元素使 （0 0 0) 点的原子移到非平移等效点 (+ + + 卜因此它们 

的特征标 H =0. 把这样得到的振动表示按点群 h 的不可约表示分解，得 
Z ) vlb = F 2g + F u ^>. 声学振动坐标描述在 t =0时的胞整体运动，并像矢量的分量 

① 这些是等同布拉维格子上占有的 格点. 

② 在分子的情况下，振动表示的特征标应该减值以消除与分子整体平移和转动对应的坐标.在晶 
格的情况下，这些自由度的个数 （6) 与自由度总数相比极少，不必作这种减值 • 

③ 为避免误解，我们指出，仅按照结晶学 il 的晶格对称对振动光学支极限频率所作的分类，不适用 
于离子晶体.离子晶格的长波光学振动伴有晶体的宏观极化以及相应的宏观电场的 出现； 一般说来，这种 
电场会改变（降低）振动的对 称性. 

④ 原子的坐标相对于立方胞的棱长给出（以棱长为单 位）. 值得提醒，面心立方胞的体积是原胞体 
积的 四倍. 晶格的基本周期是从顶点到点(+ + 0) J + 0 +>(0 + +) 即立方胞面心的 矢量. 

⑤ 点群可以看成直积或者八 xc ,, 在这里用其中的第 二种. 与此相应，由群的表示 
构建群的不可约 表示. 具体地说，点群 A 的表示匕，和 从群巧 的表示 f 2 得出，彼此的区别在于 
反演下分别有偶宇称和奇宇称（参看第三卷 §95). 
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一样 变换； 因而，表示与它们相对应，在群 A 中矢 M 分 M 根据这个表示变 
换.至于表示 G ,， 它则与光学振动的三重简并极限频率相对应®. 

离开点々=0时 ，一 般说来，光学振动的简并消失.根据对称性，分裂的大小 
(在 a =0点的附近）像矢量 it 分量的一阶或二阶齐次函数那样改变.用量子微扰 

论容易得到适当的判据.小波矢 A = 的晶格振动哈密顿算符形为& 式中 

A 是=0振动的哈密顿算符，而 f 是某个矢最算符;这项起产生分裂的微扰 
作用.如果算符 f 对属于相同简并的振动频率的二状态间的跃迁具有不等于0的 
矩阵元，分裂大小是 SA : 的一阶，否则分裂是从的二阶.这里应该顾及到算符 f 
在时间反演下是奇的；这是由于波矢从在时间反演下是奇的，而乘积外 it (就像 
任何哈密顿算符一样）应该不变.因此，这个问题的解答归结为对时间反演下为奇 
的矢量算符定出对角（按频率）矩阵元的选择定则（参看第3卷 §97). 如果简并的 
频率对应于某个不可约表示0，则这些定则取决于它 跟自己 的直积 i W 丨的反对称 
部分的展 开式; 如果这个展开式含有矢量分量变换的部分，则非零矩阵元存在. 

如果晶格的点对称群（晶类）含反演中心，分裂显然是 SAc 的 二阶； 这很明 
显，因为表 示丨/ > 2 |的平方基矢在反演下显然是偶的，而矢量的分量改变符号.假 
如晶类不含反演，则可能有两种情况.例如，对于晶类0，二维不可约表示£:和 
三维表示 F , 和 ^的自 身反对称乘积为® 

\ E 2 \ = A 2 , | Fj | = 1^1 = F , + F 2 . 

矢量的分量按 F , 变换； 因而，二重简并频率的分裂是 5/ c 的二阶，而三重简并的 
分裂是一阶的. 

我们转向波矢非零的振动.在点式空间群的情形下，它们的分类与前面所 
说的 A =0的情况方式相同.不可约小表示在这里与矢量 A 的点对称群的不可 
约表示相同，为了求振动的小表示仍然应该只考虑在一个原胞内的原子. 

我们以金刚石晶格的光学振动为例说明这个过程.体心立方体的倒格子与 
这种结构的面心布拉维格子相对应.在& = 0点（立方体胞的顶点）波矢的内在 
对称是而且（如上所述）存在光学振动的一个三重简并频率与表示匕,相对 

应；这个表示的特征标为：® 

E 8 C 3 3 C 2 6 a 6 S 4 I 8 S 6 3 a 6 C ； 6 C 4 

F lg ；3 0 -1 1 -1 3 0 -11 -1. 

① 声学振动的极限频率总是简 并的： 该振动的宏观特征导致所有三支有同一值 w =0, 虽然并非来 
自对称性要求.在这种意义上这个简并是"偶然的' 

② 点群的不可约表示的记号，参看第三卷 §95. 

③ §•先列举包含在点群匕中的对称元素，然后是它们乘以反演/所得元素.元素 3 C 2 是以立方胞 
的棱为轴的角度 it 旋转; 6 Ci 是以立方胞各面对角线为轴的角度 ir 旋转； 6 〆 是关于立方胞相对棱所在平 
面的反射; 3 o > 是关于胞面所在平面的反射. 
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我们考察离开々=0点时这个频率的分裂. 

在位移沿立方体胞的空间对角线时，矢 M * 具有内在对称对于这个 
群，由同样三个振动坐标实现的表示是可 约的： 

E 2 C t 3cr f 

3 0 1 = f + A , t 

即三重简并的频率分裂为一个二重简并的和一个非简并的.这种类型的分裂也 

发生在位移沿立方胞棱长时，这时波矢的内在对称是 c 4l/: 

E C 2 2 C 4 2 a 2 a 9 

3 -1 -1 一 1 1 = E + B 2 . 

当位移沿立方胞的一个面的对角线时，矢 M A 的内在对称降低到并 IL 频率 
的分裂是完 全的： 

E C \ a a 9 
3 1 — 1 1 = A j + A 2 + 

对于非点式空间群的晶格，简正振动的分类十分复杂，我们就讨论到此为 

止①. 

§137 一 维和二维的周期结构 


扩展到尤限距离上的密度函数的三维周期性是固态晶体的 特性. 我们考虑 


这样一个 问题： 在自然界中能否存在其密度函数只有一维或者二维周期性的物 


体 （ R . Peierls ,1934； n . JX ， 朗道 ，1937). 

例如 ，一 个物体冇密度 p = pU ) ，可以认为是由排列规则的彼此平行的平面 
(垂直于 I 轴）组成，但原子在每个平面内随机分布.在 P = P (^； K ) 时，原子沿直 
线（平行于 z 轴）随机排列，同时这些线本身规则地排列. 

为研究这一类问题，我们考虑一小块物体由热涨落引起的位移.显然，如果 
这位移随物体线度的增加而无限增大，则必定会“抹平”函数 P , 即与所作的假 
设产生矛盾.换而言之，能够存在的结构其平均位移，无论物体的线度有多大必 
须总是有限的.‘ 

首先，我们验证通常晶体满足这个条件.用记坐标为的小 
块的涨落位移矢量，并把它表示为傅里叶级数 



(137. 1) 


矢量々的分蛩同时取正负值，因 为“ 是实的，系数有关系式 =«*_ .级数 
(137. 1) 中将只出现波矢不太大的项是发生位移的小块的线度）•我 


①这一类群的例子可以在§ 137所引的 r . ；!• Bhp 和 r. E . nHicyc 的书中 找到. 
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们考虑恒定温度下的 涨落； 其概率这时取决于公式 



式中 


(137.2) 


AF, = j(F - F)dV (137.3) 

是物体总自由能在涨落时的变化 ，而/ '现在表示属于物体单位体积的 g 由能 
(参看 （116.7)). 

为了计算必须把按位移的幂次展开.这时进入展开式中的并非 
函数本身，而只是它的导数，因为差在《 =常数时应该为零，这 
时对应于物体的整体简单平移.很显然，在展幵式中不可能有导数的线性 项：否 
则，尸不可能在《=0时有极小值.其次，由于波矢量 it 很小，如果忽略含高阶导 
数的项，自由能的展开式只需限于《的一阶导数的二次项.结果我们求得 AF , 
形为 


AF , 人）， (137.4) 

L k 

式中实张量元 A (;，/ 是求和所遍及的张量指标）是矢量 A 分量 的二次函数叭 
根据 （111. 9), 由此得位移矢量傅里叶分量的均方 涨落： 

(^ ut u !k ) ( u , k u ik ) = 0 当灸 ’#-灸, (137.5) 

式中是张最 & 的逆张量的分量叭为更加明确起见，把该式表示为 

, (137,6) 


式中量'仅与矢量灸的方向有关平均值从 （137. 6) 式由对 /r 
求和 得到； 用通常的方式把对1求和转化为积分，例如对均方位移矢量求得 


<« 2 > = T 


A n {n) d 3 ^ 


T 


〜（/! 

_ 


dkdo 


(137.7) 


k 2 (2it) 3 J ， (2ir) 

该积分在下限 （ ik —0) 收敛于 A 的一 次幂叭 因此，位移涨落的均方值理所当然 
是与物体体积无关的有限值. 

下一步，我们考虑具有密度函数 p = pu ) 的物体.因为在这样的物体中在 y 
轴和2轴方向上/> =常数，所以沿这些轴的任何位移都不能“抹平”密度函数而 


不在■之列■于是，只需要考虑位移〜容易看出，一阶祕会岀 


① 含 乘积％ u a . ex P [ iU + f ) T ] 的诸项•当 ikV 时在对体积积分后消失. 

② 为确定 （137. 5) 中共同的数值系数，必须考虑到每个乘积有两次 （ 平 幻出现在 （137. 4) 中, 
给出 2 Rc ( uj . u ^ ) Iftf 乘积的实部本身是两个独立乘积之和. 

③ 值得提醒，所写的被积式形式只适于不太大的 A 值. 


§137 一维和二维的周期结构 
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现在自由能的展开式 中：如 果物体整体绕 J 轴或 z 轴转动，则这些导数变化，然而 
自由能显然保持+变.这样一来，在展开式中需要考虑下列的位移二 次项： 

㈣ ，苧 (^ 為)， (^4 + ^4) 2 . 

\ dx I dx \ dy f dz 2 I \ dy dz I 

为了简化公式，我们假设 F 平面内各向同性，这不影响最后结果.于是对： K 和对 
z 的导数必须以对称性组合出现.代人 （137. 3) 后上述表达式相应地给出这样一 
些项 

卜:* I 2 、 〆 2 ， I u xt | 2 x \ 

式中 X 2 +屹虽然后两式比第 一 式含有波矢分量的更高次幂，然而它们可 

能有同样的数量级，因为事先不知道 t 与 X 的相对大小. 

于是，自由能的变化形为 


AF 


2 


V 


I 2 (p( 、， 〆 2 ) ， 


式中 P 是变量、和 x 2 的二次 函数. 代替 （137. 7) 现在有 




T 


d^k 


T r 队 U 2 ) 


/ 


(137.8) 


(137.9) 


cp(k x9 x 2 ) (2tt) 3 8tt 2 J (p(k tf x 2 ) 

但是，在 A —0 时该积分对数发散.均方位移发散意味着，具有特定值 〆 幻的某 
点可大距离移动；换而言之，密度 pU ) 在整个物体中“抹平”，因此除了平凡的 
p = 常数，任何函数 pU ) 都不 可能. 

对于物体具有 p = p ( x , y ) 的情况，类似的讨论导致均方位移的如下表示式: 



T r dk x dk y dk g 

(2tt) 3 J ip{k x ,k y% k]) 


(137. 10) 


式中仍是其宗量的二次 函数. 容易看出，该积分在下限收敛，因此平均涨落位 
移保持 有限. 于是，具有这种结构的物体能够 存在； 某种所谓的“盘状”液晶看来 


具有这种结构. 

直到目前为止，在本节已论及的都是三维物体，只是其中原子排列的有序 
性设想为二维（或一维）的.现在我们讨论在二维系统中原子整齐排列的可能性 
问题，在这种系统中原子只占据某个表面®.普通固态晶体的二维相似体是薄 
膜，其中的原子以规则的方式排列在平面晶格点 t . 这种排列能够用密度函数 
pU ， y ) 来描述（与前面所考虑的情况相比，现在有另外的意义，因为只考虑原子 
在2 =常数的一个表面上）.然而，容易看出，热涨落“抹平”这种晶体，因此唯一 
的可能性是 P = 常数. 实际上，涨落位移 u (在叮平面）分量的乘积的平均值仍 
取决于形为 （137. 6) ,( 137. 7) 的公式，只是现在积分遍及二维 空间： 


①如位于两个各向同性相界向 t 的笮分子吸附膜（参看§ 159). 
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A tl (n) dk x dk f 
k 2 (2tt) 2 


(137. 11) 


并且 k ^ O 时积分对数性发散. 

但是，在这里必须作下列附带说明.严格地说，所得的结果只意味着 ：二维 
系统的尺度（面积）无限增大时，涨落位移成为无穷大（而允许考虑任意小的波 
矢）.但是，由于积分发散的缓慢性（对数性）特征，涨落还很小时薄膜的尺度可 
以已经 很大心 在这种情况下，有限大小的薄膜在实际上可能显现“固态晶体” 
的性质，并且对于它可以近似地讨论二维晶格.在下节我们会看到，二维系统的 
这种性质低温下表现得更突出. 


§138二维系统的关联函数 

表达式 （137. 11) 决定二维晶体系统在每个给定点的均方涨落位移.通过考 
虑在系统不同点的涨落之间的关联函数，可以更深刻地理解这样系统的件质. 

首先指出，在 r =0 下，二维晶格完全能够以任意大小存在 ：积分 （137. 11) 
的发散正是由热 U /0) 涨落 引起； 设 P () ( r ) 是该系统在7 = 0下的密度函数 A 
现在我们来确定在有限的却是足够低（与德拜温度相比很小）的温度下密度涨 
落的关联函数.在这些条件下，晶格中只有长波振动被 激发； 换而言之，密度函 
数的变化主要取决于长波的涨落. 

设在晶格 r 点的原子的涨落位移为《&).如果在晶格常数数量级的距离上 
函数 《(/•) 变化很小（这相应于我们感兴趣的小波矢涨落），则在空间每一点密 
度的变化可以看成只是由于晶格有等于位移矢 M 局部值的移动.换而言之，涨 
落中的密度可记为 p ( f ) =^。|>-«(#0]，而在不同点1^,和 r 2 的涨落之间的关联 
取决于平均值 

< p ( r , ) p ( r 2 )) = < p 0 [ r , - «( r ,)] p 0 [ r 2 - «( r 2 ) ] >. (138. 1) 

周期性函数 p ( r ) 可展开为傅里叶级数（参看 （133. 2)): 

p 0 ( r ) = p + (138.2) 

枷一 0 

式中6是（平面的）倒 格矢； 常数项々已从和式中分出.把这些级数代入 （138. 1) 
并求平均，下面将会看到， V # - 办的乘积项都消失 . V = 的乘积对 
(138. 1) 给出贡献 

I p* I 2 exp [ • ( r , - r 2 ) ] <exp[ - • ( m , - “ 2 ) ] 〉 （ 138. 3) 

(为简便起见，记 tt (0 =«, f u ( r 2 ) =II 2 ). 


① 具有一维周期性的三维物体也类似，这时积分 （137.9) 对数发敗. 

② 在本节的这里和下面 !•=(*, 是系统平面中的二维径矢. 
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位移矢量涨落的概率分布由公式 （137.2) 给出，其中是与 i /( r ) 有关的 
二次泛函.如果把在空间不同（离散的）点的值看成不同的涨落量^(« = 
1 ,2,…），则表示它们的概率分布是高斯分布.于是 （138. 3) 中的求平均可以利 
用公式 


<exp(n) > 

=exp( 

2 -ot 0 a“w >)， 

(参看 § m 习题），这给出 



〈 exp[ - ib • ( «, 一 

«2)]> 

=exp (- , (138.4) 

式中 


1 

Xu( r ) = (( u a ^ a a)( u i\ - 

u n ))= 

: 2 ( U^Ui ) — ( ) 一 ( U i2^l\ ) 


( r ^ r , - r 2 ). 最后就是将形为展开式 （137. 1 ) 的 Kl 和 n 2 代入. 这时注意到平均 
值在 A V 时为零，而在-灸时由 （137. 11) 式给出，得 

c A - t { n ) dk ， dk 、 

Xa(r) = ^^—.2(1 -cosA ： .r) (138.5) 

在左很小时该积分收敛，因为在 A —0 时因子 （1 -cosk * r ) cx k 2( ^. 积分在大灸 
一 侧对数发散.实际上，这种发散性仅仅因为在大 A 值下所用的近似不再 适用： 
在 ktk mn ， 时 U 是 声速； 参看§ 110), 涨落不再是经典的（在低温下， 
这个条件在 A >> 1/ a 之前被破坏，此处 a 是晶格常数）.另外注意到，在&很大时 
被积式中含快速振荡因子 cos Jk • r 的项可以忽略，我们求得 

^ 1 /( r ) = —A it \n{k mtt r) (B8.6) 

TT 

(4 上的横线表示对平面内的矢量*的方向求平均）. 

把 （138. 6) 代人 （138. 3) 、（ 138. 4) 并对 6 求和，可得所求的关联 函数； 这个 

函数随距离 r 增大而减小的渐近规律取决于和式中减小最慢 的项： 

< p ( r ,) p ( r 2 )> - p 2 oc cos 办 • r ， a h = (138.7) 

式中所选出项的矢量 6 应使％具有最小的值 • 

由此可见，在二维晶格中，虽说在 r — oc 时关联函数趋于 0( 与三维晶格不 
同，那里趋于有限值），但只是按幂律，而且温度愈低速度 愈慢％ 


① 追溯该因子的来源可知，它起因于 （ 138.3) 中的等式6 # = - I 容易证明.在 -6 B、f •被积式 
中的相消不发生，积分将发散 • 因为这些积分出现在指数 宗贵中 （参看 （138. 3)), 所以它们的发散性导致 
对关联函数的相应贡献变为零. 

② 这种形式的关联函数已由 Ricc ( T . M . Rice , 1965 > 对别的二维物体 （二维 超导体）求得•也由 
J1hkobvih( B . Jancovici , 1967 ) 和 B . Jl . Bcpc 3 MHCKwft ( 1971 ) 对二维晶格 求得. 
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为了比较值得指出，在普通的液体中关联函数按照快得多的指数律减小 
(参看 §116). 

我们强调指出，根据本身的力学特性，我们所讨论的二维物体属固态晶体. 
这一点从以下事实可以 看出： 它们用几个弹性模量表征，而不像液体那样只用 
单个的体压缩模 M . 同样值得注意，关联函数 （138. 7) 是各向异性的. 

对于密度函数为 pU ) 的三维系统的关联函数，相似而稍为繁杂的计算也导 
致同样类型的规律. 

§139 分子取向的对称性 

条件 P = 常数是物体呈各向同性的必要条件，但绝不是允分条件.这从下面 
例子吋以明显看出.我们设想物体由长形分子构成，并且分子作为整体（它的质 
心）在空间的所有位置都是等概率的，何是分子轴取向显著偏于一个方向.显 
然，这样的物体是各向异性的，虽然对于构成分子的每一个原子而言 P = 常数. 

对于这里将要讨论的对称性，有关性质可以用不同原 r 的位置之间的彼此 
关联予以表述.设是给定原子1的位置后原子2处于体元 dK 2 中的概率 
(这时通常涉及不 N 类型的原 子）; p 12 是依赖于两个原子的坐标 /•, 和心的函数， 
而且这个函数的对称性质决定物体（有 p =常数）的对称性. 

密度函数 p 为常数意味着，物体各部分的相对位置改变（体积不变时）并不 
引起物体平衡状况的任何改变，即不引起它的热力学量有任何改变.这正好是 
表征液体（和气体）的性质.因此，可将 p = * 数且关联函数厂, 2 为各向异性的物 
体归于特殊一类即液晶或各向异性的流体.分子空间取向分布各向异性的物体 
应归到这里. 

就这种分布的对称性言，有两类可能的情形.其中之一（所谓丝状相液 
晶）关联函数仅依赖于差 r , 2 - r 2; 当矢量 r l 2 的长度改变而方向不变时 ，不显 
示任何周期性（虽然可有随 Q 的增大而衰减的振荡）.换而言之，这种函数没有 
平移对称，而且它的对称群只可能由各种旋转与反映组成，即点群中的某一个. 
从纯几何的观点看来，它可以是具有任意阶次对称轴的任何点群.然而，绝大多 
数已知的向列相液晶看来都有完全对称的轴，沿该轴的两个方向是等 价的点 
群有这种性质 ® .但是，在下节我们会看到，/)»的对称性（不含任 
何对称面）导致液晶状态不稳定，因而自动出现某种“次级”周期结构表征液晶 
的另一种类型即所谓的 蟪状相 液晶. 

除了列举的两种类型以外，还存在另外一些各向异性的具有各种层状结构 
的液态物质，通常把它们合归一组即近晶相液晶.看起来，至少其中有一些物体 


①在其余的轴对称群'_>中，轴的两个方向不等价•一般说来，这样的一些液晶是热释电的. 



§140 丝状相液晶和螺状相液晶 
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其密度 pU ) 仅在一个方向上是周期性的.这些物体可以想像为由彼此可自由的 
相对移动的等间隔平面层所组成.每一层分子以有序方式取向，但是它们的质 
心位置无序. 

在§ 137中已经证明，密度函数的一维周期结构可被热涨落抹平.然而这些 
涨落的发散只是对数性的.尽管这排除了一维周期性延伸到任意大距离的可能 
性，但是并不排除（正如§ 137末尾已经指出的）它有可能存在于不太大的但仍 
然是宏观的空间区域内. 

最后，应当提醒,在普通的各向同性的液体内，也存在两种不同类型的对称. 
如果构成液体的物质没有立体异构体，那么这种液体不仅相对于绕任何轴的任何 
角度旋转对称，而且相对于任何平面反映都是完全对 称的; 换而言之，它的对称群 
是绕一点旋转的完备群再加上一个对称中心 （心 群）.如果液体物质有两种立 
体异构体，并且液体所含这两种异构体的分子数不等，则液体没有对称中心（因 
而不会允许平面反映），它的对称群就只是绕一点旋转的完备群 （ K 群）. 

§ 140丝状相液晶和螺状相液晶 

丝状相液晶的方向对称性是单轴 的：在 液体的每一点只存在一个唯一的分 
子取向即轴对称的轴向.所以这种物体的宏观状态可以通过在每一点给定一个 
用以规定取向的单位矢量 n ( r ) 来 描述； 这个矢量称为指向矢.在完全平衡状态 
下物体是均匀的，即 n = 常数.非均匀分布的 /«( r ) 描述液晶的各种不同的形变 
状态. 

在宏观的形变下， / i ( r ) 跨物体缓慢地变化（形变的特征尺度比分子尺度大 
得多）.因此，函数 n ( r ) 对坐标的导数是小鲎，导数阶次愈高，小量的阶次也愈 

高.把液晶形变的总自由能写成积分形式/^, = jFdV 后，我们将自由能密度按 

w ( r ) 的导数的幂次展开 （ C. W.Oseen,1933 ； F.C. Frank, 1958). 

标量 F 的展开式只吋能含有矢量 n 的分量及其导数的标 M 组合.总共存在 
着两种关于一阶导数的线性标暈 组合： 真标量和赝标量/! • Vx / i . 其中 
第一种在对体积积分时变为对物体表面的积分，因此，在考虑物质的体性质时 
并不重要. 

呈一阶导数二次的真标 tt 可以通过写下四阶张量 

dn k dn t 
dXi dx m 

并由它用缩并一对指标或者乘以矢量 n 的分 M 的方法构成不变量得到.这时还 
应该考虑到矢量是单位矢量，因此 
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用这种方法我们求得不 变量： 


[(/I- V)n] 2 , 


dn k dn k 
dx t dx t 


但是最后两式彼此仅差一 散度: 




dn k dn i 
dx. dx k 


dn i dn k dn k dn i d 

dx k dx k dx t 


d / 

S 一 dx\ Hi 


dn k 

dx k 


dn t 

dx k 


) 


所以它们对总自由能的贡献只相差意义不大的物体面积分 （ J . L . Ericksen, 
1962). 因此，不变最® 


dn k dn k 
dx x dx i 


(/i • V x n ) 2 + (V • n ) 2 , 


以及 （n • Vxn ) 2 可以选作独立不变量•最后，还可以构造一阶导数的二次赝标 

量 ： （n • ▽ x /!)▽ • /I®. 

呈二阶导数线性的标量也属于同阶 小域； 但是，所有这些量都可以通过分 
部积分归结为一阶导数的二次项. 

因此，我们得到液晶 G 由能密度的如下表达式 


/ r =/ r 0 +6/i*Vxn + ^-( V • n) 2 + • V x it) 2 + 

+ y -[ ( n - V ) n ] 2 + a 12 (/»*V x «) V * n f (140, l ) 

式中 6 ,( 2 , 4 2 ,( 1 3 4 12 为常数（温度的函数）. 

正如上节已经指出的，在所冇已知的这种类型的液晶中方向 《 与是等 
效的； 为满足这一要求必须设 a l2 =0.其次，如果在晶体的对称元素中有平面对 
称，则应该有 6=0. 实际上，因为 /I • ▽ x / i 是赝标量.而自由能是真标铽，所以 
系数6必须是赝标量.但是具有平面对称的介质不可能用赝标域来表征，因为 
平面反映会导致等式6= - 6. 因而，丝状相液晶的自由能为 

F = F 0 + 警 ( V • n) 2 + y-(if • V x ii) 2 + y*[ (h • V)n] 2 . (140. 2) 

所有的三个系数 a ,， a 2 ， a 3 都应该是正的.于是《 =常数对应于平衡态. 

假如液晶不具有对称面，则 b 笋0③. 我们可把 （140. 1)( 其中 a , 2 =0) 式改写 
成 


① 选一个坐标轴 O 轴）沿空间给定点的 * •方向（这时 =0), 并把表达式展开为分曾形式.容 
易证明该式. 

② 乘积 [(/!•▽)/»]_▽ X ；! =0,因为从 ▽ «‘’=0得出 （”•▽)” = -n x ( v X n ). 

③ 由同一 种非镜像对称分子的立体异构体物质组成的液晶（包括所有蠔状相液晶〉，总有这种对称 
性.由同一种物质的两种不同立体异构体组成的晶体，常数6的符号不同. 
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F = F 0 + y( V * /|) 2 + y(n • V X /I + q Q ) 2 + y[ (n • V)n] 2 , 

(140.3) 

式中％ =6/ a 2 (而常数 -6 2 /2 a 2 已包含在 F d 内）.这种物质的平衡态对应于指 
向矢的方向分布，这时 

V * n = 0 ， （/!•▽)« = 0 ， n • V x /I = - q 0 . 

这些方程有解 

n x = 0, n y = cos q 0 x , n t = sin q 0 x. (140.4) 

这种结构（即缧状相液晶）可以想像成由如下过程得 来：线 型介质最初以 
n = 常数沿％平面的某个方向定向，然后绕$轴均勻旋转.螺状相晶体的取向对 
称沿空间的某个方向（％轴）是周期性的（因此关联函数 P , 2 = p I 2 (%, r l2 )). 矢量 
n 沿 x 轴每经过长度为 27 T /% 的间隔就返回 原值； 但是由于方向 n 和-/ I 在物 
理上等价，真正的结构電复周期等于 tt /%. 这样的结构，常 称作衊 旋型的 • 

当然，仅仅在螺旋型结构的周期远大于分子尺度的条件下，上述的理论才 
成立.实际上，螺状相液晶总满足该条件（周期 7 r/q 0 -\ 0 ' 5 cm). 

§141 液晶中的涨落 

本节考虑在丝状相液晶中指向矢#»的方向涨落 （ P . G.de Gennes ,1968). 

把表示成/! =/1。+^，式中 n 0 = n 是跨整个体积不变的平衡方向，而 
An 是偏离该值的涨落.因为/» 2 =< = 1，所以即矢垴 p 垂直于 /I。. 与 
此相应，涨落的关联函数 

(v a {r x )v p {r 2 )) (H1.1) 

是垂直于《。的平面中的二维张量（《,沒是该平面内的矢量的指标）.在均匀但 
各向异性的液体中，这个函数不仅与矢量 -r, 的大小有关，而且也与它的 
方向有关. 

磁场对指向矢的涨落有强烈影响.这种效应与液晶的自由能密度中出现的 
如 IF 附加项有关： 


F mHn (141.2) 

此项与矢量 n 本身有关，而不是像 （140. 2) 那样与 " 的导数有关叭如果 I >0, 
则平衡方向 n 与场的方向 一致； 如果;<0,则它在垂直于场的平面内.为明确 
起见，令; T 。 > 0 ，因此 11 。//«.这时 （n • H ) 2 ^ H 2 (\ - r ); 略去与 v 无关的项，我 
们有 


①在单轴各向异性的介质中，磁化率是形为 la 〜〜的张 M , 而介质磁化对自由能有贡 
献 »(141. 2) 是该贡献的与 II 有关的 部分. 
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〜 = y // V 2 . (141.3) 

根据 （140.2) 和 （141. 3) 取 F 并且只保留 p 的二阶量，我们得到涨落中总 
自由能变化的如下表达式 

AF, = +![〜(▽• i0 2 + a 2 (V x v)\ + o 3 ( + 尤 。" 2 " 2 dV 

(141.4) 

(取 x 轴沿#1。方 向）. 应该着重指出，一旦用了晶体形变能表达式 （140. 2 ) ，我们 
就局限于考虑波长远大于分子尺度的涨落. 

现在，类似于§ 116那样把涨落量表示为在体积 V 中的傅里叶 级数： 

v = Y ^ v k G，kr * ^-k = - (141.5) 

k 

把此级数代人之后，式 （141. 4) 变成项之和，其中每一项都仅仅与特定 
值4的分量匕冇关.选取 W 平面使之过方向 A : (和 ZO ，我们得到 

( AF ,)* = y [ ( a ,^ + a ^ k ] +从好 2 ) U y * T + ( a 2 k ] + a 3 k ] + AT a " 2 ) U ”. 


由此（参看 §116) 我们求得均方 涨落: 


I I 2 ) 


… 丨 ， V( ai k^a 3 kl + 夂" 2 )， 

( . 丨 2 、_ _ T _ / (141.6) 

Utk y(a2 k l + a i k l +AT。" 2 ) ’ 

( v rk v a ) = 0 - 

我们看到，没有场时傅里叶分量 h 的涨落在 A — 0时无限地增大（然而，决 
定矢量^本身均方值的对的积分仍是有限的）.施加磁场压制了在波矢 
//(1八0 1/2 处的涨落（这里 a 是系数〜，〜，〜的数量级） ®. 

关联函数 （141. 1) 可以由 （141. 6) 按照以下公式 计算： 


〜（ r i )〜( r 2)〉 = f e _* r 〈 P a * ‘〉 


Vd 3 k 

(2tt) 


141:7) 


(参见 （116. 13)) •我们不在这里写出冗长的积分结果®，仅指出，不存在场时关 


① 涨落的这种特征类似于通常的液体密度在临界点附近的涨落行为或者序参 M 在二级相变点附 
近的涨落行为（参看下面的§ 146、§ 152广虽然在这里提到的情形中，到临界点的“距离”是压制涨落的 
因索，而在这里是与温度无关的因子外磁场•我们注意到.正是因为当 * 很小时/!的涨落坩大，才可以认 
为这些涨落与别的涨落 M 无关.就此 IW 言最重要的是，我们不考虑二级相变点的附近 • 在那里，表征相变 
的其它*的涨落也增大 ，一 般已经不能再认为《的涨落与其它敏的涨落 无关. 还必须强调.涨落的增大并 
不给公式 （141.6) 的应用范围带来任何限制，可是，例如公式 （146. 8) 的适用性受不等式 <146. 15) 限制 • 

② 推导中表达式 （141.6) 当然应该改写成与坐标轴的具体选择无关的 形式. 
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联函数随距离 r = | r 2 - r , !增加如 l / r —样减小.在有场的情况下，减小成为指 
数型，关联半径~~(«々。） 1/2 //乂 

类似的方法也可以处理螺状相液晶的指向矢方向涨落，这里只作简要评 
述. 

在胆留型介质中，能够区别出螺旋状结构的 M 部轴向的涨落与相位即矢 M 
n 绕该轴转角的涨落.这两种中第一种类型的涨落是有限的.相位涨落的均方值 
(无磁场时）在0的情形下呈对数性发散.在这方面，具有一维周期性取向结 
构的介质中的涨落完全类似于具有一维周期性粒子构形的介质中的涨落 
(§ 137) .严格地说，在任意大的介质中这种周期性本来就是不可能的.但是，由 
于螺状相液晶螺旋结构的周期很大，涨落的发散性仅仅出现在很大的尺度上, 
以致整个问题变为纯粹抽象的. 

关于由规则排列的平面层所构成的近晶相液晶中的涨落，可以说几句.正 
如在§139中指出的，这种结构会被热涨落“抹平”，因此只能出现在有限体积 
中.然而，有趣的是这些涨落会受磁场压制.我们要解释这种效应的来源. 

在每一层中，分子都以指向矢为主导方向有序地 取向； 设该方向垂直于 
层表面.在涨落时，发生层表面的形变及指向矢的转动；设《是层上各点的位移 
矢量，而^仍为指向矢的改变（/|=心 + r ). 在长波形变下，可以把层面看作几何 
面，而且这时小量^与《彼此以关系式 • «。） 相联系（方向的改变垂 
直于表 面）； 对其傅里叶分量冇：& = - ix ( u k • if 。）， 式中^是 A : 在层平面内的 

分量.在有磁场时，指向矢的方向改变给 AF , 带来正比于/的附加贡献 
(141. 3) .这又导致决定均方涨落位移的积分 （137. 9) 中被积式的分母出 
现- x 2 的项（以及~/的 项）； 结果积分不再发散. 

最后，我们考虑存在丝状相二维系统（薄膜）的可能性问题.在这种系统中, 
分子的取向由置于薄膜平面内的指向矢 n 指定.如果考虑它的涨落（具有在薄 
膜平面内的波矢 *), 则可得到与 U41. 6) 相似的 式子： 在没有场时，<>【〉 oc 

式中是矢 M * 的分 M 的二次函数.但是为了求得总的涨 
落 必须把这个式子对 d 2 k ^ kdk 积分，并且积分对数性发散.因此，热涨落 
抹平二维丝状相结构.然而，就像固态晶体二维结构 （§137) 的情形一样，对数 
性发散并不排除在有限区域内存在这种结构的可能性. 


第十四章 

二级相变与临界现象 


§142二级相变 

在§83中曾经 指出： 具有不同对称的两相（晶态和液态、不同型的晶态）之 
间，不能像液态和气态之间所可能的那样以连续的方式发生相变.在每一种状态 
下，物体具有这种或者另一种对称，因此总是可以说出它属于两相中的哪一相. 

不同型晶态之间的转变通常通过相变实现，相变 
中晶格突然重构，而物体的状态经历跃变.但是除了 
这种跃变以外，还可能有另外一类与对称的改变有关 
的相变.为了阐明这种相变的性质，我们举一个具体 
例子.在高温下， BaTi0 3 具有立方晶格，其晶胞如图 
60所示 （B a 原子在顶点 ， 0原子在面心, Ti 原子在胞 
的体心）.当温度降到某一确定值时, Ti 原子和0原 
子开始沿着立方体某一条棱的方向相对于 Ba 原子移 #Ba @° ® Ti 

动.显然，只要这种位移一开始发生，晶格的对称就立 图60 

刻 改变: 从立方对称变到四方对称. 

这个例子的特征在于 ：物体 的状态并不发生任何跃变.晶格中原子的位形 ® 
以连续的方式变化.但是，原子偏离它们原始对称位形的位移不管多么小，都足 
以使晶格对称立刻改变.以这种方式实现的从一种晶型到另一种晶型的转变， 


①为了简化讨论起见，我们约定谈及原子的位形及其对称时，视原子如同静止•实际上，应该讲原 
T 在空间不同位置的概率分布和这种分布的对称. 
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称为二级相变，以区别于通常的相变，相应地后者称为一级相变® 

因此，说二级相变是连续的，指物体的状态以连续的方式变化•然而应当强 
调，在相变点对称的变化自然是跳跃的，而在每一时刻可以说出物体_于两相 
的哪一相.但是，在一级相变点，两种不同状态的物体处于平衡，而在二级相变 
点两相的状态等同. 

除了物体对称的改变由原子位移引起（如以上所举的例子）的情形以外，在 
二级相变过程中对称的改变也可由晶体排序上的变化而引起.在§64中已经指 
出，如果某种给定类型的原子所可能占有的格点数目超过该种原子本身的数 
目，那么出现排序的概念.我们把该种原子在完全规则晶体中所处的位点称为 
“本座”，相应地，当晶体“无序化”时这种原子的一部分所转移到的位点称为 
“异座”.在我们感兴趣的许多二级相变问题中，“本座”和“异座”在几何上是完 
全相似的，其区别只在于该种原子处于这两种格点上的概率不同叭现在如果在 
本、异座的概率相等（当％它们不会等于1)，那么所有这些格点都变成等效的, 
因而出现新的对称 元素* ，也就是说晶格对称性提高.这样的晶体称为无序晶体. 

我们就以上所述举例说明.完全有序的 CuZn 合金具有立方晶格，其 Zri 原 
子臂如说位于立方胞的顶点， Cu 原子位于体心（图 61 a ; 简立方布拉维格子）.当 
温度升高而发生“无序化”时， Cu 原子和 Zn 原子改变位置，这就是说，两种原子 
在所有格点上出现的概率都不等于零.只要 Cu (或 Zn ) 原子处于胞顶点和体心 
的概率不一样（晶体不完全无序），那么这些格点仍旧不是等效的，而晶格仍旧 
保持原来的对称.但是这些概率一旦相等，所有的格点就变成等效的，因而晶体 
的对称提高，出现新的平移周期（从胞顶点到体心），因而晶体具有体心立方的 
布拉维格子（图 61 b )®. 



⑻ ⑻ 
X Zn O Cu 

图61 


① 二级相变点也称为 居里点 （特别是与物体的磁结构变化有关的相变点）. 

② 应当注意，这里总可以认 为：原 子处于“本座”的槪率大于处于“异座”的槪率，只不过因为否则 
就应当颠倒叫法. 

③ 原则上可能发生如下情况 ：有序 化的出现并不引起晶体对称的改变.在这种情形下二级相变是 
不可能的 ：即使 有序晶体会以连续方式过渡到无序，比热也不会发生任何跃变（见 后）. 当然，在这种情形 
下一级相变是可能的. 


• 388 • 


第十四章二级相变与临界现象 


以上我们只讨论了不同晶型之间的转变.但是二级相变未必就应该涉及品 
格中原子位形的对称变化.以不同的别种对称性质描述的两相之间，也可通过 
二级相变实现相互转变.铁磁或反铁磁物质居里点就是 例子； 在这种情况下，我 
们考虑物体中基本磁矩排列对称的改变（更确切地说，物体中电流的消失，参 
看§ 128第一个脚注）.金属转变为超导状态（没有磁场时）和液态氦转变为超 
流态也都是二级相变.在这两种情形下，物体的状态都以连续的方式变化，但是 
在相变点，物体都获得全新的性质. 

因为在二级相变点两相的状态完全一致，显然，正好在相变点时物体的对 
称总应该包含两相的全部对称元素.以后将 证明： 相变点处的对称与该点一侧 
的对称即两相中一相的对称处处一致.因此，在二级相变时物体对称的改变具 
有如下非常重要的共同性质 ：两相 中的对称彼此联系，一相对称较高，而另一相 
较低义必须着重 指出： 在一级相变时，物体对称的改变不受任何限制，两相的对 
称可以彼此毫无共同之处. 

在绝大多数已知的二级相变情形下，对称较高的相，对应于较高的温度，而 
对称较低者对应于低温度.特别是，从有序态到无序态的二级相变总是在温度 
升高时发生.然而，该规则不是热力学的规律，因此容许有例外 

为简便起见，以下约定把更对称的相称为对称的，而把欠对称的相称为非 
对称的. 

为了定 M 地表征物体在经过相变点时结构的变化，可引入所谓的 序参置 V , 
它的定义方式应使得它在非对称相中取非零值（正或负），而在对称相中等于 
零.因而，对于与原子偏离其对称相中位置存关的相变 ， T 7 可理解为该偏移量. 
对于和晶体排序改变有关的相变（如上述的 CuZn 合金例），参数7/可以定义为 



式中《^和分别为 Cu 和 Zn 原子处于任一给定格点的概率.对于磁相变， r / 
可取作铁磁体的单位体积宏观磁矩或者反铁磁体的子晶格磁矩. 

我们再次 强调： 物体对称的改变（增加）只发生在 r / 精确地变成零的时刻; 
只要序参量不等于零，不管多小都导致对称降低.在过二级相变点时，77连续地 
变为零，没有突变. 

在二级相变点不存在状态的跃变，这就使得物体状态的热力学函数（熵、能 


① 必须提醒，这里所说的高对称应包含另一较低对称的所有元素 < 转动、反映.平移周期 >. 以及此 
外的附加元岽. 

上述要求是二级相玎能发生的必要条件，但绝非 充分； 下面将看到.在这种相变下对称的可能变化 
还服从进一步的限制. 

② 罗谢尔盐的低居里点便是一例，在该点以下晶体 属于斜 方晶系.而该点以上厲单斜晶系- 
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量、体积等）在过相变点时保持连续.因此，二级相变不同于一级相变，不伴有放 
热或吸热.但是下面将要看 到：上 述这些热力学 M 的导数（即比热、热膨胀系数、 
压缩率等）在二级相变点处有跃变. 

值得 注意： 从数学 t 看，二级相变点是热力学 M 特别是热力学势少的某种 
奇点（这种奇点的特性将在§ 148, §149讨论）.为阐明这一点，昌先提醒一级 
相变点并不是奇点，它只是两相热力学势^，(圪^和少“^/^彼此相等的点， 
并且相变点两侧的函数少 ，和少 2 中的每一个对应于物体的某一平衡态（虽然 
可能是亚稳的）.然而，在二级相变中，如果形式地从相变点的另一侧看任一相 
的热力学势，那么它根本不对应于任何平衡态，也就是说，不对应于0的任何极 
小值（在 F —节中我们将看到 ：对称 相的热力学势在相变点的另一侧甚至会对 
应于0的极大值）. 

根据以上所述，在二级相变中+可能有过热或过冷的现象（它们可以出现 
在通常的相变中）.在这种情况下，两相中的任一相都不可能越过相变点而在另 
一侧存在（当然，这里没有考虑建立原子平衡分布所需要的时间，它在固态晶体 
中可以很长）. 


习 题 

设 c ： 是二元固溶体一种成分的原子浓度，而是该原子“本座”的浓度.如 

果 C/C 。， 晶体不可能完全有序.假定差 c - c 0 很小而且晶体几乎是完全有序的， 
确定原子在“异座”的浓度 A , 并将之用 c = c 。 时 A 该有的值 A 。 （对于给 定的尸 
和 7") 来表示 （ C . Wagner,W. Schottky ,1930). 

解 ：我们 总是只考虑一种成分的原子，引入原子在异座的浓度 A 及本座不 
为该原子占有的浓度 V ;浓度相对于晶体中全部原子总数而定义.显然， 

c - c 0 = A - A '. (1) 

把整个晶体看成是“溶液”，“溶质”为处于异座的原子与不为原子占有的 
本座，而处于本座的粒子起溶剂的作用.于是，原子从异座过渡到本座，可以看 
成是溶质（具有小浓度 A 和 V )之间发生“化学反应”生成溶刑（浓度《1).对这 
种“反应”运用质量作用定律，我们得到 AA ’ =尺，此处尺仅与 P 和 r 有关.在 C = 
c 。 时应该有 A = A / s A 。， 所以 AT = A ^， 结果 

AA # = \ 2 0 . (2) 

从 （1) 和 （2) 可得所求的浓度 

A = (c _ c 。） + ^ (c - c 0 ) 2 + 4 Aq ] , 

A ' = 士[ - (c - c 0 ) +」 - c 0 ) i + 4 aJ ]• 
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§143 比热的跃变 

二级相变定量理论的出发点，在于考虑在相对于对称态有一定的偏离时 
(即在给定的序参 Mr ? 下）物体的热力 学域； 例如，把物体的热力学势表示为 P ， 
7 1 和 r ? 的函数.当然，这里必须注意，在函数中，变 M r ; 在某种意义 
下与变量并不 同等； 压强与温度可以任意给定，而实际出现的77值本身必 
须由热平衡条件即（在给定 PI 下的极小值条件来决定. 

在二级相变过程中状态变化的连续性，在数学上表示为在相变点附近 ，7； 
可以取任意小的值.在考虑相变点的邻域时，我们把 0( P ， r ， T ；) 按77的幂展开 
为级数： 

< P ( P t T ,t)) = 0 0 + ai7 + Atj 2 + Crj 2 + Btj 4 + ••• , (143. 1 ) 

式中系数 a …都是 P 和 r 的函数 • 

然而，必须着重指 出：把 0 记为正则展开 （143. 1) 并没有考虑到已经指出 
的情况即相变点是热力学势的 奇点； 后面把 （ M 3. 1) 中的系数按温度的幂次展 
开时也有这个问题.本节与后面的§ 144— § 146 涉及的理论都假定这种展开成 
立％ 展开的适用性条件问题，将在§ 146 中讨论. 

可以证明（参看下节），如果7/ = 0和7/ # 0的 
状态有不同的对称（正如所假设的），则展幵式 
(143. 1 ) 中的一次项恒为零 = 至于二次项中 
的系数 APT ) ， 则很容易看 出：在 正好相变点处 
它必须变为零.事实上，在对称相中值 n =0应该 
对应于0的极 小值； 为此，显然必须有4 >0.然 
而，在相变点另一侧的非对称相中，与稳定态（即 
0极小）对应的必须是非零的 T ? 值；这只有在4 < 

0 时才有 可能； 图 62 图示了 /t >◦ 和 4 <0 时函数 
0(77) 的形状.既然在相变点的•侧4为正的，而 
在另-•侧为负，那么正好在该点处4必须为零. 

但是，如果相变点本身是稳定态，即少作为 W 的函数在这一点（1?=0)有极 

小值，那里的三次项必为零，而四次项为正.因此，必须有 

A e ( P , T ) = 0, C c ( P , T ) = 0, B c { PJ ) > 0, (143.2) 

式中下标 c 表示相变点.系数 S 在相变点处为正，当然在该点邻域也为正 • 

这里存在两种可能情况.由于物体的对称性三次项可能恒为零： 
c ( p ， r ) s o . 这时在相变点只剩下•个条件 / i ( P，n =0;它决定 p 和 r 彼此之 



图62 


①这个理论由几工朗道（1937>提出，他徂首先给出了二级相变与物体对称变化之间的普遍联系. 
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间的函数关系.因此，（在平面内）存在二级相变点的整条 曲线屯 

假如 c 不恒为零，则相变点由两个方程 决定： /!( / >, r ) =0， c ( p , r ) =0.因 
此，在这种情形下，连续相变点只可能是孤立点®. 

当然，连续相变点构成一条线的情形更有意思，以下说二级相变也就指这 
种情况.其中一个特例是与磁结构的出现或消失有关的相变.这种情况是时间 
反演对称的结果.在这个变换下磁矩（在这里起序参量的作用）变号，而物体的 
热力学势却不会改变.因此，显然这时0的展开式通常不含任何奇次项. 

于是，我们假定 CbO , 而热力学势的展开式具有形式 

<P{PJ ， v) = 0 o ( P , r ) + A{P t T) v 2 + B ( P ， r )” 4 . (143.3) 

式中 fi >0, 而在对称相中/1>0,在非对称相中 /l <0;相变点取决于方程 4( P ， 
T) =0. 

在这里的理论中已假定函数在相变点没有奇点，闵此在其附近函 

数可按偏离该点“距离”的整数幂展开 

A{PJ) = a(P)(T- r c ), (143.4) 

式中7； =7\(尸）是相变 温度. 系数 mp ， r ) 可以用 B(P) =«( P ，') 代替.因此， 

热力学势的展开式取如下形式 

0(P ， T) = (P 0 (PJ) ^a(P)(T -T c )tj 2 + B(P) V \ (143.5) 
并且 i ?( P ) >0. 

在非对称相中，在相变点附近 T 7 对温度的依赖关系，取决于少作为 B 的函 
数是极小值的条件.令偏微商等于零，我们得到 7/(4 + 2B V 2 ) =0,因此 


2 

V 


A 

^ ^ 2B 



(143.6) 


(A <0时的根77=0对应于少的极大值，而不是极小值. ） 应该注意到，两相在温 
度标尺上的排列与 a 的符号有 关：当 a >0时，温度 T < T C 对应于非对 称相； 而 
a <0 时温度 T > T C ③. 

忽略7?的髙次幂，求得熵 

c d(P c dA 2 

卜] =5 。 一 W 

(由于 d 0/ d 77 =0,7/对温度的导数项消 失）. 在对称相中，7? =0，而 S = 在非对 
称相中 


① 但是该条件滿要精确化，参看 § M 5 第六个脚注 • 

② 可以 证明： 对于各向同性液体和固态晶体之间的相变 •展幵 式中的三次项总存在 • 参看 /!• 几 
^ aH ^ ay //> K 3 T < I >. 】973 rf T . 7. C . 627.( 文集一第一卷 • 第29篇论文 •一 M . : Hayka , I 969.) 

③ 为明确起见，以下总是认定对称相位于 r >7；, 这也是绝大多数的情况.相应地•取 a >0. 
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5 0 + 2 ^( T - T c ). 


(143.7) 


正好在相变点上该式变为 S 。， 因此熵理所当然地保持连续. 

最后，我们确定两相在相变点的热容~ = T ( dS / dT ) p . 对于非对称相， 
(143.7) 式求微商得 



(143. 8) 


就对称相而言 ，S =心，所以 C p - C ^. 这样，在二级相变点热容经历跃变.由于 
«>0,在相变点 C p >6^，也就是说，从对称相转变到非对称相时热容增加（不问 
它们的温度顺序）. 

除 C p 以外，经受跃变的还有其它一 些量： C ,、 热膨胀系数、压缩率，等等.不 
难推导所有这些量跃变间的关系.首先，我们注意到体积和熵在相变点连续，即 
它们的跃变 AK 与 AS 为零： 


W = 0, AS = 0- 

假定沿相变点曲线压强是温度函数，把这两个等式沿该曲线对温度微分.因为 
(as/aP) r = -(av7ar) P ，结果得 



(143.9) 





(143. 10) 


这两个方程把热容、热膨胀系数和压缩率在二级相变点的跃变联系起来 （ W . 
Keesom , P . Ehrenfest , 1933 ) • 


以温度和体积作为独立变 M ， 沿相变点曲线求 AS =0 和 AP =0( 相变时压 


强不变）的微商，可得 

▼ — f ■ ■ ■ ■ 1 ■. • 

嗝 ) 

1 9 ■ W ~~響 ^ -，冒 ， W ■ -， — ， ^ - 

lH 0 ， 

(143. 11 ) 


AC , 

T 


(143. 12) 

我们注意到， 

^ c p - 

ism 

(143. 13) 


AC „ = 


(143. 14) 


因而热容的跃变与压缩率的跃变 同号. 从上述关于热容跃变的结论得出：由非 
对称相到对称相压缩率跃变地 减小. 
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在本节最后，我们再次回到开头并考虑函数 0( P ,7\ t 7) 的含义问题. 

在形式上引入了任意值1下的这个函数，这一般并不要求实际上存在与这 
些值对应的宏观状态（即不完全平衡态）.然而，必须强调，在二级相变点附近， 
这样的态事实上存在.实际上，随着逼近相变点时，少作为77的函数，其极小变 
得越来越平.这表明使物体达到有平衡值7/状态的“回复力”变得越来越弱，因 
而关于序参 M 的平衡建立弛豫时间无限增大（而且总是长于物体建立均等压强 
的时间）. 

习 题 


求溶液二级相变中比热突变与溶解热突变之间的关系 （ M . M . 栗弗席兹, 
1950). 

解： 单溶质分子的溶解热定义为 

dW t 


式中 W 是溶液的焓，而 < 是纯溶质的单分 子焓. 由于叱不受溶液中相变所影 
响，对于9的跃变有 




dW 


= A ^( 0 - r S ) = " 


d 2 <P 

d^dT 


(这里已用到化学势 ^ = 在相变时连续 ）• 另一方面，把方程 A ( a 0/ dr ) =0 

(熵的连续性）沿相变溫度作为浓度 c 函数的曲线（在压强不变下）求微商，得 


+ 0 . 
dc dT 2 dndT 


由此得出所求的关系式: 


mq : 

^ dc 1 


应该指出，在推导这个关系时没有对溶液的浓度作任何假设. 

§144外场对相变的影响 


现在我们考虑 ：当物 体受到外场作用且外场效应依赖于参量巧时，相变的 
性质如何变化.我们不指定这种场的物理本性，只以普遍形式来表示对场的假 
设.这就导致，场的作用可描述为在物体的哈密顿算符中出现了如下形式的微 
扰算符 


- rjhV f 


(144. 1) 
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该算符与场的“强度 ” / i 和 T ； 量的算符 1} 成线性 关系； K 是物体的 体积叭 假如把 
热力学势定义为和/ 1 的函数，根据参 M 微商定理（参看 （ 11 .4)，（ i 5. 11 )) ， 
v 的平均（平衡）值由如下公式给出 

V^j = - (144.2) 

dh 

为了保证朗道理论中这些关系式成立，展开式 （143. 5) 必须附加 t 一项 
-rjhV•• 

4>(P,T y rj) = ^ 0 (P,T) + a/ 77 2 + B V - V hv > (144.3) 

式中引人了记号 f = r - r f ( p ) ②. 

首先，我们注意到，场无论多弱都导致在整个温度范围内参 M 77变得不为 
零.换句话说，场降低了高对称相的对称，以致两相之间的差别消失.相应地，孤 
立相变点也 消失； 相变被“消解”.特别是比热不再跃变，而是在一整个温度区间 
内出现反常.该区间的数 tt 级可以从条件 似 77 2 估计出来，77取 （143.6) 后， 
得 

R ⑺ 1/ 2/5 

卜 h 2/3 

a 

为定量地研究相变，我们写出平衡条件 （ d 0/ dT 7) w = O ® : 

2atrj + 4 Bt/ 3 = hV. (144.4) 

高于和低于 n 的温度下， 77 与场 h 的依赖关系不同®. 

在 f >0 时，方程 （144. 4) 的左边随7/笮调增加（图 63 a ). 因此在每一个给定 
的九值下，方程只有一个（实）根，它在 / i =0 时变为零.函数 W / i ) 是单值的，并 
且 T ? 的正负与 A 完全一致（图 64 a ). 

如果 f <0, 则方程 （144. 4) 的左边不是 ry 的单调函数（图 63 b ), 因此在/ 1 值 
的一定 K 间内，方程具有三个不同的实根，函数 ry (/ i ) 不冉是单值的（如图 64 b 
所示）.这个区间的边界，显然取决于条件 

~(2atrj + ) = 2al + 12flr/ 2 = 0, 

drj 

也就是不等式式中 


① 例如，在铁磁体的居里点（顺磁相的相变点）附近，参 Mtt 是单位体积中的宏观磁矩，而场^是磁 
场； 在铁电体中，参 Mrj 是物体单位体积的电偶极矩.而 A 是电场.在其它的情况卜'场 A 邱能并没有直接 
的物理含义，但是，形式地引人场有助于加深理解相变的性质 • 

② 在朗道理论中，平衡值取决于该展开式的极小值，即条件抑（^,『,7；)/^ =0.当然，关 
系式 （144.2) 也满足： 

③ 我们只考虑在给定压强下的相变 ：为简 单起见，略去衣示在求微商时压强不变的下标尸. 

④ 值得提 Bf ，我们约定了 fl > o , 闪此对称相（当 a = o 时 ， T7 = o > 对应于温度， > o < r > r c ). 
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lanj^ABr^ _2a U | rt^ABr^ 




h t 




VB i/2 


(144.5) 


但是容易看出，（杓/抽），<0的整段曲线对应于热力学不稳 定态. 实际上, 
方程 （144.4) 对 A 求微商，得 


(仏、 

\ dh / T \ drj 2 / 



(144.6) 


由此看到，当 （ d V / dh ) r < 0 时 ， （ d 2 0/aiy 2 ) ^ < 0 , 即在这里 0 有极大，而非极小. 

在曲线段和上，热力学势为极小，但是这种极小值分别大于曲线段 
r 和 ad 对应的极 小值； 这由直接计算容易证实，然而结果也显然可以 预见: 
因为场 h 以 - ry / iV 项出现在0中，7；与 A 同号必定在热力学上有利.换而言之， 
曲线段 AS 和对应于物体的亚稳态.因此，函数7?(/0的真实平衡行为由图 
64b 所示的连续线段 D/MTT 给出，线上所有的点对应于热力学稳态.如果在给 
定的温度 t <0 下改变场，则在经过值 h =0时出现一级相 变：值 反号的 r ? = 

的两相在该点彼此处于 平衡. 
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物体的磁化率定义为导数 


对等式 （144. 4) 求微商，得 

^2Z = v 
dh 2at + 12Bt) 2 


(144.7) 


当 / i — 0时对于 f >0有77 2 =0且对于£ <0有7? 2 = 代人上式得 


^ ^ 当<>0时’ ^ 当《<0时* (144.8) 


当时;^变为无穷大，这个结果很 自然： 正如在上节最后所述，随着相变点的 
趋近，函数 0(7?) 的极小变得越来 越平； 正因为如此，即使不大的微扰也强烈地 
影响7?的平衡值. 

如果场的大小取以下值 

, («IH ) 3/2 

hl ~ VB^ ， 


则场所诱发的参量 T 7 ind 〜劝与自发的（尤场）特征量 77 . p - (a I < |/ fl ) l/2 同样数 
量级.场 A « h t 是“弱的”，意味着在-级近似下场不影响物体的热力学量.场 
& »~形成“强场”区，其中热力学量的值在一级近似下取决于场；显然当^=0 
时，任何场在此意义下都是强场. 


在强场区，序参最 



(144.9) 


容易验证 ：在此 区热容与场的大小无关. 


§145 二级相变中对称的改变 


在上几节所讨论的理论中，我们考虑了物体的对称发生一定改变的二级相 
变，预先假定这样的相变是可能的.但是，这样的理论不可能回答，对称的改变 
实际上究竟是否通过二级相变发生.本节将细述的理论就是为了这个目的，它 
的出发点是问题的另一种 提法： 物体在相变点处的特定对称给定后，回答在该 
点两侧可能有何种对称. 

为了明确起见，我们讨论由晶格结构改变亦即晶格中原子位形对称的改变 
所引起的相变.设 〆 为（在§ 128中引人的）密度函数，它决定晶体中原 
子在不同位置的概率分布.晶格的对称是那些使 函数 〆 保持不变的坐标 
变换的集合（群） . 自然，这里是指晶格的全部对称，包括旋转、反映以及所有可 
能平行位移（平移）的无限（离散） 集合; 换句话说，是230个空间群中的一个. 
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设 G 。 为晶体在相变点处的对 称群. 由群论知道，仟意函数 pU ， y ， z ) 町以用 
某些函数 A ，％,…的线性组合来表示，这些函数具有可在给定群的所有变换下 
相互转换的性质.在一般情形下，这些函数的数0等于该群元索的 数目； 但是如 
果被展开的函数 P 本身具有一定的对称，那么函数 A 的数目也可能较少. 

考虑到这一点，晶体的密度函数可表示成和式 

P = X H 

f ： 

式中函数 A 在群 G 。 的所有变换下相互变换.这些变换的矩阵构成群的所 
谓表示.函数^的选择不 唯一； 显然，可以用它们的任何线性组合来代替它们 
本身.大家知道，总是可以适当选择函数以使得它们可分成几组，每组包含 
数0尽可能少的函数，并 R 在群 G 。 的所有变换下构成每组的函数只在组内相 
互变换.这些组中每组函数的变换矩阵是群 G 。 的不可约表示，而这些函数本身 
是表示的基.因此，可写 

P = X ， （ 145. 1) 

n I 

式中《是不可约表示的编号 ， t 是它的基函数编弓以下假定函数已以某种 
方式归一化了. 

在函数中，总有一个它本身在群的所有变换下不变（构成群的单位 
表示）.换句话说，这个函数（记作 P 。 来代表）具有 G 。 的对称.把 p 的其余部分 
用 Sp 来表示，可写 

p = p „ + 5 p , bp = H W "、 , (145.2) 

a i 

式中已经把群 的申位 表示排除在求和之外（这用带撇的求和号•表示）. 

函数 5 p 具有比 C ；。 低的对称，因为即使 5 p 在这个群的某些变换下保持不 
变，也总不会在所冇变换下都如此.我们注意到，函数 p 的对称 G ( 显然同 5 P 的 
对称一致），严格地说，从一开始就假定低于对称 G 。， 否则，整个和式 （145. 11) 
就会只有一项即构成单位表示的函数 P 本身 

因为物理最 Sp 是实的，而且在所有的变换下仍应如此，说到不可约表示， 
显然应该指物理上的不可约表示，其基函数可以取实函数 （§135) ;与此相应， 
以后假定函数总是实的. 

晶体的热力学势0是密度函数 P 的泛函，并且以参量的形式依赖于压强 P 
和温度 

<t> = ^\p;P,T\. 

换句话说，少是诸系数的函数 （ 当然依赖于函数史广本身的具体形式）. 

①对于磁相变，代替密度 pU ， y , 幻必须考虑物体中的电流密度在顺磁相中 J =0, 而在相 
变点的另一侧）=取很小 • 
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V \ n ) 作为 Z 3 和7 1 的函数的实际取值由热力学平衡条件即少为极小条件来决定. 
于是，晶体的对称 G 也被确定，因为函数 （145. 2) 的对称敁然取决于函数 
线性组合中系数的值，而 《 iP , U ) 的变换规律已知. 

为保证晶体在相变点处具有对称 G 。， 必须使全部的 T /广 在该点变为零，即 
5 p =0 , P = Po . 因为晶体在二级相变时状态的变化是连续的，所以 Sp 在相变点也 
应该连续而无跳跃地变为零，即系数7?广必须趋于零且在相变点附近可取任意 
小的值.因而，热力学势 ） 在相变点附近可展成 ry ， 的幂级数. 

我们首先指岀，在群 G 。 的变换下函数 p 广 相互变换（在每个不可约表示的 
基函数内），因此可以用另一种方式表示这些 变换； 仿佛是系数 A (n) 按同样规律 
被变换 ，时小 '是函数乂 n ) .其次， W 为物体的热力学势显然不会依赖于坐标系的 
选择，所以它相对于坐标系的任何变换一定是不变的. 

如果某个变换把 P 。 变为而 Sp 变为 Sp '， 则 

< P \ p 0 + 8 p | = 0| pi + 

由此可见，如果把势看成在给定化下只是 5 p ' 的泛函，则对于不改变 p 的变换即 
G 0 群的变换，0是不变的.因此在0的 T ? 广 幂展开中，每一项应该只包含适当 
幂次的的不变组合. 

按照群的不可约表示（非单位表示）变换的最，构不成线件不变式 ®. 然而， 
每个表示却有唯一的二次不变式，即的正定二次型，它总可以化成平方和. 
因此，0展开式始于如下 形式： 

0 (145.3) 

n I 

式中是尸和 r 的函数 • 

在相变点上，晶体必须具冇对称 G 。， 就是说，值7? 广 = o 应该对应于平衡 
态.显然，只有在所冇的 / i ( n > 非负时，少才可能当全部7?^ = o 时有极小值 • 

如果在相变点处所有的，>0,则在相变点附近它们也是正的，也就总有 
V { , n) =0,因而根本不会发生任何对称变化.为使非零的7?, u ) 出现，系数之一必 
须 变号； 因此在相变点处这个系数应该变为零叭 （ 两个系数同时变成零的情 

① 否则意味着在给定的表示中含有单位表示，即表示是可约的. 

② 更确切地说，这个条件应该表述如下.诸系数 A ( M 当然依赖于函数 〆 />的具体形式•它们足这 

些以 p 和 r 作为参撖的函数的二次 泛函. 在相变点的一侧，所有这些泛函 4 (w> 实质上是正 

的•相变点可定义为这样 一点： 在该点（随着尸或 r 的缓慢改变）， V 10 之一可以为零 \< pl n) ； P , T ] ^ 
0. 这个为零条件对应于特定的一组函数，原则上它们可以由求解适当的变分问题来确定 • 这些函数 
也是确定在相变点处变化 Sp 的函数乂〜•把它们代人泛函， n > 丨 ，•门 •正好得到函数 ( PJ ), 
后者在相变点处满足条件 /»〜（ 尸，以 =0. 此后可以认为函数已经给定•后面也总这样假定 • （允许 
ip \ n ) 随 P 和 r 变，会导致阶次比这里考虑各项高的修正项 •） 
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况只能发生在平面的孤立点上.这样的点是多条二级相变曲线的交点 .） 

于是，在相变点的一侧，所冇的>0,而在另一侧系数4 <<0 之一为负.与 
此相应，在相变点的一侧，总是所有的=0,而在另一侧出现非零的7/ 广 .换 
而言之，可以下结论 ：在相 变点的一侧，晶体具有较高的对称 G 。， 这种对称维持 
至相变点处，而在相变点的另一侧，对称降低，因而群 G 是群6^的子群. 

由于之一变号，出现了属于相应的第„个表示的非零 v ! n ). 因此，具有 
对称 G 。 的晶体变成密度为 p = p 。+5 p 的晶体，此处 

Sp = X ”广妒”） （ 145 . 4 ) 

» 

是群 G 。 的单个不町约表示（任何非单位表示）基函数的线性组合.以下略去不 
可约表示编号的角标〃，而总是指恰巧出现在所考虑相变中的那个. 

我们引入记号 

V 2 = X ， A = 爪 (145.5) 

I 

(因而 I /=丨）， 并把少的展开式写成 

I 

0 =0 o (P ? T) +v 2 A(P t T) +T ? 3 IC a (P ， r)/i 3 )(y i ) + 

a 

+ + …， (145.6) 

a 

式中 / i 3) ，/ i 4> ，…是由诸 y , 构成的三次、四次等阶次不变式；对于每一阶次由 y , 
可以构成多少个独立的不变式，则相应的对《求和就有多少项.在热力学势的 
这个展开式中，系数/!在相变点必须变成零.为使相变点本身是稳态（即在％ = 
0时少在该点具有极小值），三次项必须为零，而四次项必须实质上为正•在 
§ 143中已经指出，只有在0的展开式中三次项恒为零的条件下，二级相变曲 
线（在 pr 平面中）才能够存在.现在可以把上述条件表述为 ：如果 1按照群 G 。 
的给定不可约表示变换，用这 些童不 可能构成三次不变式 
假设这个条件被满足，精确到四次项的展开式可写成 

0 = 0 0 ^ A { PJ ) n l + T 7 4 X « a (^.7 , )/ i 4> ( y ,)- (145.7) 

a 

因为二次项不含％,所以这些量直接由四次项即 （145.7) 中 T ? 4 的系数为极小的 
条件来决定叭把这个系数相应的极小值直接记为根据以上所述，它 
必须为正），我们得到形为 （143. 3) 的少展开式，而将少看作只是7?的函数，像 

① 用表示论的语言说，这表明给定表示 r 的所谓对称立方 [ r 3 ] 本身不应该 含有笮 位表示•对于空 
间群的不玎约（宇面意 义上〉 表示，三次不变式不可能多于一个（其证明参 #:IUyp M.c.//)K3T<D. 1966. 
T . 51. C. 1260) .把两个表示合并为一个物理上不可约表示时，可能出现两个三次不变式 • 

② 有可能四次不变式只一个 （ 这种情形下，四次项不依赖于7:,必须用依赖于氕的 
商次项来定 I. 在某些悄形下，如梁依赖于I的四次项求极小后变为零，也有必要计算高次项. 
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在§ 143中所做的那样，由0为极小的条件可决定 77. 这样求出的 y , 值决定函 
数如的 对称： 

sp = ?7 X y^'， ( 145 - 8 ) 

I 

即确定了对称为 G 。 的晶体在二极相变后所形成的对称 G 叭 

在上述形式下， T 7, 这些量的集合起序参量的作用，描述非对称相偏离对称 
相的程度.我们看到，这个参量一般是多分量的，并且比值=77/7/确定非对称 
相的对称，而公因？ 1 7/定量地度量对给定对称的偏离. 

但是，所得出的条件还不足以保证二级相变能够存在.如采考虑到与空间 
群表示的分类性质有关的事实® (至今有意未提到），还有一个1要的条件需要 
阐明.存:§ 134中已看到，这些表示不仅按离散的特征（如小表示的编号）分类， 
而11还按取一系列连续值的参量 A 分类.因而在展开式 （145. 3) 中系数 >4 U) 应 
该不仅依赖于离散编号〃，而且也依赖于连续变量 A :. 

设相变与系数(作为/^和 r 的函数）变为零有关，这个系数具有确 
定编号 n 和确定值但是，为使相变实际上发生，必须使4 ( ”> 作为 A : 的函 

数在 k = k 0 处（从而在幻波矢星的所有矢 M 处）有极小值，即(幻在幻的附 
近按 k - k 0 的展开式应不含线性项.否则，某些系数/1 (1 ° ( 幻必定会先于 
变为零，所考虑类塱的相变便不可能发生.根据以下讨论，可以得到这 
个条件的方便表述. 

值軏确定函数^的平移对称，因而也确定函数 5 P ( 145. 8) 的平移对称即 
新相的晶格周期.这个结构应该比 A 值在軏附近的结构稳定.但是 / r x 

U 为小 M ) 的结构与々=幻的结构相差一个后者周期的空间“调制”，即在比晶 
格周期（胞线度）大许多的距离 （~ l / x ) 上出现不均匀性.这种不均匀性的宏观 
描述，是将序参量 A 当作缓变的坐标函数（而 R 在原子间的距离 t 振荡）.因 
而，我们得出品体状态相对于宏观均匀性破坏的稳定性要求. 

墩 r ;, 在空间上非恒定时，晶体热力学势密度不仅依赖于 I ， 而且还依赖于 
其坐标微商（在一级近似下依赖于-阶微商）.与此相应，在相变点附近，必须把 
0( 每单位体积）在相变点附近按 A 及其梯度的幂展开.如果（整个晶体 
的）热力学势在常数％下应取极小，这个展幵式中梯度一次项应恒为零（微商 


① 在§丨43屮，我们考虑了具有给定对称变化的相变.用这里所引人的槪念，可以说我们寧先假定 
了 y , 这些 S 具有给定的值（闪而函数 Sp 有给定的对称 ）• 在这样表述问题时，在展开式 （143*3) 中不出现 

三次项，这不会是保证存在二级相变点曲线的充分条件，因为它并不排除在用几个7,•展开的普遍式中出 
现三次项的可能性（如果给定的 不珂约 表示非- 维）. 例如，如果有三个％蒱，并且乘积 y , y 2 y 3 是不变 
式，则0的展幵式含二.次项，然而，当函数 5 p 具有特定对称从而要求一个或两个 y , 为岑时这个三次项变 
成零. 

② 本节下面所叙述的结果与例子由 E . M . 栗弗席兹 （1941) 得出. 
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的二次项应 该是正定的； 但是这个情 况对％ 并不施加任何限制，因为对于按照 
任何不可约表示变换的仏这样的二次型存在）. 

在微商的线性项中，较重要的只是正比 Td V / dx ， … 的项以及含乘积 

7?,构 〆 办，…的项.高次项显然不重要.整个晶体的热力学势即全体积积分 

应取极小.但是0中所有的全微商在积分后给出常数，对积分极小的决定无影 
响； 因而可以略去0中只与 T ；, 的微商成正比的所有项.在含乘积 T ^ dT ^/ dx ，一 
的项中，可以略去所有对称组合 


只保留反对称的部分 


Vk 


^7, 

dx 



d 


dx 


ViVk 


y 


Vk 


^Vi 

dx 



dy k 


(145.9) 


在 0 的展开式中只能有 （145.9) M 的不变线性 组合. 所以，出现相变的可 
能性条件是不存在这样不变 it ®. 

梯度的分蛰，像矢量分量与％的乘积一样变换.因此，差 （145.9) 变换 
时如同矢量 分童再 乘以最％的反对称积.于是，要求由 （145.9) 虽不可能构成 
一个线性标量，等效于要求不可能由反对称积 

X.k = < Pk < P f i (145. 10) 

构成任何组合而可像一个矢量分量那样变换（这里是相应不可约表示的 
同样基函数，为避免差恒等于零，它们取在两个不相同的点和 x \ y \ z f 
上）•②用两个指标标记表示的基函数（如§ 134), 我们把差 （ M 5. 10) 写成 


XkaXP = ^Pko^Pk0 - <Pka^Pkfif ( 145 - 11 ) 

式中…是同一波矢星的矢量. 

设矢量*占据最一般的位置而且没有任何纯 对称. 按照旋转群元的数目， 
波矢星 A 含有 n 个矢量（如果空间群自身不含反演，则为个），并 IL 每个 A 都 
伴有与之不同的矢量相应的不可约表示由相同数目的 函数〜 （每 * 一个， 
因而略去角标 a ) 来实现.量 


Xt.^k = < Pk ( P 、- -t (145. 12) 

在平移下不变.在旋转元素的作用下，这 / i ( 或 2/1) 个量相互变换，实现相应点群 
(晶类）的表示，其维数等于群阶.但是这样的表示（所谓正则表示）含有全部的 


不可约群表示，其中包括矢 M 分量变换的表示 • 


① 这样不变 M : 称为栗弗席兹不变置 • 

② 在表示理论中这表明，给定表示 r 的反对称平方 ir 2 i 不应该包含 矢铽分 M 变换所遵从的不吋 
约表示. 
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类似的讨论指出，矢的群含有一根对称轴和过该轴的对称平面时，有 
可能由;量构造出一个矢量. 

但是，如果矢 MA : 的群含有彼此相交的对称轴或与对称面相交的对称轴， 
或者含有反演（我们说这样的群具有屮心点），则上述讨论不适用了.在这种情 
况下，是否可由 （145. 11) 量构成矢量的问题，必须就具体情况分别处理.特别 
是，如果 A 的群含冇反演（因而 A 与等效），只有一个 函数仏 对应于波矢星 
的每个 L 则肯定不可能构造这样的矢量•.这时不存在•是平移不变的，而矢量 
分里却总必须这样. 

由此可见，所提出的要求大大限制了在二级相变时可能的对称变化.所有 
无穷多个不同的小'可约群表示仏中，只需要考虑为数不多的有中心奉 的灸矢 
置群. 

当然，只有在倒格7中占据某些特殊位置的矢量 I 可能有这类纯对称；它 

们的分量等于倒格子基本周期的某几个简单分数 ( + , + 这表明，在二级 

相变下晶体平移对称（即布拉维格了 •） 的变化只可能是某几个基本周期增加不 
大的倍数.研究证实，在大多数情况下，布拉维格子可能发生的改变是周期加 
倍.此外，在体心（斜方、四方、立方）晶格和面心立方晶格中某些周期可能有四 
倍的 改变； 而在六方晶格中增到三倍.同时，原胞的体积可能增到2,4,8 倍； 在 
面心立方晶格中还有增到16或32倍的情形，而在六方晶格中增到3或6倍. 

自然，布拉维格 T 不变的相变也是可能的 U =0的不可约表示相应于此）. 
这时对称的变化在于旋转元素数目的减少，即改变晶类 • 

我们指出如下普遍的定理 •.对 于对称变换数 H 减半的任何结构变化，二级 
相变都可能存在；出现这种变化的方式，或是晶类不变而晶体原胞增大一倍，或 
是原胞不变而旋转和反映的数目减半.证明的依据 在于： 如果群 G 。 有阶数减半 
的子群 G ， 则在 G 。 的不可约表示中总有一个一维表示，而实现该表示的函数对 
于子群 G 的所有变换不变，但在 G 。 群的所有其余变换下 变号. 显然，在这种情 
况下没有奇次不变式，而 （145. 11) 型的量完全不可能由一个函数构成. 

可以看出，下面的定理也 成立： 对于对称变换数目减为三分之一的结构变 
化，二级相变不可能出现，因为少的展开式中存在三 次项. 

最后，作为上述一般理论的应用实例，我们考虑合金中有序的出现，在无序 
态中合金具冇体心立方晶格，原子位于立方胞的顶点和体心（如图 61 b 所 
示）问题在于决定二级相变时这种晶格可出现的可能排序类型（即结晶学中 
的所谓超晶 格）. 


①这种晶格厲于点式空间群 
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对于体心立方晶格，倒格子是面心立方.选取正格子立方胞的棱作为长度 
单位，则倒格子立方胞的棱氏等于2 • 2^在这个倒格子中，下列矢量*有含中 
心点的纯对 称群： 



这里所列的是矢量&在沿倒格子立方胞三条棱方向轴）上的分量，以棱 
长为单位 度跫； 如果用上面所选单位写出矢 M t 这些数字必须乘以2 • 2 tt = 
4 tt . 在 （145. 13) 中，只列出不等价的矢量，即每个波矢星 it 的矢置. 

解决所提出的问题时不必考虑所有的小表示，这大大简化了下一步研究. 
理由在于我们感兴趣只是形成超晶格时可能出现的对称变化，这时原子在现有 
的格点上有序排列而无相对位移.这种情况下，无序晶格的原胞只含一个原子. 
因而，超晶格的出现只能是由于不同原胞格点不再等价.这意味着，密度分布函 
数所产生的变化如相对于 A 群的所有旋转变换（不伴有平移）应该 不变； 换句 
话说，只允许单位小表示.与此相应，在基函数 （134. 3) 中可以用1代替 a a . 
现在我们依次考虑在 （145. 13) 中列举的波矢星 A . 

a ) / t =0 的函数有完全的平移不变性.换句话说，在这种情况下原胞不变， 
而因为每胞只含一个原子，不发生任何对称改变. 

b ) 与这个 it 对应的函数是 e x P [2 iri ( x + y + z )]. 这个函数以及由之通过所 

有的旋转和反映所得到的函数可组成线性组合 

cp = cos2irxcos2irycos2iTZ 3 (145. 14 ) 

它具有群々的对称.生成相的对称是密度函数 p = p 。+ Sp 的对称，此处 5 p = 
V #. 函数对于晶类 A 的所有变换以及沿立方胞任意一条棱的平移都是不 

变的，而对于沿空间对角线一半的平移却不是.因此，有序相有简单 
立方的布拉维格子且原胞中有两个不等效点：（0 0 0) 和+ +卜由不 


①当然，这并不意味着在实际晶体中变化就是由函数 （145. !4) 给出. 在表达式 （145. 〗4)中® 
要的只是它的对称性. 
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同原子占据.能够按这种形式完全排序的合金，其组成为 AB (如 §142 中所述的 
合金 CuZn ). 

c ) 与这些矢量 A 对应的是对称为 r , 的 函数： 

= cos qr^rcos ttjcos ttz , < p 2 = sin TT^sin irysin irz . (145, 15) 

从这两个可以构成两个四次不变式 ：（W +^) 2 和 （w +^).因此少的展幵式 
(145.7) 形为 

0 = 0 0 + /4” 2 + B x tj 4 + B 2 tj a ( y \ + yj ). (145. 16) 

这黾必须区分两种情况 .设圮 <0,那么少作为 y , 和 y 2 的函数，在附加条件 
r ? + ?2 = 1 下有极小点 y I = 1 , y 2 = 0 - 函数 8 p = t / a 有面心布拉维格子的晶类 
仏对称 ，该晶格立方胞的体积为原来晶格立方胞的8倍.原胞含有四个原子 
(而立方胞含16个原子）.把同种原子放在等效格点上，借此可以得出，这种超 
晶格对应于组成为 ABC 2 的三元合金，其原子位 置为： 

4 A (0 0 0)，(0++)和循环置换， 

4 B (+ + +卜卜 0 +)和循环置换， 

8C (+ + +)，(+ + +)，(+|如)和循环置换，(+ +爿帽环置换 

(这里给出的原子坐标，其单位取新立方胞的棱长，为原始胞棱长的两倍；参看 
图 65). 如果原子 B 和 C 同种，得到组成为 AB 3 的有序 晶格. 

现在，设> 0 .这时在 y ? = 1 / 2 处 < P 有极小，因此 5 p = 17 (% + < p 2 )/^2 

(或者 8 p = 7 ? (^ l 结果相同） ®. 该函数的对称，与前一种情况同样，属 

于面心布拉维格子的晶类 Op 但是只有两套等效格点，可分别被 A , B 两种原子 
占据： 

8 A (0 0 0) ，(+ + +)，(+务务)和循环置换，(0 + +)和循环置换， 
8B (yy 和循环置换’ ( ° ° +) 和循环置换 


(参看图 65 b ). 

d ) 与这些矢量*对应的是下列函数 


< P \ 

fp 2 




COS IT (y - z) , ^3 

C 0 STT(y + z) f (p 4 






cosit(x - y ), 
cos ir( % + y) f 


cp 5 = cos it(x - z ), 
(p 6 = cos + z). 


它们具有所要求的对称 Du , 由这些函数可以构成一个三次不变式和四个四次 


①在两种情形下 y , 和7 2 只不过是数•这是由于少中只有一项（依赖于•如果有多个不同 
的四次不变式，则使少取极小的一组 I 中某些会依赖于 PJ . 
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⑻ 

OA ®C 


阉65 

不变式，因此展开式 （145. 6) 取形式 

0 =00 + Arj 2 + C 77 3 ( y , y 3 y 5 + y 2 y 3 y 6 + 7,74^6 + ?2?4 7 5 ) ^ B \V + 

+ B 2 rj\y* + 72 + Ta + ri + rs + ?6 ) + 丑 3” 4 ( W + y\y\ + y\y\) + 

+ B A rj 4 (y } y 2 y i y A + y 3 y 4 y 5 y 6 + r.^ysTs)* 

由于有立方项，在这种情况下二级相变不可能出现.要考察孤立的连续相变点 
(参看§ 150) 是否存在及其性质如何，则必须研究函数 0 在其极小值附近的行 
为，我们不在此继续探讨. 

从上一例子我们看到，热力学理论对二级相变的可能性加了非常严格的限 
制； 对于例子中的情形，只能通过形成三种超晶格而实现相变. 

值得指出以下的 细节： 在情形 （ C ) 中，皂 <0 时密度函数的实际改变 6 p = 
只涉及出现在热力学势 （145. 16) 中的两个参量 7l 和 y 2 之一. 这体现了上 
述理论的一个重要特征 ：在研 究晶格在二级相变中的具体改变时，也必须考虑 
“几乎可能”的其它改变. 

到目前为止，我们考察了结构对应于矢量 it 位于倒格子中某个具有有理指 
标的对称点时的二级相变.这时非对称相像对称相一样有严格的周期性 • 

另一种情况发生于相变到无公度相时，这种相在§ 133的末尾曾提及.在这 
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种情形下，并不对应于倒格子中某个对称点.该矢量可能占据某个对称轴或对 
称平面 h 的普通位置，或者空间中的普通位置.对于这种相变，不存在导数线性 
不变式的要求可以放宽. 

假定 A : 位于某个对称轴上.手是问题中存在附加的自 由参撤 ——矢董 ik 沿 
着这个轴的分量 I 假如对称性容许在该轴上存在最多一个的由 （145. 9) 量构 
成的不变式，则相变到这种状态的二级相变可能出现.实际上，这个不变式通过 
某个系数君含在少的展开式中 . g 变为零的条件 =0) 决定、的值. 
应该注意到，这个值与温度和压强有关. 

类似地，有可能相变到 A 在对称面上的相，只要在面上的相应不变式最多 
只有两个；而也有可能相变到空间的普通点，如果不变式最多三个叭 

在热力学势中导致无公度的项往往很小.在这些情况下，无公度性表现为 
基本结构的长波“调制”.“螺旋面”磁结构可以作为一个例子，这在第八卷中讨 
论. 

§146 序参量 的涨落 


已经多次指出，二级相变点实际上是物体热力学函数的奇点.这种奇异性 
的物理本质在亍序参量涨落的反常增大，这又与已经提到的热力学势极小在相 
变点处变平有关.容易求出这种增大的规律（在所考虑的朗道理论的框架内）. 
这里我们将假设相变时的对称变化只由一个序参量7；描述. 

在给定的常数值的压强与温度下，使系统偏离平衡态所需的最小功等于系 
统热力学势的改变 A 0,®. 所以，在恒定的 P 和 r 下涨落的概率为 



(146. 1) 


在本节参量 r ? 的平衡值将记为十在偏离平衡不远时， 

2 1 

根据定义 （144. 7)，借助于 （144. 6) 可用物质在弱场中的响应率表示导数 d 2 0 t / 
d V 2 . 于是涨落的概率（在相变点温度八附近）可写成 



•由此得到均方涨落 


① 已经提过，对于沿对称轴的 * 总能由 （145.9) 世至少构成一个不 变式. 也可 证明： 面上不变式至 
少两个.在空间一般点上总有三个不变式.在这种情况下.对称对于相变不加限制. 

② 在本节加角标 “ t ” 记整个物体的热力学势（少和下文中的/?)，尤角标的字母用于箏位体积的势 
值. 
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{( At ;) 2 ) = - y -. ( 146. 2) 

根据 （144. 8)， 它在 T -^ T C 下像1/< 一样增长®. 

为了进一步阐明这个发散的特征和涵义，我们计算序参量涨落的空间关联 
函数.这里我们感兴趣的是长波涨落，其中的涨落量跨物体尺度上缓慢 变化； 我 
们在后面将会看到，正是这些涨落在相变点附近反常地增大. 

对于非均匀物体（顾及了跨体积的不均匀涨落的物体就是这样）应该通过 

作为物体中的点坐标函数的势密度，将热力学势表示成积分究=[但是 

用势步描述热力学状态时，给定的是物体中的粒子数/ V ，而不是体积（依赖于 P 
和所以，在介质中选出指定的某个含可变粒子数/ V 的体积 K , 用与之有关的 
别的势来描述较为有利.这样的函数 可取 温度和化学势在给定的 V 下）的函 
数 T ， 〆 } ;这里具有类似性质的变量 p 起变量 P 的作用（与 Z 5 —样，其值在平 
衡系统内恒等）. 

在相变点附近函数少（户，7\巧）的展开式 （144. 3) 中依赖于 t / 的项是少。 （ P ， 
r ) 上的小增量（取极小定出7/后，剩余项有同一数量级）.所以，根据小增量定 
理可以立刻写出势的类似展 开式： 

0(jjL t T t rj) = {2 0 (fji t T) + atj] 2 + brj 4 - rjh, (146. 3) 

它具有相同的系数，但用不同的变量表示即以 m 代替 n 这里的势是单位体 
积的 ，因而 其中的系数 

展开式 （146. 3) 对应于均匀介质.在非均匀物体中，它不仅含 W 自身的不同 
次幂，而且也含它对坐标的不同阶导数.这里对于长波涨落在展开式中可限于 
只取最低阶导数（及其最低幂次）项.一阶导数的线性项形为 /(7?) 构 / di ，在对 
体积积分后变为对物体表面的积分，代表在这里不重要的表面效应叭形为常 
数 • d 2 V /dx t dx k 的项也是如此.因此，在/2的展幵式中必要考虑的前几个导数 
项是正比于下式 之项： 

v yiL .， 或 

’ dx t dx k 9 dx i dx k 


① 值得指出，表达式 （146.2) 也玎以直接从涨落耗敗定理 得到. 为此只滿指 出：如 果将场 A 等同于 
这个定理表述中提到的频率 0 = 0 的外来作用 /( § 12 4 )，则 Mi 对应于向广义响应率 cr (0> 为乘积 
XV . 于是从 （124. 14) 得到公式 （146.2). 

② 但是，这时必须注意到，系数现在应该按差1 = 7'-7^( / 1)而不娃按7'-八（/>)的幂次展开; 
在这种意义上系数的值 a = 是变化的_ 

③ 当相变用几个序参 M 描述时，一阶导数的一次项在的展开式中也不出现.在这种情况下论证 
该结论还要用到物体在相变点的稳定条件 （ § 145). 
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并且，前者在对体积积分后化为后者.最后我们求出，前面所写的函数必须加 
形如下式 之项： 

(146.4) 

ax i dx k 

仍约定对重复的矢量下标求和如前.以下只限于最简 单的“ 情况（对应 

于77 =0时的立方对 称）； 这种情况已经显现出关联函数的所有特征.因此，热力 
学势密度可写成 

/2 = /2 0 + atj } 2 + brf + - rjh . (146. 5 ) 

很显然，要使均匀物体稳定，应该 g >0; 否则 A 在》7 =常数时不会有极小. 
在给定 M 和 7* 下考虑涨落时，必须将其概率写成 

w oc exp( - AO/T ) , 

因为在这些条件下使系统偏离平衡状态所需的最小功是 - A /2,®. 

现在具体考虑对称相中（没有场时）的 涨落； 此时5 =0,因而 An =7/•准 
至涨落的二次项，势 A 的改变可写成 ◎ 

A /2, = |[ at ( Ai ?) 2 +^^3 ) 2 ]dK (146.6) 

然后，下步处理类似于 §116. 把涨落量 Ary ( r ) 展幵为体积 V 中的傅里叶 级数： 

△” =工厶” 〆 1 *' Ary .* = At /:. (146.7) 

它的梯度为 

V' •!. a iik*r 

~^r = z. lfcA ^ e • 

把这些表达式代人（1奶.6)，除了含有乘积 I At ,* I 2 的项以外，所有 
各项对体积积分后都等于零.结果得到 

A /2, = V Y ( gk 1 + at ) | A ?7* 1 2 , 

k 

进而 

(I At ?* I 2 ) = T /[2 V ( gk 2 + at )] (146.8) 

渗看从 （116. 10) 到 （116. 12) 的推导）.我们看到，当 f —0 时，实际上正 是灸〜 


① 指定所选体积中的7?值，这并不妨碍在这个体积和 44 环境”之间有粒子（或能儀） 交换. 因而，可 
以在给定的 m (和 r ) 下考察1的 涨落； 参看 § ii 5 的开头 • 

② 基于这种形式表达式的涨落理论首先由奥恩斯坦和策尼克 （ LS . Orn 撕 i n , F . Zemi C kc ,1917) 提 

出（应用于临界点附近的涨 落）. 
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的长波涨落增大了叭我们着重指出，公式 （146. 8) 本身只适用于足够大 
的波长1/1在任何情况下它都应比原子间距大得多. 

待求的关联函数可引人 如下： 

G ( r ) =〈△”(!•, ） Ar /(， 2 ) >， r = r , - r 2 , (146.9) 

它的计算用以下 和式： 

G ( r ) = [ 〈 丨 厶 丨 2 ) e' k r 

k 

或者变换到 A 空间的积分 

G ( r ) = |< (146.10) 

利用§ in 习题3的脚注给出的傅里叶变换公式，求得 （ r /0 时） 

G ( r ) = ^― 5 — exp ( - r / r c ) , (146.11) 

8 irgr 

式中 

r c = *J g / at . ( 146. 12 ) 

这个童称为涨落的关联 半径； 它决定了关联作用显著减小的距离的数量级.在 

趋近相变点时，关联半径增大如1/^,而在该点上关联函数减小如 

当 r =0 时，积分 （146. 10) 决定在无穷小体元内参量 r / 的均方 涨落； 在很 
大时积分发散.但是，这种发散只不过是因为表达式 （146. 8)( 对应于长波涨落） 
在该区不适用，并且只表明在 〈（ At /) 2 〉 中存在不依赖于《的项. 

为避免误解，我们强调，前面所写的表达式 （146. 2) 决定在线度 /» r t 的体 
积 V 中参量7?的平均 涨落； 可以把这个 M 记为〈（ At /) 2 〉，； 函数 Ar ?( r ) 对体积 V 
的平均值恰好是傅里叶分量=0;所以，很自然， A =0 时的表达式 （146. 8) 与 
(146. 2) —致.后者也可以根据以下显而易见的公式从关联函数 得到： 

<( At ,) 2 >, = ^|< A7 ；( r 1 ) AT 7 ( r 2 )> dK l dK 2 = y | c ( r ) dV , (146.13) 

上式适用于任何有限体积 K 我们注意到，正好在点上（有 Gocl / r ) 该积分 
正比于1//,式中/是所考虑涨落的区域线度.这里的均方〈（ AW 2 〉， 不仅依赖 
于体积，而且还依赖于区域的形状. 

现在我们能够对于在这里所建立的基于展开式 （146. 5) 的涨落理论，表述 

① 当然，在相变点的另一侧即非对称相中，也有类似的结果•那里号 =( - ai /26) 1/2 ,代替 （146. 6) 
式，势 A 的变化 （仍 准至-< AW 2 ) 为 

-2 a < U ”) 2 + g (^3 ) 2 ]dK 

显然，这里的关于< | | 2 >(和下面的关联 函数） 的结果与前面的相比，区别仅在于用 2 ah | 取 代如. 
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决定其适用范围的条件.作为这个条件，应该要求参量 T ? 对关联体积求平均的 
均方涨落，与特征值铲 〜 a M /6相比很小.这个 M 在 V ~ r ] 下由 （146.2) 给出, 
从而求得条件 

T r x/rl « (aU| )/6 ， （146.14) 

或者（由 （144. 8) 和 （146, 12) 取 | 和 r e ) 得 


a M » T^/g 3 (146. 15) 

( A. n. JIeaBHK)K,1959 ； B. R. rMH36ypr( 金兹堡 ） f I960)®, 

确定以上所得到的这些公式中温度依赖关系也需要按 £ = 7； 的幂次展 


开（在按7；的展开系数中作这种展开的可能性要求满足条件 i «八；为保证 
这与条件 （146. 15) 在任何情况下相容,必须有 


T c b l 

r 

cxg 


(146. 16) 


条件 （146. 14) — (146. 16) 确保涨落足够小，同时也确保在上几节所叙述的 
整个朗道相变理论可用.我们看出，只有当不等式 （146. 16) 满足时，这个定理成 
立的温度范围才存在.在这种情况下，对于相变时可允许对称变化的选择定则， 
理论的结论仍然成立然而，对于热力学量的温度依赖关系，不可避免在附 
近有个窄区，那里朗道理论并不适用.因而这个理论的结论应该只涉及该温度 
区外的两相状态.那么，在§ 143 中所得到的热力学量跃变的表达式，应该理解 
为在该区两端的两相值之差. 紧靠八 点的邻域，对应于不等式 （146. 15) 的相反 
式，称为涨落 区域； 在那里涨落起决定性 作用. 

在上述的计算中，并未考虑区分固体和液体的弹性性质 ® ，或是物体由于排 
序而出现的形变效应（称为伸缩）.在朗道理论的框架内，这些效应不影响 t 几 
节所述的结论.但是这两种因素的联合作用会强烈影响序参最的涨落，进而影 
响相变的特征.研究这个问题需要运用许多弹性理论,所以超出本卷的范围.在 
这里，我们只是限于指出某些结果. 

依晶体对称的不同，伸缩形变按序参量可以呈线性的或者二次的.在这两 
个情形下物体的弹性性质对相变可有不同的影响 - 

在线性伸缩的情形下，以字母 y 表示应变张量分量心与序参量之间的比例 
系数的数 M 级 ~ yr ). 这种效应对涨落的影响出现在的相变点邻域 
内 U 为物体弹性模量的数1级）.在很多情况下，伸缩是弱效应，在这种意义下 


① 这个条件也可由直接计箅物体比热在相变点附近的涨落修正而得以证实 （参看 § 147的七题 >• 

② 但是，对于由儿个序参 M 描述的相变，建立朗道理论的所有适用条件.滿要更洋细的研究 • 

③ 这里最笟要的不在于这些性质为各向异性的事实本身 ，而在 于形变不可化为单个的全方向压缩 
形变.在这种意义下，以 K 的讨论与切变模敏非零的各向同性固体有关. 
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y 值 很小. 那么，上述温度区很窄且位于涨落 区内. 

长波的涨落在这里受压制，并且关联半径不会增大而超过值 

r c - v ^ AT /. 结果在相变点热容只经受到有限的跃变，就像朗道理论中一样®. 

平方伸缩导致不同的结果这种效应也压制涨落，然而程度更弱.如果不 
考虑伸缩，比热在相变点会变为无穷大（参阅§ 148) ,则平方伸缩就会与先前不 
同而导致熵的小跃变，即相变成为一级但接近于 二级； 这时比热仍旧有限，虽然 
值反常地高 A 


习 题 


试确定在外场 / i 中当 T : T C 时序参量涨落的关联半径 • 

解： 平衡值5由 （144. 9) 式给出，而热力学势的密度为 

+ 6” 4 + g (㈢ -hrj = n + 2 i /3 (v - V) 2 + 4 受 ) • 


对于关联函数又得到以前的结果 （146. 11) ,有关联半径 
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在转到叙述朗道理论适用范围以外（即相变点邻域内）的相变性质之前，我 
们看看如何表述有关研究这些性质的统计学问题 


根据 （35. 3) ，热力学势/2由配分函数定义为 


J7 = — 



-E N {p.q)/T 


(147.1) 


式中积分遍及/ V 粒子系统的整个相空间.假如只对与序参量的某个给定分布 
77(0 对应的部分相空间求积分，则由公式 （147. 1) 所决定的泛函 / i [77( r )] 可以 
看成是对应于该分布 的势. 连续分布 r /( r ) 在这里用复变量的离散集合％ = 


77；+ 即傅里叶展开式（ 146. 7) 的分量来代替较为 方便. 于是 n [ V ] 的定义写成 


n [ V ( r )] rin ^ e^ /r x 

N 


x J exp (_^^) 口 S(”;-”;(p,g ; A0)5(”:-” ：： (P ， 9;Wcl/\ ， U47.2) 


① 参看： /leBamoK A. 71. ， Co6jihhh A* //IlMCbMa b )K3T<C>. - 1970. - T. II • ••第 540 页 . 

② 这种情形的特例是顺磁态到铁磁态的相变，在这里晶体的磁化强度矢童是序参貴 • 形变与磁化 
强度间的线性关系撙除了时间反演下的对称性要求（这时形变保持不变•但磁矩变号） • 

③ 参看： JIapKHH A. M. •riHKMH C. A.//)K3TO. - 1969* - T. 56. -第 1664页 • 

④ 关于二级相变问题的这种提法由； l.fl ♦朗道提出 （1958). 
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式中 w ( p ，7; A 0 是量％作为相空间点的函数.显然，在这种定义下® 

{} = - rinjexp (- ) j ~[ ( Vdrj ' k drj ^). (147. 3) 

在上一节就已经证明，只有小波矢 A ： 的涨落在相变点附近会有反常 增大; 
因而，热力学函数的奇异性特征也正是取决于这些涨落.同时，物质的定 M 特征 
如相变温度 t 本身，却主要取决于物质中的原子近距离相互作用，短波 分量& 
与之对应.这个物理上显而易见的事实，在配分函数中表现为较大的相体积与 
较大值的*对应. 

设卜 （截断参量）是比特征原子线度的倒数小得多的某个 &值. 分布 v ( r ) 
的长波部分由以下和式 给出： 

云 （ r ) = Zw 1 *’， （147.4) 

而与该分布对应的热力学势/2[ 6] 山公式 （147. 2) 给出，其中按 A 的乘积应该 
只遍取 A < A 。 的值.相应地，/2[ 5 ] 与的联系由公式 （147. 3 ) 给出，其中的积分 
只对& <心 ②的％求. 

在相变点附近，泛函/2[ 6] 吋以按函数 6( r ) 的幂次 展开； 因为这个函数缓 
变，所以在展开式中可只取其最低阶导数项，同时，这个展幵式还必须体现相变 
存在这一事实，因为厂的值取决于不在5中的短波分量•这表明，展开式打[6] 
应该恰好具有 （146. 5) 的形式 

0 [ fi ] = f 2 0 + J[ a ^ 2 + bij 4 + g ( V77 ) 2 - hrj ] dV . 

最后，去掉 记号〜 ，我们得出热力学势的如下表达式 

fl - fl 0 = - rinfexp ( - 「 （ Vdr ^ d ”：）， （147.5) 

J ' T t I kKh^ 

式中 

H m = j [ atrj 2 brf 4 + g (^ rj ) 7 - hrj]dV ( 147. 6) 

充当相变系统的有 效哈密 顿量. 

在朗道理论的适用范围内，涨落很小.这表明，在配分函数 （147. 5) 中起重 
要作用的 r ; 值有很窄的范围，位于使有效哈密顿量取最小的7? = 6附近.用鞍点 
法（即指数宗量用最小点附近的展开式取代）求积分后，应该回到朗道理论的热 


① 在连乘号 r 引人了归一因子 k 以使得势与体积成正比,/2也该如此. 

② 为简化讨论，设物理 M T ? 是经典的.这种假设是非本质的.因为长波变》5在任何情形下都 S 经 
典的.但是对于嫩子系统，类似从。“《 7■的条件必须满足.此处“是序参 M 振荡的特征传播速度. 
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力学势；所以，有效哈密顿量屮的系数与朗道理论的热力学势中的系数应该完 
全一致.然而，与通过差而出现在 （ M 7. 6) 中的 r ， 值相比，涨落修 
正这时异致相变温度及有某种移动。 

由 （147.4) 用％取代 r /( r ) ，将有效哈密顿量通过这些变 M 表示之后，积分 
(147. 5) 取在变量％的无穷集合上.假如会算这个（所谓连续型的）积分，便可 
解释函数在相变点附近的奇异性质.但是，这做不到. 

对于奇异性的形成，波矢取的涨落，起关键作用.当0时，关联 
半径，于是很小的 A 值变得重要.因此，极为可能，夺异性的特征并不依 
赖于截断参数值心的 选取. 如果可认为这种奇异性在于热力学势中出现了温度 
I 和场/ I 的非整数次幂项，则以 h 推断意味着这些幂指数（所谓临界指数）与心 

无关. 

由此又应该得出，这些指数与有效哈密顿量中的系数6和 s 的具体值无 
关，进而与系数所依赖的 M 或者户 无关. 实际上 入 的改变相当于坐标标 
度变化/ ■— Ar , 所以后者不应该改变临界 指数.另一 方面，变换 r — Ar 改变有效 
哈密 顿童中 的系数 g ， 但不改变系数所以临界指数不应该依赖于 f 类似地， 
在变换 r — Ar 的同时也变换连续型积分 的变量 r ?— Ar ?， 则我们改变6而不改变 
#，因此，临界指数也与6无关.通常系数 a 的变化并不重要，因为它可通过不影 
响指数的《的相应标度变化消去. 

这样，应该预料，临界指数对于冇效哈密顿 M 形如（14 7 . 6) 的所有系统都是 
相同.然而，它们也可能不同，假如系统的对称使得（仍假定单个序参量）有效哈 
密顿量中导数的二次项具有更普遍的形式 （146. 4). 

继续这种思路可以预料，在更一般的情况下，当相变中对称的变化用多分 
:的序参量描述时，临界指数仅仅与有效哈密顿量的结构有关而与其系数的具 
体值无关.这里所说的哈密顿 M 结构，包括四次不变式的数目与形式（还有其系 
数间不等式的符号与关系），以及序参量导数平方项的形式 • 

最后，关于如何计算配分函数（1幻.5), (147.6) 按6的幕次展开的逐阶项， 
再说几句.设/1=0，《>0，由此4 =0;当6=0时，有效哈密顿量为 

//：r = V ^( at ^ gk 2 )\ rj k \ 2 ; (147.7) 

A < 

它分解为若干项的和，各项只依 赖于仏 中的 一个. 这时配分函数很容易计算 
(参看习 题）. 展开式的后继项（对应于计及不同 * 的涨落间的“相互作用”）是 
各个 不同％ 的乘积按高斯分布 [ -好的平均.这样的积分可用下 
面的一个定理计算：若干个％的乘积的平均，等于将该乘 积胡因 子按所有可能 
方式配对后的配对平均值乘积之和.每一个配对平均值是涨落的关联函数（波 
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矢 A ) ,因而计算按6幂次展开的各阶项归结为计算关联函数的乘积的各种积 
分趋近相变点时，这些积分发散，但是不可能从中分离出可求和的一组“最发 
散”积分®. 

在以上的问题提法中，假定了奇异性的特征并不依赖于在有效哈密顿量按 
V 的幕次展开中是否存在高次项.很有理由假设实际上的确如此，因为这些项 
导致的积分发散弱于 ~ T 7 4 项. 


习 题 


在朗道理论的适用范围内，求热容的一级涨落修正 （ A . n . /IeBaHioK,1963). 
解：计 算对无外场的对称相进行.在一级近似下，有效哈密 顿量由 （ 147. 7) 


式 给出. 由公式 （147.5) 计算配分函数，给出 

rrT 


fi — /2 0 = — ^ ^ In 


= r K In 

c 

Jo 


\ (at + gk 2 ) 2 irk 2 dk 


( cu ^ gk 2 ) c Jo (2 ^y 

(积分对半个 ik 空间求，因为 77, 与7? 并非独 立）. 作为势的小修正，该表式 


也给出对势少的 修正. 将该式两次对 f 求微商，给出对热容的修正 

r _ r _ Wr k 2 dk _ ttVa ' 2 1 

P ^ 4tt 2 J° ( at + gk 2 ) 2 16irg 3/2 W 


如果要求该修正项比热容的跃变 （143. 8) 小很多，可再次得出朗道理论 
(146. 15) 适用条件形如 



( 2 ) 
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现有的二级相变理论基于某些未经严格证明却十分合理的假设之上，当然 
也基于对这些假设用实验数据及具体简单模型上的数值计算结果所作的验证. 

这些数据支持我们假设，当 T — T c 时，导数 aC / dT ■总是变为无穷大，而且在 
许多情况下热容 C p 本身也是如此.由此已经能够对其它一些热力学量的行为 
下许多结论.这里由热容本身变为无穷大这一假设出发讨论 （ A . B . Pippard , 
1956). 


① 上述定理在这里的作用类似于 M 子电动力学中的威克定珲，级数中的每一单项都可以用类似于 
费曼 图的图来表示•关于用这样建立起来的“图技术••来 计算配 分函数的叙述，见专著： naTaimiHCKiift A. 
3. •IloKpoBCKMA B. /L <D^yxTyai|HOHHan TeopHH 4>a30Bbix nepexoAOB. - M. ； HayKa, 1982. 

② 如果形式地讨论四维空间中（那里积分在 r—0 时呈对数发散）的相变问题，这种分离能做到•以 
此为基础，威尔逊 （K. G. WiUon,1971) 提出 了佔算 临界指数的方 法：对 “ 4 -/:维空间” U 为小@)汁算 
它们，然后将结果外推至 e = 


§148 睢界指数 
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物体& = r ( dS / dT) P 趋于无穷大，表明熵可以表示为 

s = S ( T f P - P C ( T )) 

(式中 p = 是平面中的相变点曲线方程），并且这个函数对其第二个 
宗量的导数，当 p -/\—0时趋于无穷.把对这个宗 M 的微商用 , 号表示而且只 
保留发散项，我们有 

(氛=-4, -( 說= ©，， 

由此得 

c p = 当 时， （ 148 . 1 ) 

即热膨胀系数按照与同样的规律变为无穷. 

容易看出，所作的推导在于使 S 沿相变点曲线的导数的发散部分等于零. 
因此，很自然，式 （148. 1) 在形式上应与方程 （143. 10 )( 对 AS =0 沿同一条曲线 
求微商得到）完全一致，区别只在于没有记号 A . 因此，与 （143.9) 类比，可以立 
即写下另一 关系： 




( 148 . 2 ) 


即等温压缩率也变为无穷（但由于 （16. 14) 绝热压缩率仍旧有限）.至于热容 
它仍旧有限，并且从 （143. 14) 可以看出，在相变点它也没有突 变：式 
(143. 14) 的右边由于 （ av / a />) r 为无穷大而等于零，所以 AC , =0®. 导数 （ aP / 
吖），也是如此；把 （148.2) 代入 （16. 10) 可以证明，在相变线上 



(148.3) 


值得强调，上述的结果实质上与二级相变点在平面上占据整条线（并且 
该线的斜率有限）有关. 

记在涨落区内热容的温度关系为 

（148.4) 

(仍记《 本节下面会看到，有理由假定指数《在相变点两侧的值相等 

(下面引人的其它指数也是这样）.当然，规律 （148. 4) 中的比例因子在两侧不 


同 • 


因为热量 ( c p dr 在任何情况下应该有限，所以有 a < l . 如果不是热容本身 
_ 


①在相变线上 C „ +能变为无穷的理由很明显 :否则 这会导致匕 =7^^) (参看 （143. W )), 而 

这肯定不可能 ，闪为 为正为负•但是，在相变线上热容 C , 具有无穷的导数（见习 題）. 
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而只是 ac / ar 趋于无穷，则 -1 < a < o ; 表达式 （148.4) 此时确定的只是热容 q 
pi 1^1 4的奇异部分. 

非对称相序参摄平衡值趋于零的规律可记为 

r; oc (- t)\ )8 > 0. (148.5) 

根据定义，指数 )3 只对非对称相而言 

为了描述参 M 77自身的涨落性质，引入指数〃决定关联半径的温度依赖关 
系： 

r c oz \t\-\ v >0, (148.6) 

及指数 （决定 i =0时关联函数随距离减小的 规律： 

G(r) cx (148.7) 

式中 d 是空间维数（对于通常物体^ =3). 将（】48. 7) 写成这种形式，其目的在 
于使给岀的定义也适用于二维系统中 W =2) 的二级相变.规律 （148. 7) 也适用 

于非零的 hi «八，但仅限于距离 r« V 

规律 （148. 4) — （148. 7) 中幂指数称为临界指数.应该强调，在推导以下临 

界指数之间关系的精度下，不可能识别出幂律背景中的对数 因子. 在这种意义 
下，例如零指数对应的既可能是物理量趋于常数极限，也可能是它对数 增长. 

另有一组指数，引入来描述有外场&存在时物体在涨落区的性质.这时应 
该区分外场在§ 144末尾所述的意义下是“弱场”还是“强场"，即或是 /I 
>>/»,, 此处& 是特定的场值，在该场值下场诱发的序参量％^与自发序参 

量的特征值 t ? sp U ) 有同样的数量级.弱场区有指数 y 用以决定响应率的变化规 
律： 

oc \t\~\ y > 0. (148.8) 

前面引入的指数也可在该区指定 ：零场 下导得的规律 （148. 4) — （148. 6) 当然属 
于弱场的极限情形. 

对于强场的相反情形，我们引入决定热力学量和相关半径对场的依赖关系 


的临界 指数： 


9 , 

C p oc h ~\ 


(148.9) 

rj < x . h W6 

(5 > 0), 

(148. 10) 


(/I > 0) 

(148. 11) 

(这里明确假设 




物质在二级相变点附近涨落区内性状的极限规律的普适性，在上节描述的 


① 为明确起见.在这里和以后，温度 <<0总是对应于非对称相. 

② 朗道理论对应于如下的临界指 数值： 

a =0 f )8 = 1 /2 1 y = l, 6 = 3 t 长 = 0, /i = l/3 ， 》/ = 1/2 ， ^ =0. 
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意义下，指临界指数的类似普适性.于是应该预料到，它们的值对于只由一个序 
参 M 描述的有对称变化的一切相变都相同. 

临界指标彼此之间以一系列精确关系式相联系.其中有几个几乎可由不同 
指数的定义直接 推出； 我们就从导出这些关系式开始. 

已在§ 144中指出，施加外场/ i 会抹去某个温度区的相变.由前面所提到的 
条件现在将之理解为在给定 A 下对 I 的要求，则可以估计温度 
区 f 的大小.根据定义 （148. 5) 和 （148. 8) ，我们有 

V,p * 1*1' = Xh OC h \ t \ ~ y , 

令这两个量相等，给出 

oc h . (148. 12) 

另一方面，这同一“抹平”区还可以这样估计，即要求热力学势的场部分与热部 
分同数 量级； 前者为- VVi ， 而后者 q 2 C p ，因为 C p = - Td ^/ dT 2 . 由此求得 
h | 2 Hocl 由 （148. 12) 用 f 表示得等式 

a + 2/3 + y =2 (148. 13) 

( J , W . Essam t M . E * Fisher , 1963 ). 

其次，我们利用一个明显的事 实：在 相变抹平区的边界处（即在 （ M 8. 12) 条 
件下）可以同样有效地用温度《或者场&来表示每个热力学量.例如，这里有 

ycc ItT oc h ' 

而再由 （148. 12) 通过£表示/ I ，得等式 

fiS = /3 + y (148. 14) 

( B . Widom ，1964) .用同样的方法，从热容 C , 的两种表示出发，我们求得 

e(fi + y ) = a . (148. 15) 

等式 （148. 14) ,(148. 15) 联系两类指数，这两类分别决定热力学 M 在弱场中的 

温度依赖关系以及在强场中的与 A 的依赖关系. 

用同样的方法，对于决定关联半径性状的指数，可得到类似的等式 ® : 

y ) = v. ( 148. 16) 

最后，通过估计公式 （146. 13) 两边的表达式还可以得到一个关 系式. 根据 
(146. 2) 和定义 （148. 8)，在给定体积 K 内的均方涨 落为： 

< ( A17 ) 2 ) V = « \ t \~ r , 

关联函数的积分取决于该函数显著不为零的空间区域 ~ 匕并且根据定义 
(148.7),其数量级0^广〃 2 +\所以积分值（在维空间内）为 


①显而易见，从 （148. 14) — (148. 16) 可得出等式 

p6e - a, fiSfi = v % sv = afi- 
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比较两式，得等式 



•(“W> 

f c 





H 2 = y . (148. 17) 

因此，我们得到了联系 8 个指数的5个关系式.因而，这些指数全都可以只 
通过独立的三个 表示. 


特别是，由此能够作出早已指出过的 结论： “温度”指数 a , y 9 p 的数值在相 
变点两侧相同.事实上，以7为例，假如它对《>0和 f <0 不同，则从 （148. 14) 就 
该得出，指数 S 依赖于£的符号.然而，这个指数属于强场仅满足与 < 的符号 
无关的条件因此本身不可能依赖于该符号（其它两个“场”指数 s 和 M 
也是如 此）. 从关系式 （148. 13) 和 （148. 16) 可得，指数 a 和〃也不依 赖于/ 的符 


号. 


由所得到的结果，可在 z 和 A 之间的任意关系之下，对系统的热力学函数作 
出某些结论.现在以函数为例说明，将之表示为 


V 



(在给定 P 下）.函数/的第一个宗量的选择，取决于划分强场和弱场的条件 
(148. 12)( 这里可根据 （148. 14) 令芦+这个宗量可取从小到大的一切 
值.在相变点附近 【总是 很小，为得到函数 ryUA ) 中的主项应取£为零.于是，得 
表达式 


v (j ， h) = hH^j，h > O t (148.18) 

式中 / 只是单个宗量的函数，表达式 （148. 18) 是对; i >0 写 出的； 由于 
系统在 A 和 T ? 同时变号下对称 ， A <0时的公式可以从 （148. 18) 只不过作代换 
h— _ h ， rj-*- - rj 得到. 

在强场« 1 ) 下应该得到极限规律 （148. 10) ;这表明 

/( x ) =常数 当 x — 0时. （148.19) 

不仅如此，在 hj ^ O 时，无论 f >0,还是 f <0,•序参量都不为零，而且« =0点在物 
理上毫不 特异； 这意味着函数 /( 幻可按 x 的整数幂展开. 

在弱场中，当 f <0时序参量遵循规律 （148. 5) ，而当^ >0时应该有 n = Xh ， 
且; T 由（148.8〉 给出； 从这些要求得 

f{x) oc { - x) p 当 x— ►-» 时； f(x) oc %' r 当文― 00 时. 

(148.20) 

弱场的概念以为前提.对于给定的非零 i 值，零场并不是热力学函数的奇 
点.所以函数在^0时可按变量/ I 的整数次幂展开（并且展开式对于 
«>0和<<0不同）.然而，这种性质的自然表述要求将用变量 A / 严的函 
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数写出，而不是写成 （148. 18) 的形式. 

类似的考虑也适用于序参量涨落的关联函数.例如，在没有外场时，它依赖 
于距离 r , 还依赖于参童但是，在相变点附近关联函数可以表示为 

G ( r ； t ) = ^ g ( rO f (148.21) 


即以单变量戈=/的函数表示•当 ^-0 时，这个函数趋近于常数极限（与定义 
(148. 7) 对应），当 X — 00时，呈指数衰减，而关联半径对温度的依赖关系遵循规 
律 （148.6). 


习 题 


如果&依 （148.4) 趋于无穷大 （ ot >0), 求导数 dC / dr 在0时随溫度变 
化的规律. 

解： 以高于 （148. 1)、（ 148. 2) 的精度，当0时我们写 






t 


式中 a , 6是常数•把这两个式子代入 （16. 9), 我们求得 



如果（:^象卜 | 一样增大，则 aQ/aroc | £ 丨 -( 卜。 >• 当 t=o 时函数 Q 在有垂直 

切线的尖点处为极大 • 
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关系式 （148. 13) — （148. 17) 不涉及对于相变点附近涨落形式特征的任何 
假设 災有关 临界指数的更进一步的结论需要在这方面的具体假设. 

我们注意到，理论中一般含有两个决定涨落空间分布的特征 尺度： 关联半 
径 r 。 以及物体的另一尺度 r 。， 在 r 。 大小的部分内序参量的均方涨落同其典型平 
衡值应可比.②确保朗道理论适用的不等式 （146. I 4 )可以写成 r e » r 。 （实际上， 
根据 （146. 13) 和 （146. 11) 在体积 V 〜内有： 〈（ At ;) 2 〉~ 7 W 。， 令其等同于 
if iM /6, 得 r 。 ~7>/仲 M ; 再与 （146. 12)的 r c 比较，得条件 （146. 15)). 
当 t -^ o 时， r 。 比增长得更快，在朗道区域边界变得 可比. 涨落区域（由 


① 所以很自然，在朗道理论内全部这些关系式也都满足 • 

② 当然，这里所说的分布仅针对比原子线度大得多的距离. 
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(146. 15) 的反向不等式确定）的基本假设，认为理论在那里通常没有任何小参 

量.尤其是应该处处有，所以成了表征涨落的唯一尺度.这个推想称为 
标度不变性假设 （ L . Kadanoff f 1966; A . 3. FlaTaiiiHHCKH ^ , B . / I - rioKpOBCKH 贫， 
1966). 

为估计在体积 K 〜 < 中的涨落，可以利用公式 （146. 2)®. 将之代人条件 

- V ， (149.1) 

取体积再根据临界指数的定义用《的幂表示所有的量尤，％，^，可得等式 
W - y = 2/3 ,或考虑到 （ 148. 13 ) ， 得 

vd = 2 — a . ( 149. 2 ) 

把这个关系式与§ 148中所得到的联立起来，所有的临界指数可以只用两个独 
立指数来表示 

在标度不变性的要求下有可能以统一的方式得出临界指数之间的所有一 
般关系式.为此，首先我们更正规地表述这个要求. 

设所有空间距离的尺度都改变同样的倍数此处 u 为某个常数.于 
是，标度不变性在于断定 ：适当 改变量 dr ; 的度 M 标度后，理论中的所有关系 
式仍可保持不变.换句话说，可以选取指数 A ,， A a , A “所谓的标度维度）并作变 
换 

t —♦ tu lf 9 h — hu 〜， rf —► rfu Sv> 且 r — r / u ， （149.3) 

使得因子 u 从所有关系式中消失. 

尤其是 ，空 间标度变化应该引起涨落关联半径的同样变化 （ r e -^ E / u ); 因 
此，这保证了关联函数的渐近表达式 （~ exp ( - r / rj ) 有不变性.根据定义 
(148.6) 和 （148. 11)，当 /i =0时关联半径 r c = const • r ' 而当 f =0时， r c = 
const • / i ' 作变换 （149. 3) 并要求这些表达式中的系数不变，得 

△, =丄，= 丄. （149.4) 

其次，考虑在场/^无穷小变化下热力学势的变化.根据 （ I 44 . 2) ,有 

d<P = — Vrjdh 

(这里 f =常数，也总是/ " =常数）.在标度变换下，体积 VA / ， 要求表达式 d 少 
保持不变，即 

V^ d 9 Tju AfJ • dhu^ v = VT } dh f 


① 值得提醒，这种形式（即以响应率 x 表示）的该公式具有符遍性，而与朗遒理论的假设无关（参 
看§146第二个脚注） • 

② 在朗遒理论中没有标度不变性（所以等式 2) 并不成立）. 




得 
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A” = d - A h = d — —. (149. 5 ) 

因此，维度 A ,， A a ， A , 可用两个临界指数 M 和 p 来表示.要求其它关系式的 
标度不变性，导致其余临界指数用这两个指数表示的式子. 

系统“状态方程”是序参量以温度和场表示的表达式 T 7 = T 7( f ,/ i ) ，现在讨论 
其不变性条件.这表明应保证 

这个函数方程的解具有形式 

v(tM = = ^ _ ， /(pr). (149.6) 

类似的考虑可用于热力学势确切地说，其奇异部分，以下仍记作 
^).由于是可加 M ， 物体的总热力学势正比于体积.因此，其标度变换下的不变 
性，要求应可写 

= \0(tu l/ \hu l/，k ) = <P(t ， h). 
u u 

由此得出 


少 ( m ) =hm 


(149. 7) 


当然，在 （149. 6), (149. 7) 中的函数/和彼此相关，因为-30/抽= 
表达式 （149. 6) ， （ 149. 7) 在这里是对 /I >0 写的； 由于有效哈密顿量相对于代换 
九― - Ad — - W 是对称的，对前面式子作同样的代换可得/ 1 <0的公式义 

我们基于式 （149. 7) 作进一步讨论•在 （ M 8. 18) 那里已经提到，在给定的非 
零/^下，热力学函数对于/没有奇异性，因而必定可按这个变量的整数幂展开. 
这表明，当0时，（149.7)中的函数史（；0可按小变量;^=^^的整数幂 
展开为级数.这个展开式的前几项给出 


<P(t ， h) (X h 




t 




/ l V 


« 


(149. 8) 


式中 c , , cr 2 是常数 系数. 序参量和热容可计算 如下: 


V 


V ^dh 9 


c 


p 


- T c 


d 2 4> 

dt 1 


现在要求当 0 时它们应遵从规律和 C p cc/ti (对应于强场情形），则 


①但是，我们再次提醒，7?作 为变* 出现在有效哈密顿 M 中 . K 分函数的连续型积分对它取 • 在热 
力学公式中 a 指序参摄的平衡值.它由热力学势的导数3少/的（或给出•而热力学势由配分函数 
确定.当然，有效哈 密顿撖 的对称导致在热力学关系中类似的对称. 
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町得临 界指数之间的两个关 系式： 

{/id - 1 )6 = 1, = e; 

容易验证，它们实际上可由前面用其它方法得到的已知关系式导出. 

设现在£有非零值，于是热力学量在变量 A 过零值时没有奇异性，因此函数 
少（《,/0可按 A 的整数幂展开.这表明，当 0, z #0 时，函数(幻按小变量 1 /x 
= h ^/ t 的展开式应当具有形式 

(p{x) oc [ 1 + c x x~ v/>l + c 2 x~ 2v/>1 + …]; 

因子/补偿非整数幂/ I '而展开变 Mxoc / i . 但是，当 f >0和 f <0时展开式 
相同.当 f >0时，势少仅含九的偶次幂，因为导数- d 0 /dh = V V 对于对称 
相应该是 A 的奇 函数： 

r V « 

<P oc 1 + c 2 + — I t > 0 f h ->0. (149.9) 

当 A — o 时，热容应遵从规律 r °， 而序参量按规律7； (相应于弱场情 

形），容易证实，由此得到的关系式也与已知的等效.假如温度《<0,则当 h^O 
时展开式 0( t ， h ) 含有 h 的全部整 数幂： 

0 * ( — 0 1 + c , --- — + c 2 - . + ••• 1， t < 0 ，h — ► 0 

I ’ （ - tY (- I ) 2,,/m J 

(149. 10) 

(当然，系数 c ,, c 2 有所不同）容易验证，对于自发（与 A 无关）的序参量可得 
所求的规律 （ 

关于关联半径的变换，前面已有讨论，这里还须考虑在时参量 T ； 涨落 
的关联函数，并对表达式 

C ( r ) =常数 • r - (- - 2+f, (t = 0). 

要求标度不 变性. 这里应该假设，涨落量 r ?( r ) 在空间的不同点就像77的平均值 
一样独立地变换®.于是，关联函数变换如”， P 了得条件 

<f + 2 - 2 //a = f (149. 1 】 ） 

该等式还是已知关系式的推论. 

最后，我们讨论临界指数的数值.实验数据与数值计算的结果都证实，（在 
三维情形下）指数《和 （ 都非常小~0. 1,^-0. 05. 在所列表格的第一行中， 
给出了令 a =(=0( rf =3) 时所找到的其它指数的数值.根据在§ 147中所述的 

① 比如说，如果 （ M 9. 10> 与场 /I >0有关，则 A <0的公式可以从前者用代换 /»— - A 得到.值得注 
意（参看 §144), *<0时，在符号不同的场中的状态属于物理 h 等同的“相"，而有符号不同的 序参着 （自 
发的及诱发 的）； 当 A —0 时，两相彼此平衡. 

② 这里里要的是，所说的距离 r 应比关联半径小得多，但比原子间距大得多. 
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威尔逊方法对于序参量的不同分量数目〃可估算 a 和（，接受这些值后所得的 
指数值在其余各行中给出(这里认为有效哈密顿量仅仅依赖于各分量的平方 

7J 2 = Tj] ^ 7]\ + *•*.) 

apySe/jLP^ 


fl = 1 

0. 110 

0. 325 

1.240 

4. 82 

0. 070 

0. 402 

0. 630 

0.031 

n = 2 

-0, 07 

0. 346 

1.315 

4. 80 

- 0. 004 

0. 403 

0. 669 

0. 033 

n = 3 

-0. 115 

0. 364 

1.387 

4. 80 

- O . 066 

0. 403 

0. 705 

0. 033 


(149. 12) 

§150连续相变的孤立点和临界点 

二级相变曲线（在 Pr 相图上）把不同对称的两相分开，当然它不能简单地 
在某一点终止.但是它可以跨入一级相变曲线. 

这样的从一条曲线到另一条曲线的转折点可称 
为 二级相变的临 界点； 它在某种意义上类似于通 
常的临界点（图66的尺点，本节各图中，实线和 
虚线分别表示一级和二级相变点曲线） 

在朗道理论的框架内，物质在这种点附近的 
性质，可以同样采用在§ 143中发展起来的序参 
量幂展开的方法 （71. 疋朗道， 1935) 来研究. 

在展开式 （ M 3. 3) 中，临界点取决于两个系 

数 4( /和变为零（如果4=0,5>0，且有二级相变，则相变曲线只能 
终止于 S 变号处）.为使物体的状态在临界点上稳定，五次项必须恒为零，而且 
六次项为正.因此，我们从如下展开式 出发： 

0 (P,r,T 7 ) = < P q ( P ， T ) ^ A ( P f T ) v 2 + B ( P t T) V A + D { PJ ) n \ 

(150. 1) 

并且在临界点欠 =0 # fl c =0, D C >0. 

在非对称相中，由热力学势取最小，得 


尸本 



T 

图66 


① 指数 cr 和 < 之值取自 Le Guillou J . C . , Zinn - Ju#lin J . // Phys . Rev . - 1980. - V . B 21. - P . 3976. 

② 文献中也称这样的点为三临界点. 
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V 2 = ^ [ - ^ + yB 2 - 3AD]. 


(150.2) 


忽略V 的高次项，对该相的熵 一 d0/dT 有 ：S=S Q 一叼 2 , 式中 a rrcM / dT 1 •再 
一次求微商,得热容 

C p = — . , (150.3) 

2 ^B 2 - 3AD 


此处只写出分母在临界点为零的项. 

令温度 r 。= r Q ( p ) 为满足 fl 2 -3/ iz >= o 的 温度； M 然，当时， r 。 与7； 
相同 . fi 2 -34 D 按 r -7； 的幂次展开的第一项为 

B 2 - 3AD = -3a 0 D 0 (r- TJ. (150.4) 

在临界点附近，差 l ( p ) - r 。 （/ >) 是二阶 小量； 事实 h , 当 r = z ;( p ) 时，有4 = 


0,因而差 

TAP) - T 0 (P) =- r ^7 - f (150.5) 

3{ZqL/q 

也就是说，当时，它趋于零如 fi 2 . 

把 （150.4) 代人（150.3)，得 

.rpl 3 1/2 1 

C = (1^-1 ―-—— （150.6) 

(这个公式中系数取值时可用八代替 K 而仍有同样的精 度）. 于是，在趋近临 

界点时，非对称相的热容按 （ G - n 1/2 增大. 

对于正好在二级相变曲线上的状态，令 （150. 3) 中4 =0( 或者把 （150. 5) 代 


人（150.6))，得 



(150. 7) 


量在临界点变为零，在其附近 iH 比于 r - 厂（或 p - pj . 

仍然在临界点附近，现在我们确定在一级相变线上非对称相的 热容. 在这 
条线的各点上，两种不相同相即对称相和非对称相，彼此平衡.非对称相中参爾: 
7；的值取决于平衡条件 0(v) =少。，并且同时必须有30/巧 =0. 将 （150. 1) 的 
0代入，得方程 

A + Brj 2 + Drj A =0 ， A + 2Br] 2 + 3 D ” 4 = 0, 

因而 

V (150.8) 


再把这个值代入方程少 （ t ?) =0。，给出 

^AD = B 2 . 


(150.9) 
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这是一级相变线的方程. 

非对称相在这条线上的热容通过将 （150. 9) 代人 （150. 3) 直接 得出： 

(150.10) 

与 （150. 7) 相比可看出，在离临界点同样远处，一级相变线上的热容是二级相变 
线上的两倍.从非对称相到对称相的相变 热为： 


T r (S 0 -S) 


aT\ 

ib) 


B\. 


(150. 11) 


r 


还可看出，一级相变曲线在临界点平滑地过渡到二级相变曲线.前一条曲 
线微商 dTVdP 取决于条件 

2DdA + 2AdD - BdD = 0, 

它由方程 （150. 9) 微分得到.二级相变的曲线方程为>1 =0,因此 d 77 dP 取决于 
条件 cM =0. 但是在临界点4 =0 y B =0,所以两个 条件一 致， d 7 VdP 没有突变.用 
类似的方式可以证明，二阶微商 d 2 T/d 2 P 经历突变. 

沿曲线 P = P C 趋近临界点时，根据 （ 150. 6) 热容&按规律 M 变化，即 
指数 a = 1/2. (沿平面上所有其它径向趋近时，除了正好在二级相变线即曲 
线4=0的方向上以外，同样的极限规律 成立； 这时到 / C 点距离起着 f 的作用 .） 
在非对称相中序参 M 按规律 -A/3D) W4 cc |^| w 变化，即指数々 = 1/4 .决 
定关联半径性质的指数〃，如同在朗道理论中的所有二级相变点处，有同样值 p 
= 1/2. 在推导公式 （ 146. 8) 的近似下，变为零并不影响结果.由 （ 148. 13) — 
(148. 17) 可导得其余指数，值为 y = 1,5=5, e =/i =2/5,( =0. 我们已经知道， 
上述结论所基于的朗道理论在二级相变线附近并不适用.然而，值得注意的是， 
该理论的适用条件随着临界点的趋近而更易满足，正如不等式 （ 146. 15) 所示， 
那里 B 出现在右边.当然，《变为零并不意味着在临界点完全没有涨落修正.但 
是，前面所给出的指数值，已经满足标度不变性关系式 （ 149. 2). 所以很自然，涨 
落理论的结果与朗道理论结果的区别仅在于到临界点距离的对数项.应该提 
醒，对数因子不显示在指数值中. 

下一步我们考虑（仍在朗道理论框架内）一级和二级相变线交点的某些性 
质. 

在二级相变中非对称相的对称，通过将0展开式中的项四次作为系数 y , = 
rj / V 的函数极小化来决定（正如§ 145 所 示 ）. 然而 ，这些项也与 P 和 r 有关，因 
而有可能出现，在相变线的不同区段非对称相具有各种不同的对称.我们考虑 
这类情形中最简单的一种 ：二级 相变线（图 67 的曲线 4C) 与一级相变线 （SD 
线）相交.区域丨是对 称相； 相 n 和 DI 的对称群是相 I 对称群的子群.但是，一般 
说来，它们并非一个为另一个的子群，所以把这两相分开的曲线是一级相变 
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线 •在 S 点所有三相等同®. 



图67 


D 



图68 


图68图示了几条二级相变线相交的一种可能类型.如果 I 是最对称的相， 
则相 n 和瓜的对称群是相 I 对称群的子群，而相 iv 的对称群是相 n 和瓜的子 
群， 最后，还需要考虑热力学势展开式中三次项不恒为零的情形.在这种情况 
下，存在连续相变点的条件，要求除系数 4( P ， r ) 为零外，展开式 （145. 6) 中三次 
不变式的系数（: a ( p ， r ) 也该为零.显然，这仅当三次不变式只有一个时才有可 
能； 否则对两个未知量 p 和 r 会得到不止两个方程.在只有一个三次不变式时, 
= o 和 c ( p ， t ) = o 这两个方程决定相应的一对值，即连续相变点 
是孤立的. 

由于这些点是孤立的，它们必定以某种方式位于（在 pr 平面中） 一 级相变 
曲线的交点上.我们不在这里详细研究，只限于指出一些结果®. 

最简单的类型如图 69 a 所示.相 I 具有的对称较高，而相 II 和 DI 较低； 这时 
相 n 和 in 的对称相同，两相区别仅在于 a 的符号.在连续相变点（图中的 o 
点），所有三相变为 等同. 




图69 


① 涨落修正也许会导致在点出现奇异性，线和 CB 形成尖点. 

② 图 67 型的交点在文献中称为双 睢界点 ，而图 68 型的交点称 为四临界点. 如果非对称相之一是 
无公度相，则双临界点也称为栗弗 席兹点 （参看本节习题 K ——俄文版编者注 

③ 参看 /IaHMy /I. //> K 3 T < I >. - 1937. - T .7. - C. 19( Co6paHHe Tpy^oB. — T . 1 t craTbH 28. - M . : 

Hayxa, 1969.) 
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在更复杂的情况下，有两条（如图 69 b 所示）或更多条-级相变曲线在连续 
相变点相切.相 I 最对称，其余对称较低，并且相 n 和 in ( 以及相 iv 和 v ) 的对称 
相同，而这些相的区别只是7?的符号. 

习 题 

设序参量单分量且只依赖于坐标 X ,试分析栗弗席兹点附近的相图 （ A . 
Michelson , 1977 ). 

解：栗 弗席兹点是可公度相在相变线上的失稳点，对应于在热力学势中 
( d 2 7?/(1*) 2 项的系數变为零，所以必须考虑 （ dry / ck ) 2 阶次 的项： 

0 ， 2 + 〜 MS ) 2 + f(S) 2 ] dK . ⑴ 

在 gr >0 区，具有常教 77 的状态即可公度相是稳定的.相应地， 

茗 >0, >1>0， 17=0 (相 I )， 

g >0, /I < 0, 77 = ( - A /2 B ) 1/2 (相 D ) • 

方程 /!(/>, r ) = 0 在时确定对称相 1 与可公度相 n 之间的二级相变线.栗 
弗席兹点取决于4和 g 同时变为零：_ 

A{P L J L ) = 0 , g{P L j L ) = 0 . 

在该点附近， 和 g 是 P _ P L 和 T - T l 的线性 函数. 在 g <0区相变发生在 77 依 
赖于 X 的无公度相中.在栗弗席兹点附近，可以认为这种依赖性是纯正 弦的： 

17 ( 太 )= rj 0 co& qx. 

将其代入 （ 1 ) 并考虑到 cos 2 # = 1/2 , cos 4 gx = 3/8，可得单位体积的热力学势： 

少=少。+ ■^ ( 9 ) + 夺丑 ， (2) 

式中 =4+卯 2 +(//2) 9 4 .如果客<0，当 q = q Q ^{ 时函数 3 U ) 具 

有极小值•量9。为“调制”波矢.它的波长 27 T / I ?。 以反比于到栗弗席兹点的距离 
的平方根的方式变成无 穷大. 最小值= 4 - g 2 /2/ 方程 

欠(9。）= ^ ~ I / • = 0 

决定从对称相 n 到无公度相瓜的二级相 变线. 将 （2) 对％求最小，可得调制振 
幅以= (2/3)( - A / B ) 和势的值 =0 o -( l /3) U 2 / fl ). 令与公度相的势 
=少。 -( l /4)(4 2 / fi ) 相等，可得相 II 和 ID 之间的一级相变线的方程 

76 -2 / 


所得的相图大致如图70 所示. 
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P 


图70 

§151二维晶格中的二级相变 

由于不可能以普遍的形式从理论上定出临界指数，精确解析可解的二级相 
变问题的简单模型具有特别的意义.有一个特定的二维晶格模型，昂萨格首先 
解决了其相变问题 （ L . Onsager ,1944)®. 

所考虑的模型是由/ V 个格点组成的平面正方晶格，每个格点有一个“偶极 
子”，其轴垂直于晶格平面.偶极子可以有两个相反的取向，所以偶极子在晶格 
中的可能组态总数等于我们描述不同的组态如下.每个格点有整数坐标 
I /，賦予变 M 它可取: 1 1两个数值，对应于偶极子的两种可能取向.如果仅 

限于考虑相邻偶极子之间的相互作用，则组态能可以写成 

L 

£( cr ) = - y X + (151.1) 

灰 S I 

( L 是晶格边的格点数 ® ，晶格设想为大的正 方形 ； ；V = L 2 ). 参数 / 决定一对相邻 
偶极子的相互作 用能； 对于偶极子的相同和相反的取向，作用能分别等于-■/和 
+ •/. 以下假设 •/>() .这时“完全极化的”（有序的）组态具有最小的能量，那里全 
部偶极子有相同取向.这种组态在绝对零度下 实现； 随着温度增加，有序程度减 
小，在相变点变为零，这时候每个偶极子的两种取向变成等概率的. 

定义热力学量需要计算配分函数 

2 = Z e ' £( " )/r = Z ex P[^X + cr « a “ u )]， U 51.2) 

T 7 ) ( a ) ij 

此处求和遍及所有可能的 2 W 组态，而 e = J / T . 通过按0的幂次展开并考虑到所 
有的= 1,容易证实， 

① 昂萨格原先用的方法极为复杂，以后，许多作者简化了问题的解法.下面所述方法（部分利用了 
卡茨和沃德方法的某些思想 （ M . Kac . J . C . Ward t 1952) 由 H . B . B fl oBHHeHKo ( 196 4 ) 提出. 

② 该棋型在文献中以伊辛模型为人所知；实际上它首先由楞次引入 （ W . Un 2 ,1920)， 伊辛 （ E . 
hing ，1925) 研究了一维的情形（其中没有相 变）. 

③ 当然.假设数 A 为宏观大，而且以下总是忽略边界效应（与晶格边界附近格点的特殊性有关）. 
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exp ( 6 cr kl a kr ) = cosh 0 + ( T kl a kr &inh d = cosh 0( 1 + tanh 6). 

所以，表达式 （151. 2) 可以改写成 

Z = (1 - x 2 )- N S y (151.3) 

式中 

L 

S : X FI ^ 1 + x <r kl a k Ui ) (1 + ^cr kl a k ^j) (151.4) 

(< r ) kj ^\ 

而且记怎 = tanh 6. 

在 （ 151.4) 的求和号后，是 变量* 和 cr 4 , 的多项式.由于每个格点有四个近 
邻，每个0^会以零次幂到四次幂出现在多项式中.对所有0^= ： tl 的项求和之 
后，含有的奇次幂的项变为零，因此只是含有 cr 4 , 的0,2和 4 次幂的那些项给 
出非零的贡献.因为 ( r° kl = cr 2 kl = o ■: , = 1，所以多项式中含有所有偶次幂的变量 
的每一项，对于和式给出正比于总组态数的贡献. 



多项式的每一项可以唯一地对应于一组连接相邻格点对的线或“键”.例 
如，下列的多项式项与图71所示的图 对应： 

in 8 2 2 2 4 2 2 2 

\ 10 222 2 2 2 2 3 2 2 

c ) x or kt cr k ^ } jCT k ^ X ( T k , 1 ^ x ( T k ^ x i^ x C ^ A - i # /. 2 (7, 4 - i ,/- 3 < r *- 2 ,/- 3 cr *- 2 ,/- 2 - 

图的每一根线赋以因子 t 而其每一端点赋以因子 CTV 

对配分函数的不为零贡献只来自多项式中含有 < T W 偶次幂的项，这在几何 
上表示为，应该有两根或者四根键终止在图的每个点.换句话说，求和仅对闭合 
图进行（这里允许在一点如图 71 b 的点 （ A ，/- l ) 自交）. 

于是，和式 S 可以表示成如下形式 


s :l N Ix ， gr ， 


(151.5) 


式中义是由 r (偶数）根键构成的闭合 图数； 同时每个多连通图（例如，图 71 c 的 
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图）计数为一. 

进一步的计算分两步：（1)对上述形式的图形的求和化为对所有可能的闭 
圈的求和， （2) 将所得到的求和化为格点“随机行走”问题计算. 

每个图将看成一个或几个闭圈的集合.对于无自交图，这种表示显而 易见； 
比如，图 71 c 是两个圈图的集合.对于自交图，分解方式不 唯一； 同样的图形可 
以由数 S 不同的圈图组成，依赖于构成方法.以图72为例说明，它给出表示图 
71 b 的三种方式 ：一个 或两个无自交圈图，或者一个自交圈图.更复杂图的每一 
自交点可以按这三种方式类似地移动. 



图72 


容易看出， （151. 5) 的求和可扩充至所有可能的圈图集合，只要在统计图数 
g r 时每图都带上符号 （ -1)"，这里/ I 是给定的圈图集合中自交点的总数.实际 
上，在这样计算时，和式的所有额外项会自动抵消.例如，图72的三图相应地有 
符号+ , +，因而其中两个相消，只留下对和式的 
单个贡献，正该如此.在新的和式中将也含“复键”图， 

其最简单的例子如图 73 a 所示.这些图属于非容许图 
(冇奇数条即三条键汇于某些点），但是，它们实际上 
从和式中消失，也正该如此.在构造与这种图对应的 
圈图时，每条公共键有两种 走法： 无自交（如图 73 b ) 或 

有自交（图 73 c )， 所得的圈图集合在和式中有相反的符号而相消.其次，可以不 
必直接考虑交数，如果利用已知的一个几何结果 ：绕平 面闭圈时切线的总旋 
转角等于 2 tt (/+ U , 此处/是整数（或正或负），其偶性与圈图自交数^的偶性 
-致.所以，如果赋予圈图中的每个格点（旋转角 ( P =0, ±1 t /2) 以因子 一 /2 ,则 
绕整个圈图后这些因子的乘积给出 （ 对于 5 个圈图的集合，得因子 

( -1 )"” ，此处 n = 

因此，如果圈图中每个格点加权 e ^ 2 并对整个图（圈图集合）再引入因子 
(_1 V (以抵消（ -1)"〃 中同一因子），则可以不考虑自交数. 

用/记全部长度为/■(即由 r 条键组成）的笮圈图之和，并巨每个圈图其上 
各点有因子 e ^ /2 . 那么，总键数为 r 的全部二圈图之和等于 


□ □ 

J □ 

⑻ (b) (c) 

阁73 
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(因子&是考虑到指标 r ,, r 2 置换时二圈图不变），对于二圈图等也类似.因此， 
和式 S 取如下形式 

^ i ^一 K 

j a 0 J • ， l ， r 2“* c 1 

因为在 S 中包含具有任意总长度 r , + r 2 +…的圈图集合，所以在内层求和 
中，数 r , ，/ V ••可独立地取从1到《的所 有值災 于是， 

I 

s 一 乂 •… 人 = (i>x)' 

q ， •••〆* f = 0 

而 s 化为 

oc 

s : exp ( - Z ^7 r ). (151.6) 

r = 0 

至此，第一步计算完成. 

为了方便后面讨论，指定每一格点有从它岀发的四个可能方向，后者用专 
门指标 i / = l , 2,3,4编号，比如说按规则 


2 



4 


我们引入辅助量 W r { k 9 l 9 p ) ，它是从某个给定点 “, i / 0 到点 k 9 l $ p 的长度 

为 r 的所有可能路径之和（每键依旧有因子 e 〜 2 , 此处 p 为走到下一键时方向的 
改变）；这时走向 k ， l ， v 的最后一步不应该沿箭头〃所指的方向在这种定义 
下，％是所有沿心方向从<，/。离开而又返回到该点的圈图之和.显 
然， 

/ r = ^ X 妒几乂，〜). (151.7) 

2 r k 0 X^o 

实际上，上式左右两边均为所有单圈图之和，但是 X %包含每个圈图次，因 

为它可以走两个相反方向，而 a 其『个点的每一个都可取作出发点®.把 
(151.7) 代人 （151.6), 得 

① 格点数大于/V的圈图对求和没有贡献，因为必定含有复键. 

② 当然，实际上1^(4,/,|0仅依赖于差4-4 0 ，/-/ 0 . 

③ 在所叙述的公式 （151.8) 的推导中有大 漏洞； 问题在于对和式 （151.6) 中圈图数所作的计数，并 
非对任何阍图都 正确. 例如，一对等间圈图在和式中不出现两次，而是丨次.类似地，在 （151. 7) 式屮每个 
圈 ffl 出现 2 r 次的结论并非对所有圈图正确.但是.产生的“反常”项在最/：；•的表达式 （151.8 > 中消去了. 
完全的证明参看 Sherman S.//J. Math. Phys. - I960. - V. 1 - P. 202 1963. - V . 4 - P . 1213. -俄文版 

编者注 
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S = CX P [ ^ Z W r (^ Jo ^ o ) 

鲁 麄 I 


r ~ * ^0 • ^0»^0 

从的定义有下列递推关系 


2 r 


(151.8) 


K *， U ) = w r (k - 1, Z ,1) 


w r (kj - 1,2) 


+ 0 + e ^ W f (kJ + 1,4), 

W^(kJ t 2) = e^W r (k - 1 ， Z,1) + W f (kJ -1,2) + 

+ e ^ W r (k + l ,/,3) +0, 

UH 3) = 0 + e ^ W r {kJ -1,2) + 

+ W r (k + l ，/,3) + e ^ W r ( k f l + 1,4)， 


(151.9) 


W r ^(kJA) = e^W r (k - 1 ， / ， 1 ) +0 + 

^ e ^ W r (k ^ \ J f 3) + W r ( k 9 l + 1,4). ^ 

构成这些关系式的方法是显 然的； 例如，作最后的第 r + l 步，到达点&，/，1时， 
可从左面，从下面，或者从上面，但是不可从右 面；％ 前的系数来自因子 e 〜 /2 . 

用 A 表示方程组 （151. 9)( 含所有的 A ,/) 的系数矩阵，可写 


w e , x (k f i f v) = y A(ki v \k 9 Vv 9 )w r (k\vy). 

k \ Kf - 

根据构造这个方程组的方法，可赋予这个矩阵一个直观图 像：点 一步一步地在 
晶格中“游动”，其每步从一格点到另一个的“转移概率”等于矩阵/ I 的相 应元; 
事实上，仅在 A 或/只改变0或± 1时矩阵元不为零，即该点每一步只走过一条 
键.很显然，长度 r 的“转移概率”将取决于矩阵 / T . 特别是，这个矩阵的对角分 
最将给出点走完长度为 r 的一圈后返回出发点的“概率”，即与％(心，/。，〃。）相 
等.于是， 


与 （151.7) 比较，得 


tryT = ^ W r^ k o Jo^o) 

^0 • *0 • 


fr 


2r 


lvA r 


2r 


I A ： 


式中 A , 是矩阵 A 的本征值.把这个表达式代人 （151. 8) 并置换 i 和 r 的求和次 
序，得 

S = exp ( - ^ y = exp ^ ln ( 1 - x \^ 


= Y [ 心- x\ r (151. 10) 

蠊 

i 

借助于如下傅里叶变换转到其它表示后矩阵 A 很容易对指标1/对 角化： 
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L 


妒 〆 PW ) = 2 ex P [-字 （M + ?/) W r ( kJ , v ). 

kjto 1 L 

对方程组 （151. 9) 两边取傅里叶分量后，其中每个方程都只含指标为 pj 的 

，即矩阵相对于 为对角的 .对于给定的其矩阵元等于 


a e 


as 


A{pqv I pqv f ) 


ae 


a e 


as 


a e 


ae 


a e 


9 


式中 


a = e lwy4 , e = e 2trt/L 


对于给定的简单的计算给出 

4 

J "| (1 - : A ‘ ) = det (5 w ，- xA ^ ) 


(1 + JC 2 ) ： - 2 x ( 1 - X 2 ) ^ cos 


cos 


2tt(j 


于是，由 （151. 3) 和 （151. 10) ，最终得配分 函数: 


L 


Z =2 〜 （1 - x 2 )' N x PI (1 + X 1 ) 1 - 


— 2 x ( 1 一太 2 ) ( cos 


爭 + cos 宇 

Lj Li 


)r 


(151. 11 


热力学势 $ 


- T\nZ = - NT \ n 2 + NT \ n (\ - x 2 )- 


Lriln[(l + x 2 ) 2 -2,(1 .^)( C0S 2|£ + C08 2Z2)] 


或者，将求和变换为积分，得 

少= - NT \ n 2 + ATln(l -^ 2 ) - 


NT 

2(2 tt ) 


2 


■ ■- 

JH (1 + % 2 ) 2 -2 x (1 - % 2 ) ( cos o >, + coso ) 2 ) ] dw,dcu 


2 


(151. 12) 

此处仍记欠 = tanh (7/ r ). 

现在我们考察这个表达式.在被积式对数宗 量可变 为零的$值处，函数 
0( 70有 奇点. 作为 £0, 和的函数，这个宗量在 COS % =COSOi 2 = 1时为极小，这 


①在所考虑的模 S 中，温度只影响偶极子的取向有序，但不影响其间距（晶格的“热膨胀系数”等 
于零）•在这种情形下，自由能和热力学势并无实质性 差别. 
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时它等亍 


( 1 + 戈 2 ) 2 -4x(\ - x 1 ) = ( x 2 + 2x - 1 ) 2 . 


这个表达式仅对于％的一个（正）值有最小值 为零； 相应的温度 r .: 
| tanh y =\)为相 变点. 

少（ T ) 在相变点的附近按 t = T - T c 幂次的展幵，除规则部分外还含有奇异 
项.在这里我们只对夺异项感兴趣（规则部分直接用它在 i =0 时的值取代）.为 
求得奇异项的形式，把 （151. 12) 中的对数宗量在其最小值附近按叫，％和 I 的 
幂次展开后，该积分取如下形式 


ln [ c ,/ 2 


2 


( d )\ + a )]) ] doj { do ) 


式中 C ,， c 2 是常数.积分之后得，在相变点附近热力学势形为 

a + y6(r-r c ) 2 in|r-r c | , 


(151. 13) 


式中 a , 6仍为常数（且6 >0) .热力学势本身在相变点连续，而热容按如下规律 
变为无 穷大： 


c 一 bT c bi n 丨 r - r c | ， 


(151. 14) 


它在相变点的两边是对称的. 


在这个模型中，序参量7/由格点平均偶极矩（晶格的自发极化）充当，它在 
相变点以下不为零，而在以上为零.这个量与温度的依赖关系也可以 定下； 在相 

变点附近，序参 M 按如下规律趋近于零 

7?=常数 •（ r c - r ) ,/8 (151.15) 

(L. Onsager, 1 947 ). 

关联函数定义为两个格点偶极矩涨落的乘积的平均值.关联半径可证实在 
T — T c 时按规律1/| r -厂| 趋于无穷大，而在 T = T C 处，关联函数随距离按如 
下规律减小 

(Acr kl A(T nn ) oc [ (/c - m ) 2 + (/ - a ) 2 ] " l/8 . 

这些结果，以及解决该模型在外场中性质问题的结果，表明在相变点附近其行 
为满足标度不变性假设的要求.这时临界指数有下 列值： 


a = 0, = 1/8, y = 7/4, 5 = 15, e = 0, 

/jl = 8/15, = 1, ( = 1/4 

(指数（根据 （148.7) 取 rf =2 定） ①. 


(151. 16) 


①值得提醒（参看 （148, 丨丨） 后的脚注），至于临界指数，零指数也对应于对数增长. 
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152临界点的范徳瓦尔斯理论 


在§83中就已经指出 ：液气 相变的临界点是物质热力学函数的奇点.这种 
奇异性的物理本质类似于二级相变点奇异性的本质 ：正如 后者与序参量涨落的 
增大有关，在接近临界点时物质密度的涨落增大.这种在物理本质上的相似性 
导致这两种现象的可能数学描述有一定的相似性，这将在下节论述. 

首先，作为必要的准备，考虑如何基于忽略涨落而描述临界现象.这样的理 
论（类似于二级相变理论中的朗道近似），假定物质的热力学量（作为变量 K 和 
r 的函数）没有奇异性，即可以按这些变量的小改变展开为幂级数.因此，本节 
以下所述的全部结果，只依赖于微商 （ dP / dV ) 7 •变为零®. 

我们先假定 


dP 

~dV 


(152. 1) 


T 


阐明这时物质的稳定性条件.在§21中推导热力学不等式时，我们从条件 
(21. 1) 出发，由之得不等式 （21. 2)，后者在条件 （21. 3) 、（21. 4) 下成立.如果 
(21.4) 取 等式： 

^ E §\ E _ = o , (152.2) 

dS 2 dV 2 \ dVdSI • 

则极值条件的这个特殊情形对应于这里感兴趣的情形 （152. 1). 现在二次型 
(21. 2) 既可为正，也可为零，视 5 S 和眇的值 而定； 所以量 £-7^+ 是否有 
最小值的问题，需要进一步研究. 

显然，我们应该考察的是 （21. 2) 正好取等式的 情况： 


d 2 ^/.ox2 t . d 2 E d 2 E 

注意到 （152.2), 该等式可以改写成如下形式 


(80 


(152.3) 


d 2 E/dS 


(d 2 E d 2 E ; 


dE 


V 


d 2 E/dS : 


(sn 


因此，等式 （ 152 . 3 ) 表明，应该在恒定温度下 （sr = o ), 考虑对平衡态的偏离 • 
恒温下，原来的不等式 （21. 12) 变成 8 F + P 8 V >0. 展开成 5 V 的幂级 


数并考虑到假设 


d 2 F 


dV 


dP 


L =0 , 


hi 


^ hV 3 


3!\ av 2 / r 


1 1 d 3 p 

4 T\ dK 7 




< 0 


①热力学置作为变 MP ， r 的函数，这时可有由于变 M 变换的雅可比式变为零而引起的奇异性. 
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这个不等式在仟意 SK 下成立的条件为力 

d 2 P 


a 3 p 


dV 


= 0, 


T 


< 0. 


(152.4) 


r 


现在考虑临界点附近的物态 方程. 这时利用变量 r 和 n 代替变 M r 和1/较 
为方便，这里〃是粒子数密度（单位体积内的粒子数）.我们也引人记号 


t = T - T c ，p = P - P c , rj = n - n c . 
以这些变 M ，条件 （152. 1 ) 和 （152. 4) 可写成 


0 , = °' 




当 


f = 0 时. 


(152.5) 

(152.6) 


如果限于按小量 i 和 T ? 展幵的前几项，压强对温度和密度的依赖关系吋写 


成 


p = bt + 2 atrj + 4 fir / 3 , (152. 7 ) 

此处为常数.根据 （152. 6) 中的前两个条件，这个展幵式没有7?和 V 的 


项，而由第三个条件, B >0. 在£ >0时，物体的所有均匀态都是稳定的（无处有 
相分离），即对所有 W 魅 （ dp / drj) t > 0 ;由此得出， a > 0 . 展开式的叫 2 和 ,77 项 
可略，因为它们必定比卬项小许多；叫项却应该留下，因为它出现在下面会用 


到的导数中: 


(♦) = 2at + \2Btj 2 . 


(152. 8) 


表达式 （152. 7) 决定均勻物质在临界点附近的等温线（图 74). 它们的形状 
和范德瓦尔斯等温线类似（参看图 19). 当 f <0时，它们有最小和最大，而根据 
条件 （84. 2) 得出的水平段（最下一条等温线的对应于从液态到气态的平衡 
相变.将条件 （84. 2) 中的 K 取作分子体积 


该条件可写成 



但是，平衡中的两相压强相等, P , = P 2 ，最后得 



从表达式 （152.8) 可以看出，被积式是 T ； 的奇 函数. 所以显然应该有 


(152.9) 


(152. 10) 


①值得指出， （2L3) 式取等式的悄形，在这里的讨论中不可能•否则条件 <21. 4 )不 满足. （21.3) 和 
(21.4) 这两个表达式同时变为零也不 可能： 如果在 （a/VdK) r 和 （d 2 /Vd 2 V) r 变为零的条件上冉加一个 
条件，则两个未知数有三个方程，一般没有公共解- 
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图74 


Vi = 

现在运用压强相等条件和公式 （152. 7 ) ,有 

2 atr\ x + = ()• 

结果得彼此处于平衡的两相密度值如下： 


V 2 = 


2 B 


(152. 11) 


与亚稳区边界（图74的点和 C 点）对应的密度 i 和％取决于条件 （ dp / dr ;), 
= 0,由此得® • 


6B 


(152. 12) 


将 （152. 11) 代人，则 （152.7) 中最后两项之和 为零. 于是， 

p = bt ^ (t < 0) (152, 13) 

是 pt 平面中的气液平衡曲线方程（所以6>0)®.根据克拉珀龙-克劳修斯方程 
(82.2), 临界点附近的汽化热为 


bT 


Vi - V 2 


(152. 14) 


C 


因此，从 （152. 11) 可得，当 t 时汽化热按如下规律趋于零 

q cx (152. 15) 

从公式 （16. 10) 可得，在临界点 （ dp /杓）， 变为零，而同时热容~变为无穷 
大•考虑到 （152. 8), 得 


p 


at + 6 Brj 


(152. 16) 


① 如果将热力学 M 在亚稳态边界上奇异性考虑在内.则理论通常不包括曲线 

② 当1>0时，方程 （152. 13) 决定临界等容线即过临界点的常数密度 （n 曲线 • 
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特别是，对于平衡曲线上的状态有所以 C „«( -0* 1 . 

最后，在上述理论框架内考虑临界点附近的密度涨落.必要的普遍公式已 
在§116中导出，为 f 运用它们只需要对于物体偏离平衡时总自由能的改变量 
找出具体形式. 

我们把 AF , 表示成 

AF, = j(F - F)dV y 

式中 F 是单位体积的自由能，而 F 为其平均值，在物体内为常数.在常数温度 
下，把戶按密度涨落或等价量的幂展开.展幵的第 
一项正比于 An , 由于物体中的总粒子数不变，对体积积分后它变为零.二阶项 
为①: 

除了在临界点处为零的这一项以外，还应该考虑 An 的另一二次项，它与密 
度有涨落的物体的不均匀性有关.在这方面，我们不再重复在§〗46中给过的讨 
论，直接指出，该项是 An 对坐标一阶导数的二 次项； 在各向同性的介质中，这一 
项只能是梯度的平方.因此，我们得出如下形式的表达式® 

AF ' = /[ i ( g), (A ^^(^) 2 ] dK (152 - ，7) 

现在把 An 表示为傅里叶级数 （116. 9)，它可化为 （116. 10) 的形式，其中函 
数 ( iP ( A ) 取 

沪 （灸）=丄( + = —( at + 6 Brj 2 ) + 2 gk 2 , 

再根据 （116. 14)， 可得待求关联函数的傅里叶变换 

v { k ) = --[ at + 6 Bf / 2 + gn c k 2 ] 1 (152. 18 ) 


(由于这个表达式的分母很小，〃 U ) 中的常数1可 略）. 这个公式完全类似于 
(146.8). 因此，坐标表示的关联函数以「）具有 （146. 11 ) 的同一形式，且关联半 
径为 





at + 


(152. 19) 


① 自由能 F 厲于 物质的给定（单位）体积，所以 （ dF / dn ) r = M . 二阶导数为 

(^) r = (^) r = T(^) r 

(因为在常数7’下 = 此处 v ^\/ n 是分子体 积）. 

② Af , 表示成了物体中单点函数（而+是一般表达式 （116.8 > 中那样的积分），这与假设 An 缓变 

有关，即只考虑密度涨落的长波分 
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特别地，在临界等容线上（力 =0):^ r ' 

§153临界点的涨落理论 

上节所得到的那些公式，使得有可能将临界点类比于二级相变点，对比二 
者附近物质特性的热力学描述.为此，依照朗道理论的精神，先把 T 7 不当成是 P 
和 r 的确定函数，而看成独立变 M , 其平衡值由最小化某个热力学势 0( p ，7\ 
7?) 来确定.后者应该这样选择，以使得这个最小化实际上导致正确的物态方程 
(152.7) .满足这个要求的表达式为 ® 

= 少 0 ( P ， T ) + 4[- (P ~ ^)V + a ⑺ 2 + B V 4 ]. (153. 1) 

n , 

把 （153. 1) 与 （144. 3) 相比较，现在我们看到，在朗道理论对外场中二级相 
变的描述与范德瓦尔斯理论对气液两相临界点的描述之间存在类似.这时在第 

二种情形下，物质密度的变化 = 相当于序参最，而充当外场的是差 

h - p - bt . ( 153. 2 ) 

如果是物体在二级相变点附近的热力学势（在特定的压强值下），则表 
达式少 （ Z，p -60 给出了物质在临界点附近热力学势的形式.在§ 146中有关从 
势少过渡到势的方法的全部论述，适于任意情形，因此在两种问题中的势 

4 

也有相似性. 

在§ 147中已经指明，如何从朗道理论的热力学势转到有效哈密顿量， 
用以在精确的涨落理论中描述相变.因此，在上述相似性下可以预 料：热 力学量 
在临界点附近行为的规律，等同于外场中（单个序参量描述的）二级相变涨落区 
的极限规律（适当替换 r ; 和&的意义）. 

应该马上强调，这种等同性显然只是一个近似.在基于有效哈密顿量 
(147.6) 的相变理论中，存在关于变换 A — 的精确对称（因三次项 

- V 恒为零）.在临界点理论中，这种对称只是近 似的； 破坏这种对称的项在 
(153. 1) 中不存在（因而也不存在于有效哈密顿量中），仅是因为它们与其余项 
相比很小.所以，只能 断定： 两种问题的极限关系式中的主导项应该相同®. 

在相变理论中，在 z >0 且 A =0 时， T 7=0; 而 f <0且 A — 0时，序参量有非零 

① 方括号前的系数在下面并不 重要， 可以这样选择.使得表达式 （153. 丨 ） 最小化给出正确的势 
< P ( P , T ). 

看似奇怪，在 <153. 1) 中/>和 i 之间不对称，这体现在 V 前的系数不含 p . 实际上，仅当”项的系数 

很小时 V 项才歎要；在这种情形下，写^叫 2 或写印样 .（ 另见本节末尾）. 

② 当然，所描述的相似性不应该掩盖两种现象在物理上的 差别： 在二级相变的情形下，我们谈论整 
条的相变点曲线.它在平面上分隔不同对称的两相的存在区域，而临界点是孤立点（平衡曲线的终 
点）.位于两相有相同对称的相 图中. 
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值化和仏的两相处于平衡，此处％ = -77,( § 144 图 64b 的 4 和 /T 点）； 这里 
的这个等式是上述的有效哈密顿量对称的精确结果.在临界点的情形下，与这 
些性质相应的是等式 

p - bt = 0， (153.3) 

它决定 f >0 下的等容线 （77=0 即以及£<0 下的液汽平衡曲线.在这 
里，等式仏=-%指示相平衡曲线在忉平面中的对称性，而扩充的相似性表明 
这些值在0下趋于零，遵从规律 

« ( • i ”， ( 153. 4) 

且与 （148. 5) 有同样的指数 A 但是，因为有效哈密顿蜇（在 A =0时）对于77变 
号的不变性只是近似的，所以产生了关于和式％ 温度依赖关系的极限规 

律的问题.根据至今为止的讨论，仅可断定这个量是比％和7? 2 本身更高阶的 
小量；在本节末尾，将再回到这个问题上来. 

平面帘上的相图如图75所示.阴影区表示两相分离区，它的边界为对称曲 
线，与规律 （153.4) —致. 



汽化热与差7?, - i ? 2 有关如公式 （152. 14) ，所以，当 h 丨 — 0时它趋于零，遵 
从同样的规律 

q oc ( - t ) p . (153.5) 

在临界点的所有邻域内均匀物质的一般物态方程（在平面内）可以表示 
为 

P - bt = 土 I ” I V ( 丨,石 )， （153. 6) 

式中上、下符号对应于1>0和 t7 <0( B . Widom ,1965). 这个公式对应于相变理 


①在这里和本节下面，二级相变的临界指数特指用单个序参 M 描写的且有效哈密顿 M 形如 
(147.6) 的相变指数值. 

临界点的范 德&尔 斯理论对应于 （148 .丨 1) 后的脚注中对朗道理论所列出的指数值. 
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论中（在下解得的）方程 （148. 18). 

在§ 149已讨论过二级相变中函数 /( x ) 的解析性，同样的考虑也适用于 
(153.6). 例如，在给定的非零7/值下， f 变号时无处过临界点，因此«=0不是函 
数 （153. 6) 的奇点.于是，它可以按 t 的整数幂展开.换句话说，函数 / U ) 可按 x 
的整数幂展开.展开的前两项为1 结果物态方程取如下 形式： 

FTr 

(153.7) 

展开式第一项对应于相变理论中强场情况下的定义 （148. 10). 在图75中虚线 
标示这个状态方程适用区的边界.在该区还可以区分两种极限情况.如果《 «p 
(特别是在临界等温线即《=0线上），则 

p oz ±\ v \ s . (153.8) 

假如 t » p (特别是在临界等压线即 P =0线上），则 

« OC ± | 7, | (153.9) 

把 （153. 8) 和 （153. 9) 相比较可看出， p 和 f 之间存在应有的对称 A 

类似地，对于给定的非 零/值 ，变董 ry 的零值也不是奇点.所以 ，在/ >0且 
77-^时，函数（153.6)可按77的整数幂展开，而且，同样因为有效哈密顿童对于 
T 7 和&的同时变号有对称性，展开式只含 T / 的奇次幂.由此得出® 

f ( x ) oc X 供 （ •办十 + •••)，当 —>■ 00 时； 

因子约去非整数幂^，而展开变 Ml 因此，物态方程取如下 形式： 

P - bt oc t y [ c x 7) + C 3 7； 3 r 2 ^ + … ] ，当 £ » 1 ” I 时， （153. 10) 
此处已用到等式 （148. 14)：/35=^ + y . 展开式 （153. 10) 的第一项对应于弱场中 
相变理论的关系式 W = x h ^ hr \ 

在恒定的 i 下，/>对7/的不同阶导数的行为，依赖于趋近临界点所沿的方向 
(在中平面内）.在沿临界等温线 0=0) 逼近时，函数 P ( 77) 由公式 （153. 8) 给 
出.指数 S 的实际值在4和5之间.因此，沿临界等温线不仅 （ dp / dT /),, 而且后几 
阶导数也趋于零. 

在沿任意其它方向（两相分离区之外，即沿射线《 =常数 *14 1 ，常数 >0) 
趋近临界点时，不等式 I r ? I w 成立，因为实际上1/沒>1.于是，由物态方程 

⑵.… 0 ， 

① 当 『 OC 7 J 5 时 ，（153.6) 中函数/( X )的宗《丨，因为事实上戽=卢 + y >〗•这证实，在物 
态方程（153.7)中<»0的情形实际上是可能的 • 

② ：一 - oc 的情形不现实，因为当 /< o 时，值 m 位于相的分离区 • 


+…1，当 m «丨 t ? r /0 时; 
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而二阶导数为 



t r-P JL 

〆 


因子 V / t p « 1 ,而 f 0,因为实际上 y >尽 因此，导数 （ d 2 〆 ^ 2 ), 也趋于零. 


根据与相变理论中公式 （149.7) 的相似性，并作指数恒等替换 di ；=2 - a , 
p / prl / a + y ) ，可以直接写出热力学势的表达式 


步 （ p ，0 = U 1 2 a ^( h ， h = p _ bt ， (153. n ) 


由之可以推知物质热容在临界区的行为.无须重复所有的讨论，根据同 （ M 9. 9) 
和 （149. 10> 的相似性，可立刻写出后面所需要的极限表达式 

( p ( p f t ) oc £ 2 ^ 当 i > 0，/ i ->0 时， (153 - 12) 


少 （ p ，0 cx + c , 当 


t < 0, h — ► 0 时. 


(153. 13) 

对表达式 （153. 12) 两次微商，可得在临界等容线上（ /? -6«=0,£>0)的热容 

C v oc r a . (153.14) 

因为在 / I =0， t >0 下的微商意味着77=0下的微商，所以有等容 热容. 因此，临界 
等容线上的热容 I 与二级相变中的热容~行为相似. 

根据公式 （16. 10) 有 

^ ^ ( dp/dt ) 2 

C - C OC --- 

p V ( dp/dT ]) , 

在逼近临界点时，导数 （ dp /以）， 趋于常数极限这从物态方程 （153. 7) 或 
(153. 10) 容易看出•所以, 


c ， (a. 


(153. 15) 


趋于临界点时这个表达式发散得比 C D 快;所以项与 C p 相比后已略去 • 
最后，我们讨论在临界点附近两相共存曲线的非对称性问題 


riOKpOBCKHft , 1972 ). 正如已经指出的，这种非对称性只可能在以下情况中出现: 
这时有效哈密顿量含有一些项，破坏了对于变换 -77 的对称.第一 
个这样的 项为〜 7；%®;它的出现在形式上可以认为起因于有效哈密顿量中的 f 
被替换为£ +常数 • h 于是 


① 值得提醒，这里的 0( 如同在§ 149中）指热力学势的奇异 部分. 它是对非奇异主要郎分的小修 
正，同时它也给出对其它热力学势的同样 修正. 这里指出，在相平衡曲线上这个附加量的特征值 
(这个评注将在§ 154用 到〉. 

② 有效哈密顿域添加项，不破坏对称，因为这样的项经施加变换 V—V +常数 • I 即可除去 • 
关于这方面可再提一下（参看 （149. 7) 后的脚注），有效哈密顿童中的”只是连续型积分的变歡，因此上 
述变换并不改变配分函数. 
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arj 2 t —*■ arj 2 (t + 常数 • 

有效哈密顿量中的这种代换导致在表示成 A 和 t 的函数的热力学势中的类似代 
换： 

0(h f t) —4>(h，t + 常数 • h). 

在两相共存曲线附近，函数0(/»，0由表达式 （153. 13) 给出； 待求的密度用 
对的微分计算.结果得到 

Vrj | oc + 0,(-0" + (2 - a ) •常数 

第一项给出已知的在对称两相共存曲线上的密度 （153. 14) ;这一项在作求和％ 
+ rh 后消失，留下 

(153. 16) 

它给出所寻求的规律.现实中1 非对称性 

实际上相对较 弱：当 i —0 时，^ 151—0. 和式％ + 

Vi 

V 2 实际上为正；这表明，计及非对称项后共存曲线 
变形如图76所示. 

图76 



① 早已提醒 ，搴 实上於 + •不等式 1 - a >3 从 楕确的 关系式 a +2/3+ 7 =2 直接 得出. 
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§154表面张力 

到现在为止，我们一直忽略不同物体之间分界面的存在而引起的效应®.因 
为随着物体尺度（粒子数）的增加，表面效应比体积效应增强慢得多，所以在只 
研究物体的体性质时，忽略面效应完全合理.但是，有一系列现象却直接与分界 
面的性质有关. 

分界面的热力学性质完全由如下定义的一个童（物体状态的函数）来表征. 
我们用€表示分界面的面积，并考虑这个面积改变一个无限小量的可逆过 

程.在这个过程中所耗费的功显然正比于 d $， 也就是说，可以写成形式 

dR = ad ^. (154. 1 ) 

用这样方式确定的 Mcr 是分界面的基本特性，称为表面张力系数. 

公式 （154. 1) 与物体体积可逆变化时功的公式 d /?= - PdF 完全对应.因此 
可 以说: a 对于表面所起的作用正如同压强之于体积.特别是，很容易证明 ：作用 
到分界面任何区域的边界围线单位长度上的力，其大小等于《,而方向沿围线的 
法线向内并与表面相切. 

这里暗含 a 为正； 以下将说明的确如此.假如 a <0,那么作用到表面的边界 
围线上的力，其方向沿围线的法线向外，亦即会“拉伸” 表面； 换句话说，两相间 
的分界面会无限增大，亦即相将混合而根本不会存在.反之，当《>0时，分界面 
的面积倾向于取（在两相体积给定 下的〉 最小可能值.因此举例来说，如果一个 


①实际上，相互接触的两相由一薄过渡层 隔开； 我们不关注其结构.可以把它看成是几 何面. 
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各向同性相浸没于另一相中，那么它取球状（当然，这里忽略了外场即重力场的 
作用）. 

现在我们比较洋细地来考虑同一纯物质的液体和蒸气这两个各向同性相 
之间分界面的表面张力.如果所考虑的是平衡中两相的分界面，则应当记住它 
们的压强和温度之间有确定的函数关系即相平衡曲线方程.同时，在本质上《 


只依赖于单自变量而不是二变量 • 

在不考虑表面效应的情形下，由（同一种物质的）两相所构成的系统，当整 
个系统的体积给定为 V 时，其能量微分具有形式 d £ = 7 US + M d / V ( 在平衡时两相 
的温度 r 和化学势/ X 都相等，因而可对整个系统直接写出这个等式）.当考虑到 
存在表面效应时，显然还必须把 （154. 1) 式加到这个等式的 右边： 


< j £ = TdS +/ id/V -f ad ^. (154.2) 

但是，不选能量 ifii 选择热力学势即以(以及体积 K ) 为自变量的热力 
学势，则较为方便.这里用的方便之处在于八和 M 在两相中有相同值（至于 
压强则在考虑表面效应以后一般不一致，参看§ 156). 势函数的微分（仍在 K 
=常数下）是 


d /2 = — SdT — Nd/x + crd 吞. (154. 3) 

我们所考虑的系统的热力学量（例如可以表示成“体的”和“面的" 
两部分之和.但是这样的划分并不唯一，因为每一相中粒子数的确定只能精确 
到两相之间过渡层中粒子数的数 M 级； 对于每一相的体积，也是一样.这种不确 
定程度正好与我们所感兴趣的表面效应同数 量级. 为使划分唯一，可以外加如 
下的自然条件 ：两相 的体积 I 和 v 2 相加应有等式 = v (式中 v 是系统的 
总体积），并且还有等式 


rij V ] + n 2 V 2 = 

式中/ V 是系统中的粒子总数，而 n , = n | (/ x , r )* n 2 = n 2 ( M , r ) 是每一相（当作无 
边界时）粒子数的体积密度.这两个等式确定了体积、，匕（以及粒子数； V ,= 
n . V , ，/ V 2 =/ i 2 V 2 ) 的选择，从而也确定了所有其它热力学量体积部分的值.我们用 
角标0记体积部分，而表面部分用角标 s 记; 根据以上定义，有粒子数 ' =0. 

由 （154. 3)，在恒定的 r 和 M (因而 a 恒定）下，有 d /2 = « d 句所以显然 Z 2. = 
a ^. 因此 


12 = 17 0 + a ^. 


(154.4) 
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因为熵 s = ，所以它的表面部分为① 

s -=-f (,54 - 5 > 

其次，我们来求表面自由能；因为 F = + 而 /V, =0, 所以 

F % = a^. (154.6) 

表面能为 

£• = + rs , = ( a - r 餑卜 (154.7) 

在表面积从&变到&的可逆等温过程中，所吸收的热量等于 

Q = T ( S ^ - S .,) =- r 普（召 2 - ()• (154.8) 


在这个过程中，热量 (？ 和功尺 =«(& -自,）之和等于能量的改变 Ed 、， 
理应如此. 

对应态定律 （§84) 也可定性地应用于液体及其蒸气之间的表面张力.由临 
界温度和压强可构造一个量纲为 erg / cm 2 的量，根据对应态定律的精神可以预 
料， a 与这个暈的无 M 纲比值将是约化温度 T / T e 的普适 函数： 

( T r P]) wy =/ [ y ) (154.9) 

(在温度远低于临界时，这个比值约等于 4). 

在临界点，液相与气相变为等同，它们的界面不再存在，表面张力系数应该 
变为零.根据临界点涨落理论的概念，其趋于零的规律可以用§ 148中引人的临 
界指数描述. 

趋近临界点时，两相之间的过渡层宽度增加，并达到宏观的线度.在离临界 
点足够近的地方，这个宽度应该是涨落关联半径的数董级.现在只需要把宽 
度乘上热力学势密度的特征量，更确切地说，是与临界现象有关的奇异部分，便 
可得出表面张力•这个密度 cx ( 参看 （153. 12) 的脚注）叭因此，表面张 


①平衡态的系数 a 是单自变量 函数； 这样的函数对 M 和 T 的偏导数，本身没有 意义. 但是•取了 



在形式上已令丨=0;这时显然有 


d MTrl 


这已用在 （〖54.5) 中 • 

②用同一个字母 a 标记表面张力与临界指数大槪不致于引起误解. 
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力系数 * r 0 ( d ) 2 - a ; 注意到，根据 （148.6) r t oc ( -0 '根据 （149. 2)2 - a 
= 3 is 最后，我们求得 

a oc ( r c - T) 2y (154. 10) 

(B. Widom,1965). 事实上 2i/«1.3 ①. 

§155 晶体表面的张力 


晶体作为各向异性的物体，在不同的面上表面张力 不同； 可以说，表面张力 
是界面方向（即米勒指数）的函数，我们阐明这种关系的特征 

为了简化讨论，我们考虑如图77所示正方网格形状的二维晶格.这时过晶 
格点的直线起晶面的作用. 

















1 































111 [Tn 


B 

♦ 


图77 


设％是指数为 （01 ) 的面上的表面张力.我们考察与前者有小交角 * 的边 
线.它有指数 （ In ) 且 n 很大.受边线限制的晶面，具有如图77所示的大宽度和 
给定高度的“阶梯”的形状.（虚边线为 （1 6).) 为明确起见，令髙度等于晶格的 
周期 a . 这时每个单位长度走 1/( m ) 步台阶.每个台阶的存在导致出现某种附 
加的表面能量，我们用字母沒表示.当《很大时，每个台阶彼此相隔很远，相互 
作用可略.相对于表面张力 a 。 部分的附加项这时只不过由沒与单位长度所占 
台阶数的乘积即 ]8/( ruO 给出. 

如果引入由边线 （ U ) 与边线 （01) 所成角度〜则当《足够大时有 
因此边线 （ In ) 的表面张力可以写成 



当趋于 0( 即/ I 趋于无穷大）时，比值 （ a - a 0 ) Ap 因而趋于有限极限，它可以 
看成导数 


① 在范德瓦尔斯理论中 ，过 渡层的厚度也等于关联半径，因而表面张力的规律《( -*) 2 ^(未用 

到关系式 （ M 9-2)) 在该理论中也成立.从 a =0,*； = 1/2得到 （ 

© 详见 ： TlaHAay 71. JX* O paBHOBCCHoD 4> 0 P Me KpHCTaiuioB. //C6opHHic ? nocBaiucHHwft 
ceMMACoiTH/ieTHK) aicafl- A. <!>• Ho<})4)e. —M. : M3 a-bo AH CCCP»1950. p.44 ； /laHj^ay /I. A.// Co6paHHc 
Tpyfloa . — M . : HayKa , l 969. 第 2 卷，第 70 篇论文 • 
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dot B 

5 = 亍 

现在考虑指数为（1[)的边线，即具有负的 n 而相对于边线 （01) 反方向倾 


斜.由于现在台阶数为1，同样的讨论给出表面张力的变化量为因而 

n a I n I a 




A 

a 


<P 


并且导 数等于 


da 

d(p 


A 


因此，表面张力是边界方向的非常特殊的 函数. 一方面，对于方向充分接近 
的两个晶面，其^值的差也充分小，即表面张力可以表示为面方向的连续函数 
的形式.另一方面，这个函数对每个^值在角度增加和减小的方向上分别有两 
个不同的导数值. 

假定表面张力作为界面方向的函数已知.现在提出这样的问题••怎样借助 
于这个函数来确定晶体的平衡外形（刻面）；应当强调，在通常条件下所观察到 
的刻面决定于晶体的生长条件，而绝不是平衡外形.平衡外形决定于自由能/ 
为极小值的条件（在给定的 r ，/ v 和晶体体积^之下）或者等价地说自由能的表 
面部分•后者等于 




= 




其中积分遍及晶体的整个表面（对于各向同性的物体 ， a =常数， F . 因而平 

衡外形直接决定于总面积彡为极小值的条件，亦即外形是球）. 

设 z = z (; c , y ) 是晶体表面的方程式，引入符号 


P 


dz 

dx 





记决定 表面在每一点的方向的两个微商；《可以表示为它们的函数 ： a 
9 ).平衡外形决定于条件 

ja ( p ， q ) -/l + p 2 + q 2 dxdy = 极小值， （155.1) 


同时有附加条件 

jzdxdy =常数 

(体积恒定）.这个变分问题导致微分方程 

以 + H = 2a ， 

dx dp by dq 


(155.2) 

(155.3) 


式中引入了符号 



f(p*g) = a(p,q) yi + p 2 + q 2 , 

而 A = 常数 • 

其次，根据定义，我们有 dz = pdx 4^ d ： K ; 引入辅助函数 

i = px + qy - z, 

我们有 d ( = zdp + ydg ，即 

X = d 人 y 

dp 7 dq 


(155.4) 


(155.5) 


(155.6) 


在这里 （ 看成是 p 和 g 的 函数. 把 （ 155. 3 ) 中对 x 和; k 的微商改写成雅可比式的 

形式，两边乘以^并利用（ 155 . 6 )式 ，可 得方程 

d{p,q) 

d ( df / d Pl dC / dq ) + d { d 【/ dp ， df / dq ) = 2A dQ ^/ dp . df / dq ) 
d ( p , q ) d ( p , q ) _ d ( p f q ) ^ 

这个方程有一个积分 

/ = = A(px + gy - z ), 




A V dp * dq 

此式不是别的，而就是如下平面族的包 络面： 


(155.7) 


px + qy - z = ya(/),<7) %/l + 〆 + q 2 ， (155. 8) 

式中充当参数. 

上面所得到的结果，可以用下述几何作图的形式来表述.在自坐标原点引 
岀的每一根径矢上，截取一段长度正比于 《( P ,9) 的线段，其中/决定径矢的 
方向过线段端点作与之垂直的 平面； 则这些平面的包络给出晶体的外形. 
(G. V. Wulf，1901 )• 

可以证明（参看本节第一个脚注所引文献） ：由 于在这一节开始时所提到的 
函数《的特殊性质，由这个定则所确定的晶体平衡外形，包含数个对应于小米 
勒指数晶面的平面区.这些平面区的大小随着米勒指数的增加而迅速减小.这 
实际上表明晶体的平衡外形由为数不多的平面区构成，它们不以显著的角度相 
交，而由圆滑区相联结. 


§156表面压强 

我们以两相作用在界面上的力相等为根据证明了 （ § 12) 相互接触的两相 


①径矢的三个方向余弦正比于 PW . -L 
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压强相等的 条件. 如同在别处，这里完全忽略了表面效应.显然，如果界面不是 
平面，则当它移动时，它的面积进而表面能一般也会发生变化.换句话说，两相 
之间有弯曲的界面存在，会导致出现附加力，结果两相的压强将 不等； 它们之差 
称为表面压强. 

这个量取决于力学平衡 条件： 在界面处作用于每相的力的总和应该等于 
零. 

我们考虑各向同性的两相（两种液体或液体和蒸气），假定其中一相（相 1) 
是浸没在另一相中的球体.这时每一相内压强恒定. 

现在保持系统总体积不变而使界面作无穷小可逆位移.根据§ 154开头所 
述，在此过程中所做的功可表示为 

dR =- P ] dV l - P 2 dV 2 + ad§ = - (P, - P 2 ) dV l -»■ ad§, (156. 1) 

式中指标1和2分别对应于两相.力学平衡条件为这个功等 于零： 

d/? = - (/>, - P 2 ) dV } + ad 吞= 0. 

最后，把 h =$ r 3 , g =4 irr 2 (式中 r 是球的半径）代人这里，得到待求的公式 



(156.2) 


在界面为平面的情形下 ) ，两个压强相等，正如所料. 

从力学平衡条件得到的公式 （156. 2) 只定了两相压强之差.如果考虑同种 
物质的两相彼此之间处于完全的热力学平衡，这时可以分别计算每一相中的压 
强.实际上，压强 P , 和/%满足方程 =/ i 2 (^ 2 ,7 ， ). 两相界面为平面时， 
其共同压强（用 P 。 表示）在同样的温度下由关系式=仏（匕，^)确定. 
两式逐项相减，有 

ti x {PyJ) -^(P 0 ， T) =/i 2 (P 2 ,n -/Lt 2 (P 0 ,n. (156.3) 

假定偏差 

= Py - P 0 , 8^2 = P 2 - P 0 
相对的很小，将等式 （156. 3) 的两边按它们展开，求得 

v l hP i - v 2 hP 2 * (156.4) 

式中 v ” Vl 是两相的分子体积（参看 （24. 12)). 把公式 （156. 2) 改写成5厂 - 
hP 2 =2 cr / r , 并与上式联立，得待求的5/和 8 P 2 ： 


s 尸 】 =— Vl . , SP 2 = — (156.5) 

r v 2 - v x t v 2 - v x 

对于蒸气中的液滴，有〃， 《 y 2 ; 把蒸气看成理想气体，有= T / P 2 « T / P 0 , 
结果求得 



2a 




lv ' a P 
tT 0 


(156.6) 


t 
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(为明显起见，下标写成“1”和 “ g ” 以代替1和 2). 我们看到，液滴上的蒸气压随 
液滴半径的减小而增加，且超过平液面上的饱和蒸气压. 

在液滴非常小的情形下， S &/ P 。 不再很小，公式 （156. 6) 变得不适用，因为 
由于蒸气的体积强烈地依赖于压强，从 （156. 3) 到 （156. 4) 的展开不再允许.液 
体的压缩率很小，压强变化对其影响不大，方程 （156. 3) 的左边仍可以用 1/.5 P , 
代替.把蒸气形为 M = TlnP ^ ^ x ( T ) 的化学势代入右边，求得 

T 尸， 

SP, = P 、 — P 0 = > 

V \ 厂0 

因为在给定的情况下，86 »5匕，所以差 P ^ Po 可用来代替，利用表面 
压强的公式 （156. 2)，最后我们得到 

JP' m 2otVt 

¥ ( 156 7) 
对于液体中的气泡，用类似的方式可以得岀与 （ 156. 6) 、（ 156. 7) 同样的公 
式，只是其中的符号正好相反. 

§157溶液的表面张力 


现在我们来考虑液态溶液和气相（任何气体及其在液体中的溶液、溶液及 
其蒸气等等）之间的界面. 

像在§ 154中一样，我们把所考虑的系统的所有热力学量都划分为体积部 
分和表面 部分； 划分的方法由溶剂的体积和粒子数的条件 +V 2 和 JV = N t 
+ 乂来决定.换句话说，系统的整个体积 V 全部划分到两相中去，因此，把 V ,和 
V 2 各乘以相应的溶剂粒子数的体积密度后，它们之和就正好等于系统中的溶剂 
粒子总数 M 因此根据这个定义，表面部分 ' =0. 

像其它的 童一样 ，溶质的粒子数也可以表示成两部分之和的形式：《 = n 。 + 
a .. 可以说，设想溶质在体积 V ,和 V 2 中各以等于它在相应溶液中体积浓度值的 
恒定浓度分布，则 n Q 是其中所含的总数.这样定义的粒子数可能大于，也可 
能小于溶质粒子的实际总数如果 《. = n - n 。 >0,那么这意味着溶质以较高的 
浓度积累在表面层中（称为正吸附）.如果 n . <0,则表明在表面层中的浓度低于 
其体值（称为负吸附）. 

溶液的表面张力系数不再只依赖于一个自变 M ， 而是两个.因为热力学势 
对化学势的微商（取反号）给出相应的粒子数，所以从对溶质的化学 



157. 1 ) 


势 〆 微分，可以得到 \①： 

〜 = -尝一(告 I . (157 *° 

我们 假设： 气相的压强是很小，以致于它对液相性质的影响可略.公式 
(157. 1) 中 a 的微商本应在给定温度下沿相平衡曲线来取，这里可以用在恒定 
(等于0的）压强（和恒定 T ) 下取的微商来代替•把 ct 看作温度和溶液浓度 c 的 
函数， （157. 1) 式可改写成形式 


© r (氣 


(157.2) 


但是根据热力学不等式 （96. 7) ，微商总是正的. W 此由 （157. 2) 得出: 


和貝•有相反的符号•这意味着 ：如果 溶质的作用是提高表面张力 （ a 随着 

溶液浓度的增加而增大），那么有负吸附.然而，降低表面张力的物质则被正吸 
附. 

如果溶液很稀，那么溶质的化学势具有 〆 ^^+如厂乃的形式：将之代 
入 （157. 2), 得 


da 


' … T\Ycl ； 

对于（压强 尸下） 液体表面的气体吸附，可以得到类似的公式: 


(157.3) 


P I da 


): 


， T\ d p) r 

如果不仅溶液很稀，而且溶液的吸附也很弱，那么 
级数，并近似地写成： 


(157.4) 


珂按 c 的幂次展开成 


0 


式中《。是纯溶剂两相界面的表面 张力. 于是由 （157.3) 我们求出 


名 c ， 


因此 


a _ a 0 


(157.5) 


①系数 a 现在是两个独立变 M (例如 〆 和 n 的函数；而微商了4应当在 r 和溶剂的化学势 M 都为 
恒定的条件下来取.但是我们所采纳的条件 

N , = **( = 0 ， 

\ ^ 1 fi\T 

表明已形式地令=0,因此 SJ 写等式 （157 •丨 ）< 参看§ 154第二个脚注广 
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值得指出，这个公式与渗透压的范霍夫公式在形式上相似（表面积在这里起体 
积的作用）. 

§ 158强电解质溶液的表面张力 


溶有强电解质时液体表面张力的改变，对于稀溶液可用普遍的方式计算 
( L , Onsager , N • Samaras , 1934 ) • 

设离开自由面尤处的离子 u 类）因自由面的存在而具有的附加能量为％ 
(幻（当^-«时,|^(；0趋于零）.表面附近的离子浓度与溶液内部的浓度 q 二 
者相差一个因子 



(158. 1 ) 


(158.2) 


Sda = -『X — dc a- (158,3) 

a ^ a 

把 （158. 1) 代人上式，得 

da tv a dx . (158.4) 

稍后将会看到，积分的主要贡献来自比分子间距为大而又比德拜半径 
1/ x 为小的距离 x ®. 

能量％由两部分 构成： 

2 2 

如 。=~~ rT ^ ^ ez a < p ( x )- (158.5) 

右 （e + 1 ) 


第一项来自所谓的“像力”，它施加在置于介电常数为 f 的介质中且与表面相距 
^的电荷 R 上. 由于不等式 i «1/ a 电荷 CZ 。 周围离子云的屏蔽效应并不影响 
这个能量.在第二项中 ，< P ( x ) 代表溶液中所有其它离子所产生的势场由于表面 
的存在而发生的改变.但是这一项在这里并不重要，因为考虑到溶液的电中性 


①溶液中夕的表达式与 （78.8) 式的不同仅在于分母中的因子心 


( 人 = 0, 进而 2> a dc a = 0), 将 （158. 5) 代人 （158. 4) 后这一项不再出 


a 


a 


m . 


因此 ，（158.4) 求积分后，得 


da 


二 1 七 2 

4s(s + 1 ) ^ „ xa 。 


积分在上、下限对数发散，证实了上述关于积分范围的 说法. 我们自然地取了屏 
蔽半径 l / x 作为积分上限，而取原子线度董级的量（对于不同类型的离子有 

不同的值）作为积分下限.考虑到/正比于可以看出，所得到的表达式 

是一个全微分，因而可以直接积分，其结 果为： 


1 )必 Y 21 


kU + i) z 以， 


(158.6) 


b 


其中％是纯溶剂的表面张力， A a 是无量纲常数. 

这个式子解答了提出的问题.我们看到，溶人强电解质后液体的表面张力 
增大. 

§159吸附 

吸附在狭义下理解是指这种情形 ：溶质 积聚在凝聚相（吸附剂）的表面 ®， 
而儿乎不透入其体积内.这样形成的吸附膜可以用“表面浓度 ” y 来表征，它定 
义为单位表面积上被吸附物质（吸附质）的粒子数.如果发生吸附的气体压强很 
小，浓度 y 应当与压强成正比％当压强很大时， y 的上升变慢，而趋于一个极限 
值，对应于吸附质分子紧密堆积形成单分子层. 

设 〆 是吸附质的化学势.用§96中对于体积溶液所用过的同样方法，对于 
吸附我们可以得到热力学不等式 




^ Syf T 

这与不等式 （96. 7) 完全 类似. 另一方面，由 （157. 1) 我 们有: 


(159. 1) 


考虑到不等式 （159. 1), 由此 得出： 




(159.2) 


dct 


\ dyf T 

即表面张力随着表面浓度的增加而降低 • 


) < 0 , 


(159.3) 


① 为了明确起见，这里考虑气相吸附 - 

② 但是这个规则在阁体表面吸附中实际上并不满足.因为事实上这种表面并非总是足够 均匀. 
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形成吸附膜所必须做的最小功，等于热力学势相应的 改变： 

R min =各 （a _ a 0 )， （159.4) 

式中是纯净表面上的表面张力.由此我们根据 （91.4) 求出吸附热 

Q = _ gr 2 | A a ; tt 。) . (159.5) 

吸附膜可以看成二维热力学系统，它可以是各向同性的，也可以是各向异 
性的，尽管两体积相是各向同性的因此就发生关于吸附膜可能对称类型的问 
题. 

在§137的未尾已经提到，虽然不可能存在线度任意大的二维晶格（由于热 
涨落的“抹平”），如果薄膜的尺寸相对有限，它仍然可以表现出固体晶态的性 
质.正如§ 138末尾所指出的，抹平的结构仍保持各向异性.这种各向异性膜的 
对称类型应当按照点群来分类.这时绕轴的转动和相对于平面的反映，当然应 
该使薄膜平面与自身重合而且使两相的相互位置也保持不变，薄膜就位于两相 
的界面上.后者意味着，对称面不可能与薄膜平面重合.因此，薄膜只可能具有 
垂直于它的平面的对称轴以及过这根轴的对称面.换句话说，薄膜可能的对称 
类型只限于点群 G 和 

与三维物体的情况一样，在二维薄膜中也可能存在不同的相.薄膜的两相 
平衡条件除了要求它们的温度和化学势相等以外，还要求它们的表面张力相 
等.这后一个条件相当于在体积相中的压强相等条件，并且只不过表示要求两 
相彼此作用的力应当平衡. 

§160润湿 

我们考虑吸附质的蒸气当压强接近于饱和压强时在固体表面上的吸附.平 
衡时的浓度 y 取决于等化学势条件 ：吸附 质的化学势 〆 与蒸气的仏相等.这时 
可能出现几种情形，视 〆 依赖于 y 的特征 而定. 

假定吸附质的董逐渐增加，吸附层变为宏观厚的液体膜，表面浓度？在这 
时约定取正比于液膜厚度 Z 的一个量:7 = p // m , 式中 m 是分子的质量 , p 是液体 
的密度.膜厚增加时，吸附质的化学势趋于液体化学势的体值我们约定从这 
个极限值起计量 〆 值（在给定的 Z 3 和『下），即以后将 〆 写成 〆 +/ X , ，因此，根据 
定义当 y —^< x 时, 〆 一 ►(). 

蒸气的化学势可以表示为 

①我们在这里考虑液体表面 吸附； 固体表面吸附对这里的讨论意思不大，因为上面已经提到，亊实 
上固体表面几乎总是有不均匀性. 

应当指出，在同一纯物质的各向同性的两相（液态和蒸气〉之间出现关于各向异性的界面，原则上也 
是可能的. 
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〜⑺ + Tin l ， 

厂0 

式中 &( r ) 是饱和蒸 气压； 这里用到 T 饱和蒸气压的定义，它是与液体呈平衡 
之值，即当 P = 时应 该有仏 = M ,®. 表面的浓度取决于条件 〆 + A =仏，即 

M ，（ y ) = T \ u ^-. (160. 1) 

假定有几个7值满足该方程，则其中使得势 A 取极小值者对应于稳定态. 
考虑它的单位面积表面之值，我们得到可称作固气液面（任意层厚下）“有效表 
而张力系数” a 的一个量，它可反映界面层的存在.具体地说，把关系式 （159. 2) 
积分，可写 

a ( y ) = | y + a .i + a ig - (160.2) 

常数的选取，应使得时函数 a ( y ) 化为固-液和液-气体相界曲的表面张 
力之和. 

还应指出，不等式 （159. 1) 在任何 y 下成立，是热力学态稳定性的必要条 
件. 

现在我们考虑几种典型的情况，它们依据函数 〆 （7) 的特征而出现.在以 
下的图78中，实线表示这个闲数在宏观厚的液膜区内的形式，而虚线对应于 
“分子厚度”的吸附膜区.当然，这两区的函数用一种比例表示，严格地说是不可 
能的，在这个意义上，这些图有随意性. 

在图示的第一种情况（图 78 a ) 下，在薄膜的宏观厚度范围内函数//(7)随 
y ( 即随膜厚）的增长而单调减小.至于在分子线度区内，则在这里函数 〆 （ y ) 当 
时总是按规律 〆 = riny 趋于 - 00，这对应于吸附质在表面的“稀溶液”. 
根据 （160. 1〉，平衡浓度取决于曲线与水平线 〆 =常数矣0的交点.这里的情形 
下，这只发生在分子浓度区，即应该发生上节所述的通常分子吸附 • 

如果 〆 （ y ) 是单调上升处处为负的函数（图 78 b ), 则平衡时在吸附剂表面 
形成宏观厚度的液膜.尤其是，当压强/ > = （饱和蒸气）时生成的膜应当很厚， 
以致于里面物质的性质已经与液态的体性质没有区别，结果饱和蒸气与自己的 
液相接触.在这种情形下，我们说液体完全润湿这里的固体表面. 

原则上也可能有更复杂的情况.例如，如果函数 〆 （ y ) 穿过零点且有极大 
值（图 78 c ) ，则有润湿发生，但仅在厚度小于一定的极限值时形成稳定膜.与4 
点对应的有限厚度膜同饱和蒸气处于平衡.亚稳态区以及完全不稳定区 
将该状态与别的稳定态（固体壁与体性质液体的平衡态）隔开. 


①我们把液体看成是不可压缩的.即忽略它的化学势与压强的依赖关系. 
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y 


如图 78 d 所示类型的曲线对应于在一定厚度区内不稳定的薄膜.直线 
截得相等的面积 BCD 和，并联结 B 点和 F 点，这两点具有相同的《值（在 
相同的 〆 下，这从 （160.2) 很容易看出）.分支和 FG 对应于稳 定膜； 区间 C £ 
完全不稳定，而区间和亚稳 • 

在这种情况下，不稳定区的两个边界点和^点）对应于宏观膜厚.从某 
个宏观厚度到分子线度厚度的区间内的不稳定性似乎对应于图 78 e 所示类型 
的曲线.然而，这种曲线更可能只不过导致不润湿.实际上，稳定性边界会对应 
于分支上一点，过这点的水平线会在曲线上截出上下面积相等的两部分.但 
是，一般说来这是不可 能的： 前一面积与在分子距离上的力有关，而后一面积与 
小得多的范德瓦尔斯力有关（见后文），后者比前者为小.这意味着，在整个分支 
上的表面张力将大于固体表面分子吸附的表面张力，所以薄膜只会是亚稳 
的. 

液膜化学势（以为起算值）衡量液膜中的物质能量与它在液体中能跫的 
体值之间的差异.因此， 〆 显然取决于在比原子线度为大的距离上的原子间 
作用力（所谓的范德瓦尔斯力）.势，（纟）能够以普遍的形式进行计算，并且结果 
通过固体壁和液体的介电系数表示（参阅第九卷 ）• 

§161 接触角 

我们来考虑三种物体——固体、液体和气体（或者固体和两种液体）一的 
接触； 分别用角标1,2和3来区别，于是我们可以把界面上的表面张力系数表 
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第十五章表 面 


/六为0^2 ， a I ; ，0^3 ( 图79 ). 

在这三种物体的接触线上有三个表面张力作用，每一 
个指向相应两个物体的界面内.我们用0记液体表面和固 
体平面表面之间的角度，称之为接触角.这个角度的值决 
定于力学平衡条 件:三 个表面张力的合力应当没有沿固体 
表面的 分量： 

a 13 = «12 + a 23 cos 0, 

由此得出 

cos G = a ' 3 ~ a ' 2 -. (161.1) 

a 23 

如果 a l3 > a 12 , 亦即气体和固体之间的表面张力大于 
间体和液体之间的表面张力，那么 COS 0> O , 因而接触角是 
锐角（如图79所示）.如果 a 13 < a 12 ，那么接触角是钝角. 

由 （161. 1) 式可以 看出： 稳定接触的任何实际情况， 
应当满足不等式 

I a i 3 — °^12 I ^ ^23 » 



图 79 


(161.2) 


否则平衡条件会导致无意义的虚值角度认另一方面，如果我们把 a , 2 , ai 3 ， a 23 理 


解为一对物体在没有第三者时自身相应的表面张力系数值，那么条件 U 61. 2) 


完全有可能不满足.但是实际上应当注意 到：当 三种不同的物质相互接触时，在 
它们每两种的界面上 ，一 般有町能形成第三种物质的吸附膜，而降低表面张力. 
结果所得到的系数《总是满足不等式 （161. 2)，而这样的吸附一定会发生，否则 
这个不等式就不被满足. 

如果液体完全润湿固体表面，那么在固体表面上所形成的不是吸附膜，而 
是宏观厚度的液膜.结果，气体将到处与同一液体接触，而固体和气体之间的表 
面张力根本不用考虑.力学平衡条件直接给出 cos 0 = l , 即接触角等于零. 

如果相互接触的三个物体中没有一个是固 
体，而是一个液滴（图80中的3> 在另一种液体 
(1) 的表面上，而后者又与气体 （2) 邻接，则可 
作类似讨论.在这种情形下，接触角 A 和化由 
三个表面张力的合力为零来决定，即矢量和 

a 12 + a l3 + a 2 3 =0. (161. 3 ) 

显然，这时 a 12 , ot l 3 , a 23 中每一个量的大小应当 
不大于另两个之和，而不小于它们之差. 



图 80 




§162 相变时的成核 


• 459 • 


§162相变时的成核 


如果一种物质处于亚稳态，那么它迟早会进入另一个呈稳定的状态.例如， 
过冷的蒸气终究会凝聚成为 液体； 过热的液体会转变成为蒸气.这种相变以下 
述方式发生.在均勻相中，由于涨落的缘故，会形成小团的另 一相； 例如，在蒸气 
中形成小液滴.如果蒸气是稳定相，那么这些小液滴总是不稳定，终究消失.但 
是如果蒸气是过冷的，那么其中出现的小液滴足够大时，会随时间继续生长，而 
充当蒸气的凝聚中心.小液滴必须具备足够的大小，才能补偿在液体和蒸气之 
间出现界面所引起的能量上的不利 效应心 

因此，存在一个特定的最小临界尺度，亚稳相中生成的新相的所谓核应该 
具备这样的尺度，才能成为形成新相的中心 . 因为究竟哪一相稳定，取决小于还 
是大于临界的尺度，所以“临界核”同亚稳相处于不稳定平衡.下面将讨论出现 
这种核的概率相变的起点取决于正好具有最小必要尺度的核的出现概率（详 
见第10 卷). 

我们考虑在各向同性相中核的形 成：在 过冷蒸气中形成液滴，或者在过热 
的液体中形成蒸气泡.核可以认为是球形，因为它的尺度很小，重力对它形状的 
影响完全可略.对于同周围介质处于平衡的核，根据 （156. 2) 有 


由此得出核的半径为 



(162. 1) 


(凡带撇锗属于核，不带撇量则属于基本的亚稳 相）. 

根据普遍公式 （112. 1 ) ，涨落生成核的概率 w 正比于 exp ( - R m JT ) ，式中 
尺„,„是形成该核所需的最小功.因为核的温度和化学势与周围介质（基本相）有 
相同值，所以这个功等于该过程中热力学势的变化.核形成以前，亚稳相的体 
积等于 [ + r ， 而它的热力学势为/2 = ^ P ( V ^ V f ). 体积 r 的核形成以后，整个 

系统的热力学势为.所以， 

R aia = - (/ >， - P ) V f + ag . (162.2) 


对于球形核^=+^ 3 ，吞=4抓 2 ，并用（162.1)来表示厂，我们求得 


① 必须注意，这里所描述的形成新相的机理，只有在足够纯的物质中才能真正实现•实际上，形成 
新相中心的通常是各种类 塑的“ 杂质”如尘土、离子 • 

② 关于任意大小核的出现概率的计算，及所述关系式的说明，参看习® 2. 


► 

exp ， - 

1 3 T ' 


(162.5) 


w oc 


exp < 一 


(162.6) 


⑽ . 3 ) 

正像在 § 156 中一样，当两相之间的分界为平面时，我们用符号 P 。 表示两 
相（在给定温度 r 下）的 压强； 换句话说，压强取值 P 。 时，给定的温度 r 是通常 
的相变点，过热或者过冷都相对它而言.如果亚稳相仅仅稍为过热或者过冷，则 
差 P hF - P 。 都相对较小，并且由关系式 （156. 4 ) 相 联系： 

v ^ P ' = i /8 P , (162.4) 

式中 i / 和〃为核和亚稳相的分子 体积. 在公式 （162. 3) 中用5, 取 代尸- 
P 并且由 （162.4) 用 5 P 表示 SF , 可得在稍为过热或过冷的相中形成一个核的 
概率： 

w oc exp { - _ 167 ra v -- (162.5) 

1 3 T ( v - v f ) 2 ( bP ) 2 ! 

如果考虑在过热液体中形成蒸气泡，则在该公式中与相比可略，于是 

w oc exp { - 16 ttoc 1 (162. 6) 

1 3 T ( hP) 2 l 

至于在过冷蒸气中形成液滴，在 （162.5) 屮 r / 与〃相比可略，而对于 u 可以 
用 t / = 77 f >«7 VT 。 代入.这就给出 

«; cx exp (- ! 6 二《$ }. (162.7) 

1 37°(8 P ) 2 J 

亚稳定性的程度可以用差 = 7- r D 代替 SP 来度量，这里 r 是亚稳相（核 
与之处于平衡）的温度， r 。 是界面为平面时两相平衡的温度.根据克拉珀龙-克 
劳修斯公式， sr 和 sp 由下式相 联系： 

hP = — T . sr, 

T 0 (v - v ) 

式中 9 是从亚稳相到核所在相的分子相变潜热.把这个式子代人 （162. 5 ) ，可得 
形成核的概率 

w oc exp (- 16 ? V2 :。 }. (162.8) 

I 3 q 2 ( hT ) 2 i 

如果饱和蒸气同固体表面（器 壁〉 接触，而后者又能够被该种液体完全润 
湿，则蒸气的凝聚就直接发生在这个固体表面上，而不形成任何核.在这种情况 
下，在固体表面上形成液膜不需要做功去形成表面，因而亚稳相（过冷蒸气）不 
可能存在. 

由于同样的原因，表面暴露的固体一般来讲也不可能过热，因为液体通常 
能完全湿润同种物质的固相表面，而这意味 着：在 熔化物体的表面形成液层不 
需要做功去形成新表面. 


exp 


162.7) 


exp 


(162.8) 
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然而，在熔化中的晶体内部形成核仍有可能，只要保持适当的加热条 件：物 
体从内部加热，并且它的表面温度保持在熔点以下.这种核的形成概率主要依 
赖于固体中与形成液滴相伴的弹性形变. 

习 题 

1. 试求液体在固体表面上成核的概率，假定接触角的值已知为 <9( 非零）. 
解：液 态核具有球缺的形状，其底的半径为 r S in 0( r 为相应球体的半径 .) •它 

的体积等于 

3 

V = ^― ( 1 - cos 6) 1 {2 + cos 0 ) , 

它的球面部分面积和底面积各为 2 irr 2 ( 1 - cos 沒）和 nr 2 sin 2 沒.利用确定接触角的 
关系式 （161. 1), 可以求出核形成时.的改变等于 

a • 2 irr 2 ( 1 - cos (9) - acosd • Trr 2 sin 2 0 = airr 2 (1 - cos 6) 7 (2 + cos 6 ), 

式中 a 是在液体和蒸气的界面上的表面张力系数 . A 的这一改变相当于在蒸气 
中形成一个体积为 K 的液态核，且其表面张力为 

/ 1 - COS 设、 2/3 丄 1/3 

a eff = -- | (2 + cos 0) • 

相应地，在正文导得的成核概率公式中用 a efr 代替 a , 我们就得到所求的公式. 

2. 求任意大小的核形成时的 

解：把 亚稳相看成外部介质，核在 其中； 计算成核所做的功可采用公式 
(20.2) ： R min =ME - T 0 S + P 0 V ) ，考虑到这里该过程温度不变，就发生在介质的 
溫度下，所以 /? min = A(F + P 0 ^). 这个量的确定，只需考虑转变成另一相的物质 
量（因为在亚稳相中的其余大量物质的状态保持不变）.仍用不带撇和带撇的字 

母分别表示原始相和新相中的量，有 

R mio = [ F ^ P ^ + PV ( + a ^] - [ F ( P ) + PV ]= 

= 0'( P ') - 4>( P ) - ( P ; - P)T + a ^; (1) 

如果核与亚稳相处于不稳定平衡，则 ( P ^ P 1 ) =少（尸），又回到 （162.2). 

假定亚稳定度很小，有因此 （1) 化为尺咖= 
n [ 〆 （/ >) - 〆 / 1 )] + M ， 式中 n = VW 是核中的粒 子数. 对于球形核 

R win =-^[/x(P) -M ，（ P)] + 4Trr 2 a. (2) 

在亚稳区，因此第一项（体积项）是负的.可以说，表达式 （2) 描 
述了在形成稳定核时应克服的势垒.在相当于核临界尺寸的 r 值处： 

2 av - 

r =〜 = n ( P ) 
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第十五章表 面 


它有极大值.当 r < r c 时，减小 r 在能量上有利而核 消解； 当 r > r f 时，增加 r 有利 
而核生长①. 


§163相在一维系统中存在的不可能性 


在一维（线型）系统（即粒子置于一条线附近的系统）中是否可能有不同的 
相存在，这是一个具有理论意义的问题.下面的讨论能够对这个问題给出一个 
否定的回答 ：相互 接触在一点且具有任意大尺度即长度的两个均匀相之间，不 
可能有热力学平衡 （ il . A . TlaHflay , 1950). 

为了证明这个论断，我们设想一个线型系统由两相的线段交替连接而成. 
设少。是这个系统在不考虑两相间有接触点存在时的热力 学势； 换句话说，它是 
两相热力学势的总量，而与如何划分成段无关.为了考虑上述接触点的影响，我 
们可以把这个系统形式地看作这些点在两相中的“溶液”.如果这个“溶液”是 
稀的，那么系统的热力学势少具有形式 


0 = <P 


0 


+ nT\n—- + ni//. 


其中〃是长度 L 中的接触点数.因此 


d<P 

dn 


71n-y- + iff. 


在足够小的“浓度” f 下（即两相的线段数目不多 ）， Inf 是负的且绝对值很大, 
以致 

d<P A 
— < 0. 
dn 

由此可见，少随着〃的增大而减小，而因为少应当趋于极小值，所以这意味着 a 
会增大（直到 微商# 变正）.换句话说，两相有变成愈来愈小的线段而混合的趋 

dn 

势，也就是说，根本不可能作为分离的两相而存在. 

但是，我们指出， d 0/ dn 的表达式中的对数主导项正比于温度.因此所述的 
结论不适用于绝对零度温度. 


①如果注意到在 r = r € 的条件_/(户）*(1^1/)&匕这时计算/?»,„当然导致在正文中得到 
的公式 （162. 5). 这里指出，对于 r > r e , 槪率公式 （112. 1) 没有意义，因为存在这种核时介质不稳定. 
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